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 ممخّص  

 
كاراتيودوري يقدم ىذا البحث طريقة معينة لتحديد مجموعات تحول قيم بعض الداليات الخطية  في فضاء  

1z في قرص الواحدةf  وىو فضاء التوابع التحميمية المعمم التي تقبل التمثيل التكاممي الآتي  :
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ze1
 )z(f 

it
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  ,     1,0   ,1z    

 دالة غير متناقصة ضمن المجال حيث   , وتحقق الشرط    1  . و قد تم ، في
: ىذا الفضاء، البرىان  عمى أن مجموعة قيم الدالي

  )z(fzA)f(F 00 
عندما تكون  zA1( كثيرة حدود في القرصz(  ىي قرص مغمق ،RWW 0  0 تم تحديد مركزهW 

. وقد تم أيضاً تحديد مستقرات  بعض الداليات الأخرى في ىذا الفضاء.  Rونصف قطره 
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  ABSTRACT    

 

This paper presents a certain method to determine the range of variability  of  some  

functionals  defined in Generalized Caratheodory Class ( i.e  the class  of analytic functions 

in the unit disk )1z(   of the form: 

1,0   ,1z   ,     ,td 
ze 1

ze1
 )z(f 

it

it










 


 

where  t  is a nondecreasing function on the interval   ,  such that 

    1  ).   It has been proved that the range of variability  of functional 

  )z(fzA)f(F 00  

 where  zA  is a polynomial in )1z(  , is the closed disc RWW 0   with 0W and 

R  precisely determined . Also the range of variability  of  some   other functionals 

determined. 
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 :  مقدمة
:  ليكن الدالي :  كما يمي العقدية المسألة القصوى عمى الساحة العقدية بالنسبة لدراسة الدالياتتطرح عادة  
 

         0
n

00 zf,...,z'f,zfJfJ                       1 
 نقطة من الساحة العقدية التي عرفت عمييا توابع 0z من التوابع العقدية، حيث E ،  معرفاً في فضاء ما

1z:Dوىي عادة قرص الواحدة )E الفضاء ) يقصد )في ىذا الفضاء مجموعة قيم الدالي تحديد : والمطموب
 .(بمجموعة قيم الدالي مجموعة تحولات قيمو أو باختصار مستقره

 كثيرة في ىذا المجال من خلال نتائجتم الحصول عمى  سمسمة من الطرائق لمعالجة ىذه المسألة و وقد ظيرت
. ( [9] ,[8] ,[7] ,[6] ,[2]) دراسة الحالات الخاصة لمدالي العام السابق

التحميمية  fوىو فضاء التوابع ، qEمن الفضاءات اليامة التي تمت عمييا دراسة المسألة القصوى ىو الفضاء 
 :  [1]في قرص الواحدة التي تقبل التمثيل التكاممي الآتي 

   td tz,q )z(f 
b

a

                                  2 

 دالة غير متناقصة ضمن المجال حيث    b,a وتحقق الشرط     1ab  . نرمز لمجموعة
الدوال tالمحققة ليذه الشروط  بالرمز ]b,a[U  . يعرفqEالتوابع التحميمية ذات التمثيل  (أو أسرة)فضاء  ب

التكاممي في قرص الواحدة وتعرف العلاقة  2 لمتوابع في ىذا الفضاء  (أوبالصيغة البنيوية) بالتمثيل التكاممي. 
   :[1]من الخواص التوبولوجية المعروفة في ىذا الفضاء نذكر ما يمي

.  مترابط ومتراص في توبولوجيا التقارب المنتظم qE الفضاء :1خاصة
qEfإذا كان : 2خاصة  و B  مجموعة قيم الدالي  :

 3                            
b

a 00  tdt,zq)z(ffJ  ,   ]b,a[U  
Dzفي النقطة  0 ، فإن المجموعةBمغمقة ومترابطة ومحدبة ومنحني محيطيا يحدد بالمعادلة  :

    bta   ,t,zqtw: 0  
: [4]وكتعميم ليذه الخاصة  نحصل عمى النظرية الآتية 

nk  ,)z(ak...,0,1 توابع إذا كانت ال:1نظرية 0 مستمرة في قرص الواحدة وz  نقطة كيفية من ىذا القرص 
:  مجموعة قيم الدالي الخطيB و

 4                                   q0
k

n

0k
0k Ef      ,zf  za fJ  



 

:  يحدد بواسطة المعادلة  مغمقة ومترابطة ومحدبة ومنحني محيطيا Bفإن المجموعة 
 5                                        t,zW tW  : 0 ,  bta   

: مع العمم أن
      )t,z(qza  t,zW 0

k
z0

n

0=k
k0                                   6 

t,z(q(و  ة معطاة بالعلاق0 2 .
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في ىذا البحث سوف نستفيد من ىذه النظرية لتحديد مستقر بعض الداليات الخطية في الفضاءات الجزئية من 
 وخصوصاً الفضاء qEالفضاء

C . الذي سنأتي عمى تعريفو فيما بعد  
 

أىمية البحث وأىدافو 
تنبع أىمية البحث من كونو متابعة لدراسات سابقة في المسائل القصوى المتعمقة بالداليات العقدية  وتحديداً تمك 

لى – التي تممك تمثيلًا تكاممياً من نوع ريمان  ستمجس حيث يتم التوصل إلى إيجاد حمول لمسائل مطروحة سابقاً وا 
إضافة لذلك ليذه الدراسة أىمية أيضاً من  . متعمقة بتحديد مستقرات بعض الداليات ومشتقاتياحمول مسائل جديدة 

. ناحية تضمنيا لمكثير من المسائل المفتوحة عمى مستوى البحث العممي والدراسات العميا
 
 :ومواده البحث رائقط

وانعكاس ذلك عمى بتحديد مستقرات الداليات طريقة البحث المتبعة ىي استخدام النظريات الأساسية المتعمقة 
والأسر المرتبطة بو ، حيث يمكن في ىذه الحالة كاراتيودوري المعمم مثل فضاء التي تممك تمثيلًا تكاممياً أسر التوابع 

. ستمجس لمحصول عمى بعض النتائج بسيولة– ريمان استخدام خواص تكامل 
 

النتائج و المناقشة  
 وىذا الفضاء ىو qEمن الفضاءات الجزئية اليامة لمفضاء  (Cالذي يرمز لو بالرمز)يعد فضاء كاراتيودوري 

: التحميمية في قرص الواحدة الذي يحقق الشرطينfفضاء التوابع 
0)z(fRe   ,1)0(f  

: التمثيل التكاممي الآتي fىو قبول  C إلى f فإن الشرط اللازم والكافي لانتماء [3]وكما ىو معروف 
 

 7                   td 
ze

ze
 )z(f

it

it








 


 , Dz  ],[U    

:  ويتطابق معو بوضعqEالفضاء جزءاً من Cوبذلك يكون فضاء كاراتيودوري 

,  a , b .   ),(
ze

ze
tzq

it

it




 

 التي سنيتم بيا ىو فضاء التوابع التحميمية التي تقبل عناصرىا التمثيل qEومن الأمثمة الأخرى لمفضاء 
: التكاممي الآتي

],[U   ,D z          ,td 
ze 1

ze 1
 )z(f 

it

it










 


             8 

1,0حيث    .  يدعى ىذا الفضاء بفضاء كاراتيودوري المعمم ويرمز لو بالرمز
C . لنلاحظ أن

C 
1 عندما يكون Cيتطابق مع   .

:  تم البرىان عمى صحة النظرية الآتية [5]في المرجع 
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مجموعة قيم الدالي : 2نظرية
Dz   ,Cf   ,)z(f)f(J 00  

 
00ىي القرص المغمق  Ruw المحدد بالدائرة  ::

  2
0

22
0 R=vuu                                   9  

ivuwحيث        و   :

rz 0 , 1r0   ,    
22022

2

0
r 1

r 
=R    ,

r1

r 1
u
















               10 

1وكنتيجة ليذه النظرية وبعد وضع نجد أن مجموعة تحول قيم الدالي  : 
Dz   ,Cf   ,)z(f)f(J 00  

00 ، تتألف من القرص المغمق Cفي فضاء كاراتيودوري  Ruw  المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين 
[3]: 

,  rz0  , 1r0      
202

2

0
r 1

r 2
=R    , 

r1

r 1
u




                    11 

 في الفضاء 1إضافة إلى ما تقدم يمكن صياغة النظرية
C  فإذا لاحظنا أن. بشكل منا سب لمتطبيقات:               

                                td 
ze 1

ze 1
 )z(f 

it

it
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استنتجنا أن لمدالي الخطي  4الشكل   :
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. 

 
:  ستكون صحيحة النظرية الآتية1وعندئذ انسجاماً مع النظرية 

 
nk  ,)z(ak...,0,1 إذا كانت الدوال :3نظرية مستمرة في قرص الواحدة و  B مجموعة قيم الدالي الخطي 

 4  في الفضاء
C فإن ىذه المجموعة مغمقة ومترابطة ومحدبة ومنحني محيطيا   معطى بالمعادلة  :

 15                    
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نقطة كيفية من قرص الواحدة و  0z عمماً أن   t-  .
في ىذا البحث نتابع دراسة مستقر الداليات الخطية من الشكل  4 في الفضاء 

C من أجل بعض الحالات  
الخاصة وخصوصاً عندما تكون الأمثال  za k كثيرات حدود معرفة في قرص الواحدة .

: سوف نبرىن عمى صحة النظرية الآتية
إذا كانت .  4نظرية z Aكثيرة حدود معرفة في قرص الواحدة  فإن مجموعة قيم الدالي  :


Cf    ,Dz0    ),z(fzA)f(J 00                    16 

RWWتتطابق مع القرص المغمق  0 المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين  :

                
 

r1

r
A=R    , 

r1

r1
q,

r1

r 1
pW

2222
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 :مع العمم أن
rz   , 0      22

00 qp A   ,z A  Im q   ,z A  Rep  
 :لدينا. البرىان

       td 
ze 1

ze 1
zA)z(fzAfJ 

0
it

0
it

000 








 


 

محددة ، في ىذه  (B التي نرمز ليا بالرمز )  ستكون مجموعة قيم ىذا الدالي 3لذلك و بحسب النظرية 
 : الذي معادلتوالحالة ، بالمنحني 

.   



 




 t   ,

ze 1

ze 1
zA)t(WW : 

0
it

0
it

0
               18 

:  حيث يكون
1,...nk  ,0)z(a k         ,iq pz Az a 000  

               








 t   ,

ze 1

ze1
)t(w 

0
it

0
it

 

ىو المنحني الممثل بالدائرة ivu)t(w مع ملاحظة أن  9 . لإيجاد الشكل الديكارتي :
                                          ivutW                                  19 

 لممنحني  18 000 في النقطة iyxz نلاحظ أولًا أن  :
        

    i qupv qvpuivu iqp         

ivuzAtwzAivutW 00



  

 :فنستنتج مباشرة أن

qupvv

    ,qvpuu







 

:   نجد أنv و uوبحل جممة ىاتين المعادلتين بالنسبة ل 
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222 حيث 
qpA  .  بتعويض ذلك في  معادلة الدائرة 9نحصل عمى العلاقة  :
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Rpvqu
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1
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.   معطاة بالعلاقتين0R  و0uمع العمم أن  10 .ومنو :
      2

0

222
0

2

0
2

RApvqu  uAqvpuu2qvpu   
: وبعد تحويلات بسيطة نحصل عمى المعادلة

.    2
0

22
0

2
0 RAquupuu   

  بقيمتييما في 0R و0uبتعويض  10نحصل أخيراً عمى المعادلة  :
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            21  

RWW معادلة دائرة وىي 0 تتطابق عناصرىا مع العناصر الواردة في  17 . وبذلك تكون المجموعة
 B ىي القرص المغمق RWW 0 وىو المطموب  .

إذا كان  :1ملاحظة  1z A  فإننا نحصل عمى تحديد مستقر الدالي ),z(f)f(F 0 في الفضاء المعمم 

C ( علاقة 2نظرية  10) . ذا كان وا   1z A  1 و  فإننا نحصل عمى تحديد مستقر الدالي 
),z(f)f(F 0  في الفضاءC ( علاقة 2نظرية  11) .

 
 نتائج وتطبيقات

:  مباشرة ما يمي4ينتج من النظرية 
إذا كان . 1نتيجة

Cf  0 وz نقطة من قرص الواحدة Dفإن مجموعة قيم الدالي   :
)z(fz)f(F 00 

RWWتتطابق مع القرص المغمق  0 المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين  :

           
.  rz   ,

r1
r=R    , 

r1

r
y,

r1

r
xW 022

2

22

2

022

2

00 




































   22  

rz   ,0iyxzحيث  0000  .
 

 إذا كان .2نتيجة
Cf  0 وz نقطة من قرص الواحدة Dحيث  فإن مجموعة قيم الدالي :

  0z   ,)z(fz)f(F 00
n
0  

RWWتتطابق مع القرص المغمق  0 المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين  :
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.  rz   ,

r1
r=R    , 

r1

r  1
zW 022

1n

22

2
n
00 








 







             23  

 
:  نورد المسألة الآتية2وكتطبيق عمى النظرية

:  أوجد مجموعة تحول قيم الدالي:1تطبيق
 

 
  

Cf    ,)z(f
!n2

2
)z(f

!n

2
)z(f1)f(J 0

n2
n2

0
n

n

0  

0z0في النقطة    21 حيث ىو الكارديئويد المعطى بالمعادلة  :
   22222 vu4u4vu                                24   

0z0 في النقطة f(J(مجموعة تحول قيم الدالي  Bلتكن . البرىان  21 وليكن  . بالاستفادة
من  15 نجد أن محيط الممجموعة Bيحدد بالمعادلة  :
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 nit2nitnit2nit ee12 e2e22  .                                    
 : المعطى بالمعادلة  محددة بالمنحنيB ، أن المجموعة 2ينتج من ذلك ، بحسب النظرية

   t-     ,ee12)t(WW : nit2nit   . 
 : فنجد أنivuW  نضع لمعرفة شكل المنحني 

   
   tcosn21ntsin2t2nsinntsin 2v

tcosn21ntcos2t2ncosntcos1 2u



 

: وبالتالي
 

 ntcos21ntsin2v

 ntcos21ntcos2u



                                 25 

 :وبتحويلات بسيطة نجد أن
22 vu

4

1
ntcos21  

2

1
vu

4

1
ntcos 22  

وبتعويض ذلك في المعادلة الأولى من  25 نستطيع التخمص من الوسيط tويكون  :
2222 vu2u4vu   

ومنو نحصل عمى المعادلة  24 التي تمثل معادلة كارديوئيد (Cardioid) في المستوي كما يظير عمى 
.  الشكل أدناه 
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 . محددة بأصغر مجموعة محدبة تحوي ىذا الكارديوئيدBوبذلك تكون المجموعة 

في ىذه . وىذا ناتج من دورية التابع الأسي. n نلاحظ أن معادلة الكارديوئيد غير متعمقة بالعدد :1ملاحظة
.  عدد المرات التي تمسح فييا نقاط الكارديوئيد من خلال قيم الدالي المعطى nالحالة يحدد 

 
   الاستنتاجات والتوصيات 

تم إيجاد مجموعة قيم الداليات في الفضاء 
Cبالإمكان .  لبعض الداليات الخطية التي ليا صفة كثيرات الحدود

 وفي فضاءاتو الجزئية لإيجاد مناطق تحول الداليات الخطية الاعم وخصوصاً qEمتابعة ىذه الدراسات في الفضاء 
: فمثلًا بالإمكان البحث عن مجموعة تحول قيم الداليات من الشكل. تمك المتعمقة بالمشتقات من درجات أعمى

),...z(''fz)f(F   ,)z('fz)f(F 0000  
و C في الفضاء 

C وغيرىما حيث نتوقع الحصول عمى نتائج مشابية لتمك التي توصمنا إلييا في الفقرات 
. السابقة
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