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 فقدان استقرار قضيب عند تطبيق إجياد طولي لفترة طويمة

 
*د. حسن محمد خميفة   

 
 (2012/ 5/  22قُبِل لمنشر في  . 2012/  1/  30تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

 
يفقد القضيب استقراره عندما نطبق عميو حمل طولي بشكل مفاجئ أقل من فترة حمولة أويمر الحرجة, ويمر في أشكال 

لتوازن )مسألة أويمر الكلاسيكية(. تصبح دراسة المسألة أكثر تعقيداً عند تطبيق إجياد طولي ديناميكي. تنتشر شبيو با
 في القضيب, في حالات متقدمة, موجات طولية مرنة يمكن أن تولد اىتزازات عرضية شديدة.

أويمر الحرجة. ودرسنا تأثير النعومة  طبقنا في ىذه المقالة, الحمولة الطولية لفترة زمنية طويمة ولكنيا أقل من فترة
 لمحمولة الطولية عمى سعة الاىتزازات العرضية. 

 
   , توافقي. : حمولة أويمر الحرجة,استقرار, مرن, اىتزازمفتاحيةالكممات ال
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Loss of beam stability when applying a long-time load 
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  ABSTRACT    
 

As known, when suddenly applying longitudinal load, less than Euler critical load, the 

beam (rod) loses its stability and passes into pseudo-equilibrium states (Euler classical 

problem). 

The problem becomes more complex for dynamic longitudinal load, and in advanced 

cases, longitudinal waves propagate along the beam and could generate intensive 

transversal oscillations. 

In this paper, we consider a long-time load, less than Euler’s critical limit, and we study 

the influence of the smoothness factor of longitudinal load application on the beam on 

transversal oscillations amplitude. 
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 مقدمة:
فإنو  ة, لذلك وكقاعدةلاىتزازات العرضيدور لإن زمن انتشار الموجة الطولية عمى طول القضيب أقل بكثير من أصغر 

وفق ىذه  عتبر أن الموجة تنتشر فجأة عمى طول القضيب وقوة الانضغاط المحوري ثابتة.م استخدام نموذج تقريبي ييت
ومع حمولة  [1]الصيغة تم حل المسائل بتطبيق مفاجئ لحمل محدود يتجاوز القيمة الحرجة في الحالة الساكنة في 

 .[3,4]وحمولة تتغير بشكل دوري مع الزمن وتؤدي إلى الرنين البارامتري في  [2]تزداد بشكل خطي مع الزمن في 
غير محدود ومع اتباع نيج غير خطي تنشأ انحناءات في التقريب الخطي سعة الاىتزازات العرضية بشكل تنمو 

مكن أن تكون سعة )تقمقل( مرتبطة بانتقال طاقة الاىتزازات الطولية إلى العرضية والعكس بالعكس. في ىذه الحالة ي
فإنو عمى حد سواء في الحالتين  (Euler)الاىتزازات العرضية كبيرة. عند عمل القوة لفترة طويمة مع حمولة تفوق اويمر 

 الخطية وشبو الخطية لا يقود إلى قيم محدودة لمطالات الإزاحات العرضية. 
 

 أىمية البحث وأىدافو:
من أجل تحسين ظروف العمل  الاىمية الأولىاية الجسم البشري تممك عممية تنظيم التحريضات الاىتزازية وحم إن  

  والحماية من أضرار الاىتزازات.
 سمسطولي تحت تأثير حمل  مع نيايات مدعومة بشكل محوري. رقيققضيب ستقرار الديناميكي لادراسة الفقدان يتم 

يتم حل المشكمة في تقريب خطي.  جة الطولية., والتي تكون محدودة بطول المدى لممو في المرحمة الأولية من الحركة 
 .يقارن حجم الانحراف الإضافي مع حجم الاضطرابات الأولية

 
 طرائق البحث ومواده:

يأخذ بعين الاعتبار تأثير القوة الطولية عمى الحركات العرضية, دون إىمال تأثير يتم أولًا النظر في نموذج تقريبي 
نشر تابع الإزاحة طريقة  تماستخدولقد . [3,5]  (اويمر –برنولي عارضة نموذج ) الاىتزازات العرضية عمى الطولية

 طريقة لحل المسألة المدروسة. يجادوذلك لإ وطريقة تحميل فورييو في سمسمة قوى
 انتشار الأمواج الطولية -1

 يوصف انتشار الأمواج الطولية في قضيب بالمعادلة:

(1)                                        
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حيث  txu  كثافة المادة معمل يونغ,  Eالزمن,  t, طوليالإحداثي ال x الإزاحة الطولانية لممقطع العرضي, ,
 قطع العرضي الثابت لمقضيب.الم Sو

 تممك الشروط الحدية والابتدائية الشكل:
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 T زمن تأثير قوة الصدم ,


1
  وسيط كبير لمطول حيث (2)الشروط . توافق معامل سماكة القضيب 

0P (00الانضغاط المستمر لمقوة  P )عند الانضغاط 
 من أجل دراسة الحركات العرضية لمقضيب من الضروري العثور عمى دالة:

(3)                                                
x

u
EStxP




, 

0,0 من أجل  tLx . 
 لو الشكل: (3) بالحسبانمع الأخذ  (1)الحل العام لممعادلة الموجية إن 

(4)                               


E
cctxgctxfPtxP  2

0 ;, 
  تانالدالو  سرعة الصوت cحيث    zfzg  .(2)بالشروط  انتتعين ,

 بفرض أن
c

L
T 0 يمكن اتباع طرق مختمفة لدراسة الحركات المستعرضة تقال الموجة عمى طول القضيب. زمن ان

TT اعتماداً عمى العلاقة بين ,0. 
 الحركات العرضية الصغيرة لمقضيب -2

 :وفقاً لمنموذج المدروس بالمعادلة توصف الحركات العرضية الصغيرة لمقضيب 
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wwحيث  0  ,ىو الانحراف الكمي لمحور القضيب عن الخط المستقيم   xxw 0  ,تعطي الانحراف الابتدائي
 txw  عزم عطالة المقطع العرضي. Jالانحراف الاضافي المرغوب,  ,

 الشروط الابتدائية: خذتؤ  
(6)                                       Lxxwxw t  0;00,0, 
 خذ نوعين من الشروط الحدية:حين يؤ في 
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 ة وحواف ثابتة بشكل صارم. الأول منيا يقابل الحواف المدعومة بمفاصل والثاني حواف حر 
في شكل بلا ابعاد, حيث طول القضيب وزمن انتقال الموجة الطولية عمى طول القضيب يساوي  (5)تكتب المعادلة 

 .[6] الواحدة
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r نصف قطر عطالة المقطع,  11,tx .التشوه الطولي لانضغاط محور القضيب    zfzg   .(4)كما في  ,
 

 النتائج والمناقشة:
المسألة الكلاسيكية لاتزان قضيب يخضع لقوة ضغط ثابتة  [7]درس أويمر   consttx  0,  صيغة فقدان .

من أنصاف الموجات  mالاستقرار مع  


xm
wxw


sin0  توافق تشوه القضيب

2

22






m
m  . من أجل

m=1  نحصل عمى الاجياد الكلاسيكي الحرج لاويمر
2
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 ct . 

 و:عمى شكل سمسمة فوريي (9)نبحث عن حل المعادلة 
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الطولي  الانضغاط تشوه حيث tx, أيضاً  في سمسمة فورييويعبر عنو  ((1)عادلة )حل الم: 
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ويصف دالة دورية    txtx ,4,     .دورىا يساوي أربع أضعاف شوط الموجة الطولية عمى طول القضيب
 .[8]فإنو يمكن أن نعبر عن الحل عمى شكل موجة متحركة  tمن ناحية أخرى ومن أجل 

يتولد في القضيب عند تعرضو لجيد طولي )صدم( جممة من الأمواج الطولية الدورية. وعند قيم محدودة 
لوسطاء المسألة في التقريب الخطي, تولد ىذه الموجات رنيناً بارامترياً مصحوباً بزيادة غير محدودة في اتساع 

ممة شبو خطية تأخذ بعين الاعتبار تأثير الذبذبات العرضية. من أجل الحصول عمى مطالات محدودة, نأخذ ج
 الاىتزازات العرضية عمى الطولية. 

 جممة المعادلات شبو الخطية لحركة القضيب -3
في الاتجاه  .عمى الطرف الأيسر ةمطبق تحت تأثير قوة طولية مفاجئة  لزج رقيق مرن قضيبحركة ندرس 
 دعم الطرفين بشكل متماسك مفصمياً. يتم تثبيت الطرف الأيمن وفي الاتجاه العرضي يتم الطولي

 
فإن معادلة الحركة في صيغة شبو خطية وشكل بلا أبعاد  بالاعتماد عمى نموذج عارضة برنولي أولر 

 :)المعاملات غير مقاسة( تأخذ الشكل الآتي
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 ىنا   txutxw . طول القضيب وزمن انتقال الموجة عمى طول القضيب تؤخذ كواحدات ىي مركبات الإزاحة ,,,
 طول وزمن حيث:
   tftSrJ

L

r
l 00

2 ,,,
1




 

  ,معامل سماكة القضيبL  ,طول القضيبr المقطع العرضي,  نصف قطر عطالةS مساحة المقطع العرضي 
نعبر عن التشوه الطولي لانضغاط القضيب من خلال  وسيط كبير لمطول. lتو. ونستخدم عزم عطال J و tx, 

ESPالمرتبط مع قوة الضغط الطولية بالعلاقة    حيثE في التقريب الخطي  معامل يونغ(
x

u




). 

uw  uwمعاملات ممانعة الاىتزازات الطولية والعرضية,  ,  حيث نعتبر الشروط  الترددات المميزة للاىتزازات. ,
الطولية   احاتالابتدائية من أجل الإز  txu صفرية. أما من أجل الإزاحات العرضية , txw فإن التلاشي صغير ,

 ولكن لا يساوي الصفر, لأنو في خلاف ذلك فإن إثارة الاىتزازات المستعرضة غير ممكن.
 الأساس في دراستنا, فييا: (11)و  (10)ت تعتبر المعادلا   

 
ES

tP
tft  00  لمعطى في الطرف التشوه ا

من أنصاف الموجات  mإن صيغة فقدان الاستقرار مع الأيسر من القضيب.   xmWxw sin  توافق تشوه
222القضيب   mm  . من أجلm=1  22فإن ct التشوه المطابق لقوة الضغط الطولية الحرجة لاويمر 

رس ىنا التأثير طويل الأمد عندما ند. [6,9]
 ct 0 . أما من أجلct 0  فأن الانحرافات يمكن أن تكون

  .غير كافية (10)كبيرة ودقة المعادلة 
 فإن عند التطبيق المفاجئ لمقوة   ttf وعند التطبيق السمس نأخذ  1;0    00,00  ff  و

  1tf  عندماt  [1,10]. 
في المرحمة الاولية من الحركة تكون الانحرافات العرضية صغيرة ويمكن استخدام تقريب خطي لوصف الحركة  

  و (10) في المعادلة 0wنفرض  .[6,11]
x

u




  إلى حل  (11)و  (10)تؤول المسألة   (11)في المعادلة

 متسمسل لمسألتين خطيتين حديتين. 
التشوه المحوري  (10)من المعادلة نوجد  -آ tx, مة بالدالة الخاصة بالمسألة في شكل سمس tk  المتعمقة

بالنبض  tf [12]: 
        01,00;02  VVxVvxV 

 . نوجد:xالاشتقاق ىنا بالنسبة لـ 
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 (Heaviside step function) الخطوة الأحادية  نحصل بالاستفادة من دالة 1uمن أجل   zH  حيث
   tHtf   ( فترة زمنية)   عمى صيغ تقريبية لمدالة tk: 
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 طويل الأمدومن أجل تطبيق مفاجئ   1tf لـ  فإن tk  (14)الصيغة : 
 .0uتأثير المزوجة. وفي خلاف ذلك )غياب المزوجة( نضع  بالحسبان (16) - (14)تأخذ الصيغ 

 0uعندما 
فإن الدوال  tx, دورية    
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  من أجل تطبيق مفاجئ

  1tf عندما قصير الأمد t  0وطويل الأمد من أجل كل قيمt. ين إلى ظيور الرنقود وىذا ي
  البارامتري.

00عندما  (11)لدراسة الاىتزازات العرضية نبحث عن حل المعادلة  -ب w :في شكل سمسمة فورييو 

(17)                                         
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 المفاجئ لمقوة )نبضة قصيرة(عندئذٍ من أجل التطبيق  .0uبفرض    1tf  تكون الدوال ta mn 
00 . عندمادورية   تساوي  (18)الحرة لمجممة  الاىتزازاتفإن تردداتm  وتردد الاىتزاز البارامتري المحرض 

يساوي 
2

1


  v .النموذج  بسلاسة )عمى سبيل المثال ةبالنسبة لمقوة المطبق  tetf 1  فإن الدوال

 tamn ( 0عندما (13) ,(16)الصيغ كما تبين ليست دوريةu.) طويمة( )نبضة المفاجئ لمقوة التطبيق  من أجل
لمتشوه  إن القيمة الوسطىف tx,  0تساويعمى النحو: (18)زلو يمكن أن نكتب المعادلة , بع   
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0
ˆ  mtata nmnmnm   تممك قيمة وسطية صفرية(nm .)رمز كرونيكر 

عندما   0ta nm  يمكن أن يحدث فقدان للاستقرار التوازني في الصيغ الـm  00من أجل

222   mm  أو
ctm  2

0  يقود وجود الدوال الدورية . ta nm  إلى أن فقدان الاستقرار في الصيغ الـm  يمكن أن يحدث عند قيم
ctوبشكل خاص من أجل  0أصغر لـ  0 [13]ل من اويمر أي من أجل حمولة أق . 

. عندئذٍ بإىمال التأثير المتبادل لشكل m=n, k=1يعد الطنين البارامتري الرئيسي الأخطر ونحصل عميو من أجل 
 الشكل الآتي: (18)الاىتزازات العرضية تأخذ المعادلة 
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. عندما [14]البارامتري يتحقق من أجل قضيب قصير لمغاية الطنين فإن  m=1من أجل   0tam  يمكن أن

ˆ0عندما  mيحصل فقد للاستقرار التوازني لمصيغ الـ  2 m  أو عندماctm  2

0  . حيث
2

2




 ct تشوه أويمر 

 الحرج لمضغط المحوري. 
 

 الاستنتاجات والتوصيات
جممة من الأمواج الطولية الدورية. وعند قيم محدودة لوسطاء د في القضيب عند تعرضو لجيد طولي يتول

المسألة في التقريب الخطي, تولد ىذه الموجات رنيناً بارامترياً مصحوباً بزيادة غير محدودة في اتساع الذبذبات 
جل الحصول عمى مطالات محدودة, أخذت جممة شبو خطية تأخذ بعين الاعتبار تأثير العرضية. من أ

 الاىتزازات العرضية عمى الطولية. تم بناء حل تحميمي تقريبي ليذه الجممة.



 خليفة                                                                                    فقدان استقرار قضيب عند تطبيق إجياد طولي لفترة طويمة
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