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 ممخّص  

 
),(ليكن X  نإ, يقال  ا  كيفي ا  تبولوجي فضاءX  فضاءLc  إذا وفقط إذا كان كل فضاء ليندلوف جزئي منX ا  مغمق 
 .Xفي 
بعض المفاىيم التي تساعدنا في برىان  قدمنثم  ,بعض الخواص التي يتمتع بيا فضاء ليندلوف قدمنس ىذا البحثفي 

الشروط  نوجدثم  ,تطبيق ليندلوف  kونقدم مفيوما  جديدا  ىو مفيوم  .Lcبعض الخواص التي تتمتع بيا فضاءات 
 .تطبيق  kتطبيق ليندلوف  ىو kالتي تجعل كل  اللازمة 

إيجاد قمنا بأخيرا  و , Lcفضاء  ىيLcالصورة المباشرة لفضاء يحققيا التطبيق كي تصبح إيجاد الشروط التي كذلك و 
غير  تينمع العمم أن القضي Lcىي فضاء  Lcتجعل الصورة العكسية لفضاء يحققيا تطبيق ما والتي  الشروط التي

 .بصورة عامة  تينمحقق
 
 
 .تطبيق k , ليندلوفتطبيق k, فضاء ليندلوف ,  Lcالفضاء  : مفتاحيةالكممات ال
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  ABSTRACT    
 

Let ),( X be a topological space , we say that X  is spaceLc    iff every Lindelof  

subspace  of X  is closed in X . 

In this paper we will present some properties of the Lindelof  space, and then  introduce 

some concepts that help us to prove some of the properties of spacesLc  .   

And we introduce a new concept of  K- map Lindelof , then we find the necessary  

conditions that make each K-map Lindelof is k-map. 

we find the conditions on the function  that make the direct image of spaceLc   is  
spaceLc    , and finally we have found the conditions on the function that make the 

inverse image of spaceLc   is spaceLc    ,with the knowledge that the two issues are not 

investigated in general. 

 

 

Keywords: Lc space ,  Lindelof space ,  k map Lindelof  , k map . 
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 مقدمة :
وذلك لأن فريقا  من الرياضيين اعتبره نمطا  من أنماط الفضاءات لعب فضاء ليندلوف دورا  ميما  لمغاية في التبولوجيا 

, حيث تم تقديمو من قبل ألكساندروف ضوعات الفصلموضوعة من مو المتراصة , واعتبره فريق آخر من الرياضيين 
),(حيث يقال عن فضاء تبولوجي,م  9191وأوريسون في عام  X  إنو فضاء ليندلوف إذا وفقط إذا حصمنا عمى

),(في  Xمن كل تغطية مفتوحة لـ عمى الأكثر قابمة لمعد  Xتغطية جزئية لـ  X . م قدم الباحثان  9171وفي عام
T.K.Mukherji   وM.Sarkar  [3  مفيوما  جديدا  وىو ] فضاءLc,  يقال عن فضاء تبولوجيحيث),( X نو إ

تحت  Lcولقد ورد مفيوم الفضاء  .Xفي  ا  مغمق Xإذا وفقط إذا كان كل فضاء ليندلوف جزئي من Lcفضاء 
 [ .8[ و]7[ و]6[ و]5وذلك في الأعمال ] closedLمسمى 

من  النتائجأثبت مجموعة من  9006ضوع ففي عام راضي ابراىيم محمد عمي الدراسة في ىذا المو  الباحثثم تابع 
 2T .[4. ]متراص موضعيا  ىو فضاء  Lcكل فضاء  , 1Tىو فضاء Lcكل فضاء أىميا : 

 
 ية البحث وأىدافو :أىم

توصيفات إضافية لبعض أنواع الفضاءات التبولوجية في مجالي التراص وموضوعات  تكمن أىمية البحث في كونو يقدم
 الفصل, وييدف البحث إلى : 

, مع العمم أن القضية غير Lcىي فضاء  Lcالصورة المباشرة لفضاء  يحققيا التطبيق كي تصبحإيجاد الشروط التي 
 .محققة بصورة عامة 

, وىذه القضية Lcىي فضاء  Lcتجعل الصورة العكسية لفضاء يحققيا تطبيق ما بحيث إيجاد الشروط التي كذلك و 
 غير محققة بصورة عامة.

 
 طرائق البحث ومواده:

فق ليندلوف وفضاء اعتمدنا في بحثنا عمى مفاىيم أساسية في التبولوجيا العامة وبشكل خاص في مجالي التراص و 
Lc. 

 بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في البحث :
Lc(spaceLc  ) 
k (  تطبيق ليندلوف map Lindelof k) 

X وYتبولوجيين . فضائين 
F. اسرة المجموعات المغمقة في الفضاء التبولوجي 

 التعاريف الأساسية :
),(تبولوجييقال عن فضاء  تعريف : X  إنو فضاء ليندلوف إذا وفقط إذا حصمنا عمى تغطية جزئية لـX قابمة لمعد 

),(في  Xمن كل تغطية مفتوحة لـ  عمى الأكثر X. 
 ف : التغطية القابمة لمعد عمى الأكثر ىي تغطية قابمة لمعد أو منتيية .تعري
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),(يقال عن فضاء تبولوجيتعريف:  X نو فضاء إLc  إذا وفقط إذا كان كل فضاء ليندلوف جزئي منX ا  مغمق 
 .Xفي 

),( تعريف : ليكن X  و),( *Yيقال عن التطبيق  .تبولوجيين كيفيين  فضائين),(),(: * YXf  إنو 
 Y.[9.]في  مفتوحة مجموعة ,  Xفي Aمفتوحة مجموعة  ةلأي المباشرة وفقوإذا كانت الصورة مفتوح تطبيق 

),( تعريف : ليكن X  و),( *Yيقال عن التطبيق  .تبولوجيين كيفيين  فضائين),(),(: * YXf  إنو 
 Y.[9.]في  مغمقة مجموعة ,  Xفي Aة مغمقمجموعة  ةلأي المباشرة وفقوإذا كانت الصورة مغمق تطبيق 

),( ليكن تعريف:  X  و),( *Yيقال عن التطبيق  .تبولوجيين كيفيين  فضائين),(),(: * YXf  إنوk 
وكذلك الصورة المباشرة Xمتراصة في , مجموعة Yمن Bتطبيق إذا كانت الصورة العكسية لأي مجموعة متراصة 

 Y.[9 ][ ,9.]ىي مجموعة متراصة في Xفي Aلأي مجموعة متراصة 
),(إذا كان تعريف : X  و),( *Yعن التطبيق  نقول تبولوجيين كيفيين , فضائين),(),(: * YXf  إنو

k ندلوف جزئيفضاء ليإذا كانت الصورة العكسية لأي  ليندلوف تطبيقB منY,  في  ىو فضاء ليندلوف جزئي
X فضاء ليندلوف جزئيوكذلك الصورة المباشرة لأيA فيX في ىو فضاء ليندلوف جزئيY. 
 

 النتائج والمناقشة :
 مبرىنات مساعدة:

 1T [4. ]ىو فضاء Lcكل فضاء  -9
 2T [.4. ]متراص موضعيا  ىو فضاء  Lcكل فضاء    -9
 [4كل فضاء متراص ىو متراص موضعيا  ] -3
:),(),(بفرض  -4 * YXf تطبيق مستمر و),( X ),(, *Y  : فضائين تبولوجيين كيفيين عندئذ

),(من ة مجموعة متراصة الصورة المباشرة لأي X في  ىي مجموعة متراصة),( *Y[.9)] 
:),(),(بفرض  -5 * YXf تطبيق مستمر و),( X ),(, *Y  : فضائين تبولوجيين كيفيين عندئذ

),(الصورة المباشرة لأي فضاء جزئي ليندلوف من  X  ىو فضاء جزئي ليندلوف في),( *Y[.9)] 
),(بفرض  :(1مبرىنة ) X فضاء ليندلوف و*  تبولوجيا عمىX ن إبحيث * عندئذ يكون),( *X      

 ليندلوف . فضاء              
 البرىان :    

),(في  Xإن كل تغطية مفتوحة لـ  *X ىي تغطية مفتوحة لـX  في),( X  أنوبما ),( X  ىو فضاء
 , بالتالي يمكننا أن نحصل عمى تغطية جزئية قابمة لمعد عمى الأكثر من ىذه التغطية المفتوحة ,ليندلوف

),(وىذا يعني أن  *X  . فضاء ليندلوف 
:),(),(بفرض(:2مبرىنة ) * YXf :تطبيق مستمر ومفتوح وغامر , عندئذ 

 تطبيق .  f  kتطبيق ليندلوفf kإذا كان              
   
 



k  تطبيق ليندلوف  و بعض خواص الفضاءLc                                                                  عفيصوظريف , 

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

03 

 البرىان :
1)(سنبرىن أن  Yمجموعة متراصة في Bبفرض  Bf   متراصة فيX. 

  ليندلوف (.كون كل متراصة ىي )Yفي  ىي فضاء ليندلوف جزئي Y     Bمجموعة متراصة فيB أنبما 
  )(1 Bf   في  فضاء ليندلوف جزئيX كون (f  k) تطبيق ليندلوف 

1)(بالتالي من كل تغطية مفتوحة لـ Bf   فيX  من عمى تغطية جزئية قابمة لمعد عمى الأكثر  الحصوليمكننا(
 الممكن أن تكون منتيية أو قابمة لمعد( .

لتكنأي  IiTi :1)(طية مفتوحة كيفية لـ تغ Bf  فيX : ىذا يعني 

                  (9  )




 
1

1 )(
i

iTBf               (9 )
Ii

iTBf


 )(1 

 :ولنفرض جدلا أن ىذه التغطية قابمة لمعد و ليست منتيية
 ( 9قة )بأخذ الصورة المباشرة لطرفي العلا

            )(
Ii

iTfB


     )()())(( 1 
Ii

i
Ii

i TfTfBffB


     كون (f ) غامر 

)(   مفتوح fوبما ان  iTf  مفتوحة في),( *Y ميما تكنIi      IiTf i :)(   تشكل تغطية
 .Yفي  Bمفتوحة لـ 

 (  نجد :9وبأخذ الصورة المباشرة لطرفي العلاقة )

   )(
1







i

iTfB         )()())((
11

1 








 
i

i
i

i TfTfBffB         كون (f . ) غامر 

أي حصمنا من التغطية المفتوحة  IiTf i :)(  لـB  فيY  عمى تغطية جزئية قابمة لمعد وىذا تناقض مع
1)(التغطية الجزئية ىنا ىي منتيية  بالتالي مجموعة متراصة  Bكون  Bf  في متراصة X       9. 

 ومن جية ثانية :
 .Yمتراصة في  Af)(سنبرىن أنXمجموعة متراصة في Aبفرض 
 ) كون كل متراصة ىي ليندلوف (.Xفي  ىي فضاء ليندلوف جزئيX   A مجموعة متراصة فيAبما ان
  )(Af في  لوف جزئيفضاء ليندY كون (f  k ) تطبيق ليندلوف. 

يمكننا أن نحصل عمى تغطية جزئية قابمة لمعد عمى الأكثر )من  Yفي  Af)(بالتالي من كل تغطية مفتوحة لـ
 الممكن أن تكون منتيية أو قابمة لمعد( .

 تكنل و IiTi :*  تغطية مفتوحة كيفية لـ)(Af في  Y        

                         (9  )





1

*)(
i

iTAf          (9 )
Ii

iTAf


 *)( 

 : ولنفرض جدلا أن ىذه التغطية قابمة لمعد و ليست منتيية
 f       وفق التطبيق( 9لطرفي العلاقة ) العكسية بأخذ الصورة 

                  )( *1
Ii

iTfA


     )()())(( *1*11 
Ii

i
Ii

i TfTfAffA
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)(   مستمرf أنوبما  *1
iTf   مفتوحة فيX ميما تكن Ii    IiTf i  :)( تشكل تغطية  1*

 .Xفي  Aمفتوحة لـ 

)((  نجد :      9لطرفي العلاقة ) العكسية وبأخذ الصورة 
1

*1





i

iTfA 

أي حصمنا من التغطية المفتوحة IiTf i  :)( عمى تغطية جزئية قابمة لمعد وىذا تناقض مع  Xفي  Aلـ   1*
 .Y    9 في متراصة Af)(التغطية الجزئية ىنا ىي منتيية  بالتالي   مجموعة متراصة  Aكون 
 تطبيق. f  kنجد أن   9و  9من 

 (: 3مبرىنة)
),(بفرض  X  فضاءLcكانت  و* تبولوجيا عمىX بحيث أن*  عندئذ يكون),( *X فضاءLc . 

 البرىان :
),(فضاء ليندلوف جزئي من Aبفرض  *X ولنفرض جدلا أن ,A  غير مغمقة في),( *X*FA 

(*F أسرة المجموعات المغمقة في الفضاء التبولوجي),( *X  أن( , وبما *   فإنFF *  وىذا يعني ,
),(ليست مغمقة في  FA     Aأن X  بالتالي ,A  ليست ليندلوف جزئي في),( X. 

),(في Aلـوىذا يعني أنو توجد تغطية مفتوحة  X  ولتكن IiTi :   بحيث أن
Ii

iTA


  لايمكن أن ,

 نحصل منيا عمى تغطية جزئية قابمة لمعد عمى الأكثر .
IiTiوبما أن   ;IiTi  ;*   كون(* . ) 

),(في Aبالتالي وجدنا تغطية مفتوحة لـ *X   لا يمكن أن نحصل منيا عمى تغطية جزئية قابمة لمعد عمى الأكثر
),(فضاء ليندلوف جزئي من Aوىذا يناقض الفرض بأن  *X  وىذا يعني أن فرضنا خاطئ والصحيح ىو أن 

A   مغمقة في),( *X    ),( *X  ىو فضاءLc. 
 (:4مبرىنة)
:),(),(بفرض  * YXf  تطبيق مستمر وغامر , حيث),( Xو ),(فضاء متراص  *Y  فضاءLc. 
),(عندئذ:  *Y 2فضاءT. 

 البرىان :
),(غامر فإن  fالمباشرة لفضاء متراص ىو متراص وبما ان  مستمر فإن الصورةfبما أن  *Y فضاء متراص 

 ونعمم أن كل فضاء متراص ىو متراص موضعيا  .
),(ولكن  *Y  فضاءLc ونعمم أن كل فضاءLc  2متراص موضعيا  ىوT  بالتالي),( *Y 2فضاءT. 

 (:5مبرىنة )
:),(),(بفرض  * YXf   k تطبيق , حيث),( X  فضاءLc و),( *Y. فضاء متراص 
),(عندئذ : X 2فضاءT. 

 البرىان :
 فإن الصورة العكسية لأية مجموعة متراصة في المستقر ىي متراصة في المنطمق  (تطبيقf) kبما أن 
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)(1 Yf   متراصة في),( X 1)( وبما أن YfX      X متراصة في),( X 
),(ىذا يعني  X   بالتالي :  فضاء متراص بالتالي متراص موضعيا),( X  2ىوT كونو متراص موضعيا  و(Lc). 

وفقا  لتطبيق مستمر وذلك  Lcىي فضاء  Lcليس من الضرورة أن تكون الصورة المباشرة لفضاء  ملاحظة :
 . يؤكد ذلك عرض مثالا  نس

 مثال: 
:),)((),(مجموعة الأعداد الحقيقية ولنأخذ التطبيق المطابق : Rلتكن  RRPRI  
 .Rالتبولوجيا القوية عمى RP)(و  Rىي التبولوجيا الضعيفة عمى حيث 

),(إن  Rليس فضاءLc  : لأن 
),(فضاء ليندلوف جزئي من Aبفرض  R  فإن A  ليست مغمقة ) وذلك لأن ىي التبولوجيا الضعيفة عمى  R  

  RA  ىذا يعني أن وA  بالتالي (  ليست مغمقة),( Rليس فضاءLc. 
),)((أما  RPR ىو فضاءLc : لأن 

),)((فضاء ليندلوف جزئي من Aبفرض  RPR  فإنA  مغمقة ) وذلك لأن  ىي التبولوجيا القوية 
),)((بالتالي( مغمقة  Aىذا يعني أن و  R     AA عمى RPRفضاءLc. 

Lcحتى تصبح الصورة المباشرة لفضاء  fبوضع بعض الشروط عمى التطبيق الآن بناء  عمى المثال السابق قوم نس

 وفقو. Lcىي فضاء 
 (:6مبرىنة )

:),(),(بفرض  * YXf   1ومغمق  و  تقابلتطبيقf مستمر عمىY  حيث ,),( X  فضاءLc 
),(عندئذ:  *Y فضاءLc . 

 البرىان :
 . Yمغمقة في  Aنريد أن نبرىن أن  Yليندلوف جزئي من Aبفرض 
:),(),()حيث   Yمستمر عمى 1fبما أن  *1  XYf  )    )(1 Af  ليندلوف جزئي فيX. 

:),(),(بفرض  :5المساعدة )حسب المبرىنة  * YXf و ),(تطبيق مستمر  X),(, *Y  فضائين
),(تبولوجيين كيفيين عندئذ : الصورة المباشرة لأي فضاء جزئي ليندلوف من  X  ىو فضاء جزئي ليندلوف في

),( *Y[.9)] 
),(وبما أن  X فضاءLc      )(1 Af   مغمقة فيX وبما أن ,f  مغمق فإن))(( 1 Aff  مغمقة فيY, 
))((    غامر فإن fوبما أن 1 AffA   مغمقة فيY.  بالتالي),( *Y  فضاءLc  الاختياروذلك بعد مراعاة 

 . Aكيفي لـ ال
),(ليكن (:7مبرىنة ) X  فضاءLc  و),( *Y فضاء تبولوجي كيفي وليكن),(),(: * YXf   

k حيث  غامر ومغمق تطبيق ليندلوف ,),( X  فضاءLc:يكون الفضاءعندئذ ),( *Y  فضاءLc   أيضا. 
 البرىان :   

 . Yمغمقة في  Aنريد أن نبرىن أن  Yليندلوف جزئي من Aبفرض 
   )(1   تطبيق ليندلوفf  kبما أن  Af  ليندلوف جزئي فيX . 
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),(وبما أن  X فضاء Lc     )(1 Af   مغمقة فيX  وبما أن ,f  مغمق فإن))(( 1 Aff  مغمقة 
))((غامر فإن   fوبما أن, Yفي  1 AffA    مغمقة فيY.  الكيفي لـ  الاختياربالتالي بعد مراعاةA   نجد أن

),( *Y  فضاءLc . 
ىي فضاء  Lcحيث أصبحت وفقو الصورة العكسية لفضاء  f[ ورد شرط عمى التطبيق  4في المرجع ]  ملاحظة :

Lc  وىو أن يكونf يوضح بأنو ليس من الضرورة أن تكون  مثال تطبيق مستمر ومتباين . وورد في نفس العمل
القضية أن وىنا سنعرض مثال يوضح فقط ,  وذلك وفقا  لتطبيق مستمر Lcىي فضاء  Lcلفضاء العكسية الصورة 

 غير مستمر . ومتباينا   غير محققة أيضا  في حال كان التطبيق
 مثال: 
:),(),)((مجموعة الأعداد الحقيقية ولنأخذ التطبيق المطابق : Rلتكن  RPRRI  
 .Rالتبولوجيا القوية عمى RP)(و  Rىي التبولوجيا الضعيفة عمى حيث 

),(ن وقد برىنا أ Rليس فضاءLc بينما))(,( RPR ىو فضاءLc 

 ملاحظة:
مغاير لما  وفقو  Lcىي فضاء Lcلفضاء  العكسيةحتى تصبح الصورة  fعمى التطبيق  شرطبوضع الآن قوم نس

 .[  4] ورد 
 (:8مبرىنة )

:),(),(بفرض * YXf  k 1و تقابلتطبيق ليندلوف وf  مغمق , حيث),( *Y  فضاءLc 
),(عندئذ: X  فضاءLc . 

 البرىان :
 . Xمغمقة في  Aنريد أن نبرىن أن  Xليندلوف جزئي من Aبفرض 
 . Yليندلوف جزئي في   )(Af  تطبيق ليندلوفf  kبما أن 
),(وبما أن *Y  فضاءLc   )(Af     مغمقة فيY   1وبما أنf مغمق    ))((1 Aff   مغمقة في

X  وبما أن ,f 1))((متباين  فإن AffA    مغمقة فيX   ),( X  فضاءLc. 
 

 الاستنتاجات والتوصيات :
بعض المفاىيم التي تساعدنا في  نا, ثم عرضبعض الخواص التي يتمتع بيا فضاء ليندلوف قمنا في ىذا البحث بإيجاد

 المفاىيم التي قمنا بوضعيا  ومن أىم ىذه.Lcبرىان بعض الخواص التي تتمتع بيا فضاءات 
 .تطبيق  kتطبيق ليندلوف  ىو kتطبيق ليندلوف . ثم إيجاد الشروط اللازمة التي تجعل كل   kالتطبيق 

إيجاد الشروط التي أخيرا  , و  اوفق تطبيق م Lcضاء ىي فLcإيجاد الشروط التي تجعل الصورة المباشرة لفضاء و 
 .بصورة عامة  تينغير محقق تينمع العمم أن القضيLcىي فضاء  Lcتجعل الصورة العكسية لفضاء 
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 نوصي بالآتي:
 الأصغري (.Lc) الفضاء  MLcإيجاد بعض خواص الفضاء  -9
 وفق تطبيق ما . MLcىي فضاء MLcالمباشرة لفضاء  محاولة إيجاد الشروط التي تجعل الصورة -9
 وفق تطبيق ما . MLcىي فضاء MLcوط التي تجعل الصورة العكسية لفضاء محاولة إيجاد الشر  -3
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