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 دراسة قابمية حل المعادلتين الديوفانتيتين
 في آن واحد          و                 

 
 *د. حسن عبدو سنكري

 
 (2019/ 5/  13قُبِل لمنشر في  . 2019/  1/  30تاريخ الإيداع )

 
  ممخّص  

 
قمنا في ىذا البحث بدراسة حل المعادلتين الديوفانتيتين المذكورتين في عنوان البحث معاً في آنٍ واحد في مجموعة 

عدداً أولياً فإن كل من المعادلتين السابقتين قابمة لمحل إذا   ، وتوصمنا إلى أنو عندما يكون  الأعداد الصحيحة 
عدداً فردياً فقد وجدنا الشرط اللازم والكافي لكي تكون أي من   وفقط إذا كانت احداىما قابمة لمحل، وعندما يكون 

المعادلتين السابقتين  المعادلتين السابقتين قابمة لمحل عندما تكون الأخرى قابمة لمحل، ثم بيّنا أن تعيين حل لإحدى
حدى الحالات  يستخدم في إيجاد حل لممعادلة الأخرى. إضافةً إلى ذلك حددنا الشروط اللازمة لقابمية حل معادلة بيل وا 
الخاصة لمعادلة بيل المعممة، وأيضاً وجدنا علاقة بين الحل الأساسي لمعادلة بيل والحل الأساسي لحالة خاصة من 

عدداً   لإضافة إلى إثبات بعض النتائج المتعمقة بمجموعة حمول معادلة بيل عندما يكون معادلة بيل المعممة، با
 فردياً. 

 
 المعادلات الديوفانتية، حمقة الأعداد الجبرية، الكسور المستمرة، معادلة بيل، معادلة بيل المعممة. مفتاحية:الكممات ال
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   ABSTRACT    

 
In this research, we investigate solving both of Diophantine equations in the title of 

research in  . If   is a prime number, then both of Diophantine equations are solvability if 

and only if one of them is solvability, and we find conditions to make one of equations 

solvability if and only if the other is solvability, and use the solution of one to find the 

solution of other. Besides of determine conditions to solvability of the Pell’s equation and 

one case of generalizations Pell’s equation, and we find relation of main solution of Pell’s 

equation and other case of generalization Pell’s equation. Adding of them we prove some 

results about solution of Pell’s equation, where   is an odd number.  

 

 

Keywords: Diophantine equations, Ring of integrals, Continued fractions, Pell’s equation, 

generalizations Pell’s equation.  
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 مقدمة: 
رة وأسئمة مفتوحة، وتعتبر تخمينات ومسائل المعادلات الديوفانتية من إن تاريخ نظرية الأعداد ممئ بتخمينات شيي

ن كثيراً من المعادلات الديوفانتية التربيعية لم تحل لحد الأن،  التخمينات والمسائل الميمة في نظرية الأعداد الحديثة، وا 
 وع.وىناك عديدٌ منيا تم حميا بطرقٍ معقدةٍ تفوق ذوي الاختصاص والميتمين بيذا الموض

عددٌ صحيحٌ موجبٌ من أىم المعادلات الديوفانتية وقد درست ىذه   حيث          تعد معادلة بيل 
( Brounker( وبراونكر )Wiles( وويمس )Eulerالمعادلة في القرن السابع عشر من قبل كل من العمماء اولر )

لقابمية  البرىان الأولليعطي   √مر الممثل لـ وأخرين، وفي القرن الثامن عشر استخدم العالم لاغرانج الكسر المست
درس الباحثان كابلان  [1]، وحديثاً في أواخر القرن الماضي  حل معادلة بيل دوماً في مجموعة الأعداد الصحيحة 

(Kapaln( وويميامس )Williamsقابم )معاً في أن           و          ة حل المعادلتين ي
 واحد. 

 في آن واحد، وعمم           معياراً لقابمية حل المعادلتين  [2] 1002( عام Mollinوضع مولن )
   و          دراسة قابمية حل المعادلتين السابقتين إلى دراسة قابمية حل المعادلتين  [3]عام 

 .          معادلة بيل المععمة  [4]معاً في آن واحد، ودرس عام        
حمولًا صحيحاً لمعادلة بيل ذات [5]  1002( عام Bizim( وبيزيم )Gezer( وجيزر )Tekcanالباحثون تيكان )وجد 

في حل معادلة بيل   √الكسر المستمر الممثل لمعدد  [6] 1022، واستخدم تيكان عام          الشكل 
قابمية حل  [7] 1022عام ( Sihabudin( وسييابودن )Sapar، ودرس الباحثان سابار )        

قابمية  [8] 1022( عام Zhan( وزان )Chen، والباحثان تشين )        و         المعادلتين 
 .         و          حل المعادلتين 

 ة حل المعادلةيقابم [9] 2431( عام Hardy( وىاردي )Williamدرس الباحثان ويميام )
 [10] 1002( عام Marlewski( ومارليسكي )Zarzyckiلباحثان زارزيكي )، وا              

( عام Siar( وسيار )Karaatli( وكاراتمي )Keskin، والباحثون كيسكن )             المعادلة 
 .               قابمية حل المعادلة  [11] 1021

 المعادلات الديوفانتية من الشكل [12] 1021( عام Samiad( وسامياد )Hamdamدرس الباحثان ىامدان )
 1022( عام Raja( ورجا )Kannan( وكانان )Somanath، ووجد الباحثون سومانات )          

الأعداد الأولية  [14] 1023( عام Zamanحمولًا كسريةً لممعادلات الديوفانتية التربيعية، ومثّل الباحث زامان ) [13]
 .  ( معاً بآن واحد في   ( و) وجباً. وفي ىذا البحث سوف ندرس قابمية حل المعادلتين )بصيغ تربيعية معرفة م

 
 أىمية البحث وأىدافو:

، وتكمن أىمية البحث بأنو يحدد الشروط  ( معاً بآن واحد في   ( و) ييدف البحث إلى دراسة قابمية حل المعادلتين )
ن قابمتين لمحل معاً في آن واحد، كما يبين أن تعيين حل لأي من ىاتين اتن المعادلااللازمة والكافية لكي تكون ىات

 المعادلتين يكفي لتعيين حل لممعادلة الأخرى. 
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 طرائق البحث ومواده:
استفدنا في ىذا البحث من نظرية الحقول الجبرية التربيعية والتطابقات التربيعية والكسور المستمرة ومفيوم النظيم 

 غرانج ومن بعض النتائج المتعمقة في دارسة بعض المعادلات الديوفانتية التربيعية. المركزي ومعيار لا
 التعاريف الأساسية:

 نذكر فيما يأتي بعضاً من التعاريف والمبرىنات والأفكار التي اعتمدنا عمييا في ىذا البحث.
     )إذا كان  :[15]( 1تعريف )

     ) موجباً إذا كان ( فإنو يسمى حلاً   ( أو ) حلًا لممعادلة ) (
)    ،

     )   ويسمى حلًا أولياً إذا كان 
) أصغر عددين موجبين         ، ويسمى حلًا أساسياً إذا كان   

 و     يحققان ىذه المعادلة )أي أن 
 
 ليذه المعادلة(.      لكل حل موجب    

 بأنو المجموعة5 ( √)   رف الحقل التربيعي عدداً صحيحاً حراً من التربيع، يع  ليكن  :[16]( 2تعريف )
   (√ )  {   √       }  

  :في ىذا الحقل بأنيا المجموعة   وتعرف حمقة الأعداد الجبرية الصحيحة 

   {

 [√ ]                      

 *
  √ 

 
+             

 

    ، بأنو المقدار  ، ويرمز لو بـ  ، يعرف مرافق     √     ليكن  :[16]( 3تعريف )

 ، بأنو المقدار5     ، ويرمز لو بـ  . ويعرف نظيم  √ 
        (   √ )(   √ )          

 ، عندئذ5ٍ   عنصرين في   √        و  √        ليكن  :[16]( 1تمييدية )
                   . 
  (

  

  
)  

     

     
. 

           . 
  عدداً كسرياً فإن   إذا كان        . 

   والمعادلة  ( √)   نجد من تعريف النظيم أنو يوجد علاقة بين الحقول التربيعية  (:1ملاحظة )

 فإنو يوجد         حلًا لممعادلة       ، وذلك عندما يكون      
( √   )      حيث أن ب       √      بين   ، وبالتالي إذا عرفنا التطبيق   

 بالشكل {                 }و {       [ √]   }المجموعتين 
 (   √ )  حلٌ لممعادلة  √     ، ومنو يمكن القول إن 2-2تقابل   ، فإن       

 حل ليا.      بدلًا من القول إن          
 .        إذا كان    عنصر واحدة في      يسمى العدد  :[16] (4يف )تعر 

          فإن    عنصر واحدة في   √     و           إذا كان  (:2ملاحظة )
     )حيث أن الحمول           نحل المعادلة    وبالتالي لإيجاد عناصر الواحدة في 

ليذه  (
  5قق العلاقةالمعادلة تح
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 √  (    

 √ )
 
  

والذي يسمى أيضاً عنصر الواحدة           حلٌ أساسيٌ لمعادلة بيل   √       حيث 
 .   الأساسي في الحمقة 

  و           إذا كان  (:3ملاحظة )
 

 
 

 

 
*    عنصر الواحدة في   √

  √ 

 
 فإن +

     (
 

 
)
 

  (
 

 
)
 

*    ، أي لإيجاد الواحدات في          وبالتالي  
  √ 

 
نحل  +

 .          المعادلة 
طول دور   حيث             فإن  ( √)   عنصر الواحدة في    إذا كان  :[16] (2تمييدية )

  أو  [ √]    ويكون   √الكسر المستمر البسيط الممثل لـ 
   [√ ] . 

     غير مختزل إذا كانت قواسمو عناصر واحدة، أو يكتب بالشكل      يسمى العدد  :[16] (5) تعريف
 .    أو     فإن      أولي إذا كان      عنصر واحدة، ويسمى العدد   حيث 

 .  عدد أولي في   حيث        أولي إذا كان      يكون العدد  (:4ملاحظة )
وليس واحدة     حيث      ساحة تحميل وحيد إذا كان كل عنصر    تسمى الحمقة  :[16] (6) تعريف

 يكتب كجداء منتو لعناصر غير مختزلة. 
إذا وفقط إذا كانت مجموعة الأعداد الأولية   قابلٌ لمحل في             إن التطابق  :[15] (3تمييدية )
إذا وفقط إذا كانت   قابلًا لمحل في              . ويكون التطابق     ىي من الشكل   التي تقسم 

 .    ىي من الشكل   مجموعة الأعداد الأولية التي تقسم 
       فإنو يوجد         حيث        ساحة تحميل وحيد و   إذا كانت : [16] (4تمييدية )

 .  عناصر واحدة في      حيث      و       و      بحيث 
 ، بالشكل5( √)    ، ويرمز لو بالرمز √يعرف طول دور الكسر المستمر البسيط الممثل لـ  :[17] (7تعريف )

√  [             ]  
)وتدعى بالمقامات     أعداد صحيحة موجبة من أجل كل    ( و √)الجزء الصحيح لـ  ⌈ √⌉   حيث 
 (.  √ة لمكسر المستمر الممثل لمعدد الجزئي

 يمثل عمى شكل كسر مستمر بسيط لانيائي بالشكل5   √فمثلًا العدد 
√   [                            ] 

̅̅         ]   √ويرمز لو إختصاراً بـ  ̅̅ ̅̅ . ويدعى مثل ىذا الكسر بكسر مستمر بسيط لانيائي دوري ودوره [̅
    . 

 بالعلاقة5     من أجل كل   ف المقارب من المرتبة يعر  :[17] (8تعريف )
  

  

 [             ]  

 حيث5 
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   تعرف المقامات التامة بأنيا الأعداد  :[17] (9تعريف )
   √ 

  

        ث حي 
، ومن أجل كل   

 يكون5     
           

       

 
 
 

    
 

 
   

  

 حيث5

   *
   √ 

 
 

+  

 ولدينا5
    

       
        

 
  

  وتسمى القيمة 

 

 .  √بالنظيم المركزي لمكسر المستمر الممثل لـ  

 عدداً زوجياً إذا تحقق أحد الشرطين5  ( √)   يكون : [17] معيار لاغرانج (5تمييدية )
 تكون من أجمو إحدى المعادلتين5       حيث      يوجد تحميل  -1

           
  قابمة لمحل، وفي ىذه الحالة يكون 

 

   . 
 
 تكون من أجمو إحدى المعادلتين5       حيث      يوجد تحميل  -2

           
  حل، وفي ىذه الحالة يكون قابمة لم

 

    . 
 

 النتائج والمناقشة:
نستفيد فيما يمي من النتائج والمبرىنات والأفكار التي ذكرناىا والمتعمقة بالكسور المستمرة وبحقول وحمقات الأعداد 

 5تينالتربيعية وبحمول بعض المعادلات الديوفانتية والتطابقات غير الخطية في دراسة قابمية حل المعادل
                     

 و
               

 .أعداد صحيحة      حيث  معاً في أن واحد
عدداً أولياً، كما سنجد الشرط اللازم والكافي لقابمية   ن لمحل معاً عندما يكون اقابمتإذا سنبين أن ىاتين المعادلتين 

 ومعادلة بيل (  ) تينكذلك سنوجد علاقة بين الحل الأساسي لممعادلحل كل منيما عندما تكون الأخرى قابمة لمحل، 
 .بالإضافة إلى إيجاد بعض النتائج المتعمقة بيما،         
 5 في حالغير قابمة لمحل     نلاحظ أنّ المعادلة 

o  وىذا تناقض.            فإنّ عدداً زوجياً   إذا كان 
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o  وىذا تناقض.            فإنّ          إذا كان 
 المعادلةقابمة لمحل إذا كانت     أن المعادلة و أوليان فيما بينيما،     عدد فردي وأن   لذلك سنفرض أن 

إضافة إلى ذلك قابمة لمحل،                  المعادلة  أو                
. ولنناقش قابمية    ليان فيما بينيما ونسميو مميز المعادلة عددان فرديان أو     حيث          أن سنفرض 

 معاً في أن واحد فيما يأتي. (   ( و) ) حل المعادلتين
 

 عدداً صحيحاً موجباً وفردياً، عندئذ5ٍ   إذا كان  :(1) مبرىنة
عددان     حلًا ليا، فإن       قابمة لمحل وكان           المعادلتين  إحدىإذا كانت  (1

 فرديان.
 .           قابمة لمحل فإن           إذا كانت المعادلة  (2
 .           قابمة لمحل فإن           إذا كانت المعادلة  (3

 5 البرىان
 5، عندئذٍ           المعادلتين لإحدىحلًا       إذا كان  (1

           
 فرديان معاً أو زوجيان معاً. إما     نجد أن  ومنو

 عددان فرديان.     وىذا غير ممكن، وبالتالي     ن فإن يزوجيعددين     إذا كان 
 
  5عندئذٍ           حلٌ لممعادلة       نفرض أن  (2

           
ابق لتطلذلك يكون ا             فرديين، علاوة عمى ذلك يكون عددين     ( يكون 2وحسب )

 .             لمحل وبالتالي حسب )( يكون  قابلاً              
 5عندئذٍ            إذا كان 

                           
 5لدينامن جية ثانية 

                  
  5مما سبق وحسب خواص المتطابقات أنّ نجد 

            
 .           لي وىذا غير ممكن، وبالتا

  5عندئذٍ          حلٌ لممعادلة       نفرض أن  (3
          

 لذلك يكون التطابق            فرديين، علاوة عمى ذلك يكون عددين     ( يكون 2وحسب )
 .             لمحل وبالتالي حسب )( يكون  قابلاً               

 5عندئذٍ            إذا كان 
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 .           وىذا غير ممكن، وبالتالي 
الأخرى  المعادلة قابمة لمحل فإن          عدداً فردياً وكانت إحدى المعادلتين   إذا كان  :(1)نتيجة 

 . (2) ةمبرىن( في ال3( و)1) برىان غير قابمة لمحل. وىذا ينتج مباشرةً من
 عدداً صحيحاً موجباً أولياً فردياً،  ليكن  :(2) مبرىنة

 عندئذ5ٍ          لممعادلة  اً أساسي حلاً         إذا كان  -1
i.  زوجيٌ عددٌ    و فرديٌ عددٌ    فإن            إذا كان . 
ii.  يٌ.فردعددٌ    عددٌ زوجيٌ و   فإن            إذا كان 
 لممعادلة اً أساسي حلاً           فإن           لممعادلة  اً أساسي حلاً       ن إذا كا -2
          . 

 5 البرىان
   لدينا -1

     
عددٌ فرديٌ،    عدداً زوجياً فإن    ، عندئذٍ إذا كان           و    

 5وبالتالي
    

     
                  

 .(i) يبرىنعددٌ زوجيٌ، وىذا    و عددٌ فرديٌ    إذاً  .وىذا غير ممكن
   لدينا

     
كل من  ، وبالتاليزوجيٌ عددٌ    عدداً فردياً فإن    ، عندئذٍ إذا كان           و    

    زوجيين، والعددين      و     العددين 

 
    و  

 
  أوليين فيما بينيما، وذلك لأنو إذا كان  

    

 
 

  و
    

 
 .    وبالتالي     و      فإن  

 نجد مما سبق أن5ّ 

(
    

 
) (

    

 
)   (

  

 
)
 

  
 5بحيث يكون      ومنو يوجد 

        

 
    

    

 
     

 أو 

        

 
    

    

 
     

 حلًا لممعادلة      وبالتالي يكون          ( أن 2من العلاقة ) نتجي
 .      الحل الأساسي ليذه المعادلة و        وىذا غير ممكن لأن ،         
قابمة لمحل، وىذا غير           وىذا يعني أن المعادلة           ( أن 1ينتج من العلاقة )

    لا يمكن أن يكون عدداً فردياً، إذاً    . مما سبق نجد أن           ممكن لأنيا غير قابمة لمحل عندما 
 . (iiعددٌ فرديٌ، وىذا يبرىن )   و عددٌ زوجيٌ 

  5عندئذٍ           لممعادلة  اً أساسي حلاً   √     نفرض أن  -2
  

 
 

      

 
   √   [√ ] 
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 لأن5ّ         لممعادلة  موجبٌ  حلٌ 

 (
  

 
)  (

      

 
)

 

       

 
              

 
       

 
         

 
 

     

 
    

  كذلك يكون أيضاً 

 
لممعادلة  اً أساسي لاً ح [ √]   √       ليذه المعادلة، لأنو إذا كان  اً أساسي حلاً  
  5بحيث أن   موجبٌ  صحيحٌ  يوجد عددٌ بأنو ، فنجد مما سبق         

    

 
     

  فإن     إذا كان 

 
  وبالتالي يكون    

 
  .        اً لممعادلة يأساس حلاً  

 .فرديٌ  عددٌ   أو  زوجيٌ  عددٌ   فإننا نميز حالتين إما     إذا كان 

  ( يكون  )عندئذٍ حسب      عدداً زوجياً أي أن   إذا كان  

 
)ومنو      

 

  
)
 

  . 
 من جية ثانية يكون 

  
 جد عنصر واحدة في ىذه الحمقة، لذلك يو    لأن  [ √]  

 بحيث       

  
  5ومنو  √    

  (
 

  
)
 

 (   √ )
 
           √   

 5وبالتالي
            √     

  5ومنو

{
                   

                                 
 

 .    أو     إذا وفقط إذا       ( نجد أن 4من )
   ( يكون 3ب )فإنو حس    إذا كان  -

 

 
 .    وىذا يناقض  

 .   وىذا يناقض      ( يكون 3فإنو حسب )    إذا كان  -

  ( يكون  عندئذٍ حسب )       عدداً فردياً أي أن   إذا كان  

 
)ومنو        

 

  
)
 

    
  5وبالتالي

(   √ )
 
  (     √ ) 

          √   (     √ ) 
 5أنّ أي 

{
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 5عددين موجبين. بالإضافة إلى ذلك    وبالتالي      موجبة فإن د اعدأ      بما أن 
 (

 

  
)   (   √ ) 

 
    

(    )
            

  

  
         

  ومنو           لممعادلة  موجبٌ  حلٌ        أنّ مما سبق نجد 
 

 وبالتالي    
 وىذا تناقض.      

  و    ، لذلك    نستنتج من الحالتين السابقتين أنو لا يمكن أن يكون 
  

 
  . أي أن 

 
أساسي  لح 

  5وبالتالي         لممعادلة 
   

 
 

      

 
   √  

      √  
       

 
   √         √   

  5حلًا أساسياً لممعادلة          وبالتالي يكون                   أي أن 
          

(  )تكون المعادلة  عدداً أولياً عندئذٍ          عددين فرديين أوليين فيما بينيما و     إذا كان  :(3)مبرىنة 
 قابمة لمحل.  (  ) قابمة لمحل إذا وفقط إذا كانت المعادلة

 البرىان: 
( 1) المبرىنةومنو حسب  ،          فإن          قابمة لمحل، بما أن (  )نفرض أن المعادلة 

فرديٌ، ومنو نجد  عددٌ    زوجيٌ و عددٌ    فإن          لممعادلة  اً أساسي حلاً         نجد أنو إذا كان 
 5أن

                
  

 أوليان فيما بينيما، لذلك يكون لدينا إحدى الحالتين5 يانفرد عددان       و       أن و 

{
        

           
 

 أو 

{
           

         

( فإن 2) مبرىنةقابمة لمحل ومنو حسب ال         و          وبالتالي تكون إحدى المعادلتين 
 قابمة لمحل.           غير قابمة لمحل والمعادلة          المعادلة 
  5عندئذٍ           حلًا لممعادلة       5 نفرض أن العكس

             
 . [  √] عنصراً في الحمقة   √    و    √     وكل من العددين 

  الآتي5 بالشكل [  √] في الحمقة   لنكتب 
  (   √  )(   √  )  
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 لأن5ّ  [  √] أولياً في الحمقة  عدداً    √     عندئذٍ يكون 
       ̅  (   √  )(   √  )     

 5بالشكل الآتي [  √] في الحمقة (   كذلك نكتب المعادلة )
    (  √  )(  √  )  (   √  )(   √  )   

 و   (  √   )لأن  (  √  )(  √  )   √   نجد مما سبق أن 
  [  √] عددٌ أوليٌ في الحمقة    √   وبما أن  .(  √  )(  √  )   

 .   √     √   أو    √     √   فإن 
 ومنو نجد أن كل من العددين    √     √   فإن    √     √   إذا كان 

   √  

   √  
  √  و  

   √  
 وىما عددان أوليان فيما بينيما لكون [  √] عنصراً في الحمقة  

  5( نجد أن   أوليين فيما بينيما، علاوة من ) (  √  )و (  √  ) 

(
  √  

   √  
)(

  √  

   √  
)      

     ومنو يوجد 
 بحيث أن5ّ    

  √  

   √  
  (    

 √  )
 
  

 5وبالتالي
  √    [    

             
       

             
  √  ]  

     أنو يوجد بمعاملات من مطابقة النجد 
  5بحيث يكون   

   
             

      
     )إذاً 

 وبالتالي فإنيا قابمة لمحل. (  )حلٌ لممعادلة  (
 ومنو نجد أن كل من العددين    √     √   فإن    √     √   إذا كان 

  √  

   √  
  √  و  

   √  
 ( )وبنفس المناقشة السابقة نجد أن المعادلة ، [  √] عنصراً في الحمقة  

 قابمة لمحل. 
 

من  اً حر  اً صحيح اً عدد         عددين صحيحين فرديين أوليين فيما بينيما، و    إذا كان  :(4)مبرىنة 
 قابمة لمحل ىو أن يكون(   ( قابمة لمحل، عندئذٍ الشرط اللازم والكافي لكي تكون المعادلة ) التربيع، والمعادلة )

   

 

 . [ √] عنصر الواحدة الأساسي في الحمقة    حيث         و   
 المبرىنة( عندئذٍ حسب   لممعادلة ) أساسيٌ  حلٌ   √     ( قابمة لمحل وأن   نفرض أن المعادلة ) البرىان:

  ( يكون 1)

 
  .         لممعادلة اً أساسي حلاً   √        

   إذاً 
  

 
  5لأنّ         وبالتالي  
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 و    حسب معيار لاغرانج )بوضع و ن، يفردي    ( يكون 2) المبرىنةحسب  ومنو
  ( نجد أن    

 

   . 

  من أجل  مبرىنة لاغرانج، وبالتالي حسب زوجيٌ  عددٌ   عندئذٍ               نفرض أن  العكس:
 

 
 

 5نجد أنّ 

  

 
  

 
    

 
  

 
     

 

   

 

     

  إذاً 

 
  

   

 
  
( فإن المعادلة 2) المبرىنة، ولكن حسب          حل لإحدى المعادلتين   √

 الي المعادلة وبالت           غير قابمة لمحل لأن          
 قابمة لمحل.           

 
 صحيحٌ  عددٌ          عددين صحيحين فرديين أوليين فيما بينيما بحيث أنّ     إذا كان  :(5)مبرىنة 
 ( قابمة ( فإن المعادلة )  لممعادلة ) حلاً       ( قابمة لمحل، عندئذٍ إذا كان   من التربيع وأن المعادلة ) حرٌ  موجبٌ 

  5إذا وفقط إذا كان  لمحل في 

   √   ,
   (  √    )

   (  √    )
 أو  

     )( قابمة لمحل وأن نفرض أولًا أن المعادلة ) البرىان:
  5ليا، عندئذٍ  حلٌ  (

   
                  

(  √     )     √     كما يكون 
 
 5، بالإضافة إلى أنّ [  √]  

    (   √  )(     √  )
  

 (   √  )(  
     

       √  ) 
     

             
       

             
  √     

     بحيث أن  {  }  ليكن 
             

       ولنضع      
             

   
 5فنجد مما سبق أن

  √       
 5أخذ نظيم الطرفين أنّ وينتج من 

      (  
    

 
 )

 
  

    لنضع 
     

 5وبالتالي   √        ( و   لممعادلة ) حلاً       فنجد مما سبق أن   
   (  √    )       (   √   (    

 √  )
 
) 

      √      (   √   (     √  )
 
)   

    )   √   )   لنبرىن أن 
 √  )

 
)    . 
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    وبالتالي    √     |    √   | حيث  [  √]     ليكن 
 √            

     ومنو 
  5وبالتالي          √ 

   ( (   √  )
 
   (   √  )       

 )         
  (     

      
 √       

 )        
      

 (   √  )                   
 5بالتاليو    √       ، وكذلك لدينا             تالي وبال    ومنو نجد أن 

      (     √  )     
 5وبالتالي                أوليان فيما بينيما نجد أن     بما أن 

   (   √   (    
 √  )

 
)    

 . (    √  )      √   ومنو 
 نفرض أن  العكس:

 

   √   ,
   (  √    )

   (  √    )
 أو  

 .  √     √   و أ   √     √   (، عندئذٍ   حل لممعادلة )      وأن 
  5وبالتالي   √     √   فإن    √     √   إذا كان 

  
  √  

   √  
   

  √  

   √  
 

  5، بالإضافة إلى[  √] عنصران أوليان فيما بينيما في الحمقة 

(
  √  

   √  
)(

  √  

   √  
)      

  5يكونومنو 
  √  

   √  
  (    

 √  )
 
   {  }     

    
 
   

  5وبالتالي 
 

   √    (   √  )(     √  )
  

  (   √  )(  
     

       √  ) 
      

            
       

             
  √     

     )أنو يوجد    √بمطابقة معاملات  نجد
)   5بحيث أن    

   
             

      
 ( قابمة لمحل.  وىذا يعني أن المعادلة )

  5يكون المقداران وبالتالي   √     √   فإن    √     √   إذا كان 
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  √  

   √  
   

  √  

   √  
 

 ( قابمة لمحل. ، وبنفس المناقشة السابقة نجد أن المعادلة )[  √] ن فيما بينيما في الحمقة ين أولييعنصر 
 

من  اً حر  اً صحيح اً عدد         عددين صحيحين فرديين أوليين فيما بينيما، و    إذا كان  :(2)نتيجة 
 5 الآتي (2)التربيع، عندئذٍ نستنتج من إثبات المبرىنة 

     )إذا كان  (1
  5( حيث  لممعادلة ) حلٌ        ( فإن لممعادلة ) حلاً  (

        
            

    
    

     
   

    ( حيث   ) لممعادلة حلاً       ( قابمة لمحل وكان  إذا كانت المعادلة ) (2
     

     )فإن   
) 

 (. يكون حلًا لممعادلة )
 

، كما    يكون         من أجل  عندئذٍ                  لتكن المعادلة  :(1)مثال 
     )نجد أن 

)       يكون  (1)وبالتالي حسب النتيجة               لممعادلة  حلٌ        
  5حيث           لممعادلة حلاً 

        
            

       
    

     
     

 .          حلًا لممعادلة              إذاً 
 

      نجد أن        عندئذٍ من أجل                  لتكن المعادلة  :(2)مثال 
 5عندئذٍ ،           لممعادلة  حلٌ              و أوليٌ  عددٌ 

          
     

  
 ( يكون1سب النتيجة )قابمة لمحل وح                ( تكون المعادلة 3وبالتالي حسب المبرىنة )

(     
)         

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

( تفيد في دراسة مسألتي تمثيل الأعداد الصحيحة بصيغ تربيعية   ( و) إن دراسة قابمية حل المعادلتين الديوفانتيتين )
 ومسألة القيمة الأصغرية، بالإضافة إلى أنيا تفيد في دراسة حالات أخرى من المعادلات الديوفانتية. 
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