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 ممخّص  

 
. تعتمد ةالتكامميالتفاضمية فولتيرا معادلات بعض ل ةالتقريبي ولتقنية عددية تكرارية لإيجاد الحم العملفي ىذا  نقدم

 ط تجميع. اأربع نق واستخدام السابعةشرائحية من الدرجة  بدوال يذه المعادلاتل ولتقريب الحمالتقنية المقترحة عمى 
عندما تم تطبيقيا لحل نموذج اختبار من ىذه التقنية المقترحة أن حيد و وو تبين الدراسة أن الحل الشرائحي موجود 

)(بخطأ مقتطع  السابعةمتقاربة من الرتبة مستقرة و المعادلات كانت  7hO . 
إلى أن الطريقة  اتمقارنالنتائج وال حيث تشيرمختمفة، المسائل ال بعضحل بالمقترحة  ودقة التقنيةتم اختبار فعالية 

 تستطيع تقديم حل شرائحي يتطابق إلى حد كبير مع الحل الدقيق.
 

 . الخطأ المقتطع، التقارب ،نقاط تجميع ،شرائحية دوالالتكاممية ، فولتيرا  التفاضمية معادلات ، : الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    
  

 

In this article, an iterative numerical technique is suggested for finding the approximate 

solutions of some Volterra integro-differential equations (VIDEs). Basic idea of proposed 

method depends on approximating the unknown solution by spline function of degree 

seventh and using four collocation points.  

The study shows that the spline solutions of VIDEs are existent and unique, also applied 

method to test problem is stable and convergent, the convergence rate is seventh with a 

truncation error )( 7hO . 

Numerical results are given to illustrate the accuracy and efficiency of the method. 

Comparisons of the results explain the high accuracy of the proposed spline solution. 

 
 

Key Words: Volterra Integral differential Equations, Spline functions, Collocation Points, 

Truncation Error,  Convergence. 
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 : مـــقدمـــة
 الظواىر العمماء بدراسة كبير وبدأ بشكل وتطورت التداخلات فيما بينيا المختمفة نتيجة العموم تعقدت عندما       
 التفاضمية التكاممية بمختمف أنوعيا كان لممعادلات ىندسية الخ، بيولوجيو أو سواء كانت فيزيائية، كيميائيو، الطبيعية

يجاد الظواىر ىذه تفسير في بارزاً  دوراً   عددية. أو تحميميو سواء كانت المختمفة ليا الحمول وا 
ولممعادلات التفاضمية التكاممية تطبيقات عممية عديدة نذكر منيا عمى سبيل المثال )ديناميكا السكان، انتشار الأوبئة، 

الانتشار العامة، نظرية معالجة الإشارة والشبكات العصبية، ىبوب الريح في الصحراء، عمم  انتقال الحرارة، عمميات
  الكيرباء الساكنة والحركية، الميكانيك الحيوي، ىندسة الإلكترون، الاقتصاد، الطب الخ(.

 من كثيراً  أن نجد وليذا" فيو بارزاً  دوراً  ىذه المعادلات وتمعب إلا المختمفة العموم من عمم يوجد إنو لا " القول يمكن    
 لإيجاد حمول تقريبية لمثل ىذه المسائل.  مختمفة طرائق عددية استنباط استطاعوا الباحثين

، ولكنة وعندما كان يدرس التأثيرات الوراثية لنموذج 4881دراسة المعادلات التكاممية عام  Volterraبدأ فولتيرا     
اك إلى ظيور معاممي التكامل والتفاضل معاً في معادلة واحدة وكانت معادلتو نمو السكان أدى البحث في مقالتو آنذ

 تفاضمية تكاممية.
 نذكر منيا:التفاضمية التكاممية  فولتيراحمول معادلات  لممعالجةلإيجاد طرائق عددية  [1-7]قُدِمتْ عدة دراسات 

التكاممية الخطية وغير  التفاضمية فولتيرامعادلات لحل سمسمة قوى  منشورطريقة  [2] 2009عام  Gachpazanقدم 
 الخطية مع شروط ابتدائية.

 التفاضميةفولتيرا مع طريقة الفروق المنتيية  لحل معادلات قارن طريقة اضطراب اليوموتوبي و  [3] 2010عام   Raftariقدم 
وقاعدة شبة  سيمبسونالخطية من المرتبة الأولى مع شروط ابتدائية، تعتمد الفروق المنتيية عمى قاعدة  التكاممية

 المنحرف .
 فريدىولمتكعيبية لإيجاد الحل العددي لمعادلات  يةطريقة تقريب شرائح [4] 2013عام  Ogunlaran & Okeاستخدم 

 التفاضمية التكاممية الخطية من المرتبة الأولى مع شروط ابتدائية.
التكامل  وتقريب B-Splines طريقة تجميع شرائحية تعتمد عمى [5] 2014ام عEbrahimia & Rashidinia قدم 

 ابتدائية.التكاممية مع شروط  التفاضمية فريدىولمو  فولتيراباستخدام صيغ نيوتن كونس طبقت الطريقة لحل معادلات 
طريقة عددية لحل معادلات فولتيرا الخطية أعادت الطريقة  [6]في   2017  عام Alvandi & Paripour قدم

حداً منو فأنتجت حلًا تقريبياً، حيث تم اختبارىا بحل بعض   nصياغة النواة باستبداليا بسمسمة منشور تايمور باقتطاع 
 النماذج من المرتبتين الأولى والثالثة لمنوع الثاني.

طريقة عددية تستخدم سمسمة قوى كقاعدة لمتقريب بكثيرة حدود  [7]في 2017   عام Agbolade &  Anakeقدم 
لوباتو ونقاط معيارية أيضاً وتم تطبيقيا لحل  -تشيبتشيف–واعتمدوا في طريقتيم عمى اختيار نقاط تجميع غاوص

 معادلات فولتيرا الخطية من المرتبة الأولى.
 .الخطيةالقيم الحدية في المعادلات التفاضمية  ئق شرائحية مجمعة لحل مسائلار طا[19,16]في S.Mahmoudقدم 

 :من الشكلفولتيرا من النوع الثاني  ةمعادلل العدديةول حماللإيجاد تكرارية ذات صياغة عددية  ةتقني ا العملنقدم في ىذ 
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bxa  حيث   ،bta  ،],[ baCf  دالة معمومة ،  ثابت لو دلالات فيزيائية، الدالة),( yxK 
مجموع من الحدود كإذا أمكن التعبير عنيا ، قابمة لمفصل اةالنو تكون ىذه و , معمومة وتسمى نواة المعادلة التكاممية

الشكل  من المنتيية 



m

i

ii tbxatxK
1

],[و  مرة أو غير مستمرة.توقد تكون مس ),()()( baCy  دالة مجيولة

 .عدديةبطريقة تعيينيا تقريبياً طمب تي
 

 :وأىدافو أىمية البحث

في معظم الأحيان  أمر معقدالتفاضمية التكاممية بالطرائق التقميدية  إن إيجاد الحمول التحميمية لممعادلات         
. ليذا يمجأ الباحثون إلى تطوير طرائق وتقنيات عددية باستمرار لحل مثل ىذه الحديثةالعممية التطبيقات  في خاصةو 

المسائل باستخدام الحاسوب، ويمكن القول إنو لولا الحواسيب لبقت الكثير من المسائل دون حل. وفي حالات كثيرة نجد 
الاستقرار والفشل في التقارب ليذا  أنو حتى الطرائق العددية تتسم بالكثير من المزايا السمبية مثل انخفاض الدقة وضعف

 .ةتقاربمو  ةستقر م لتقديم حمولتقنية عددية لإيجاد نيدف 
 

 طرائق البحث ومواده:
طرائق البحث عمى بعض المفاىيم والمبرىنات الأساسية في نظرية التقريب مثل فضاء التقريبات بكثيرات  تعتمد      

متنوعة في تم الاطلاع عمى طرائق عددية كذلك الجبر الخطي، و المبرىنات في الأساسيات و بعض حدود بالإضافة إلى 
تجنب العيوب و المزايا الايجابية ذلك بغية الاستفادة من و لحل المسألة المطروحة التي تتطرق عممية المراجع بعض ال

برمجياً النتائج وتنفيذ ل المسألة لح شرائحيةحدود  بكثيراتالتقريبات  فضاء اختيارالسمبية، وليذا تم المزايا و الثغرات و 
 .Mathematicaبمغة البرمجة 

 
 : النتائج والمناقشة

 :لحل المسألة رائحيةشتجميع تقنية صياغة 
 بالشكل:إعادة كتابتيا  ( قابمة لمفصل يمكن1أن نواة المسـألة) افتراضوب
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الى الشكل الاتي :    (2) تؤول منظومة المعادلات     
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حيث:  
1 1 0
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      حسب قاعدةLeibnitz .للاشتقاق 

RRbafiوبفرض أن   2],[: (i=1,2 )ممساء كفاية وتحقق شرط ليبتشيز  الآتي: دوال 
1 1 2 2 1 2 1 2

2

1 1 2 2

| ( , , ) ( , , ) | (| | | |)
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RRbabaKوكذلك بفرض أن النواة    ممساء كفاية ومقيدة وتحقق شرط ليبتشيز  :   :],[],[
1 2 3 1 2
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i)حيث   1,2,3),Li. ثوابت لبيتشيز  

bxxxa :تجزئة منتظمةأخذ ن   n  ],[لممجال  10... ba حيث ،hiaxi  ،
ni ,...,1,0،  وnabh /)(  طول الخطوة. 
I],,[1,0,,-1في كل مجال جزئي  الشرائحيةتقنية التستخدم  

1
nkxx

kkk



نعرفيم نقاط تجميع أربع ، 

 :الآتيك
4,...,1 jh,zxx jk

jzk
                                              (4) 

 :تحدد بالشكلوسطاء تجميع أربع  معيرتبطون 
   10

4321
 zzzz                                                   (4') 

في كل مجال جزئي عرفنو 
k
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 :ةالآتيالحدودية  نحصل عمى  xبالنسبة لـ ( 5) اشتقاق العلاقةبو 
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  :معادلاتال منظومةنحصل عمى  ( 3) المسألة إلى (4)نقاط التجميع مع   (5)-(6)الشرائح تطبيق ب      
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 ( الشكل:7تأخذ المنظومة ) (4)نقاط التجميع ومشتقاتيا مع  ('8)-(8) ةالشرائحي اتوباستخدام التقريب
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  بصيغة المصفوفات نحصل عمى الصيغة التكرارية: (9)نعيد كتابة المنظومة 

kkk FSRCA ,2,22,22     ,  k=0,1,…,n-1                                     (10) 
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 ىي مصفوفة صفرية مربعة من الدرجة الرابعة. Oو 

kCقابمة لمحل دائما ويمكن تعيين المجاىيل   (10)إن منظومة المعادلات بشكل تكراري والحصول عمى الحل  2,
غير شاذة، فيي مرتبطة في المنظومة المذكورة  2Aالعددي في كل خطوة عمى كامل مجال الحل لأن المصفوفة 

 حيث نجد: 1Aبالمصفوفة النظامية 
0)().()( 112  ADetADetADet 
 لأن

Det(A1)= 
 (     )(     )(     )(     )(     )(     )(      )

 

        
   

 Error Estimation for Spline Technique  الشرائحية: لمتقنيةالخطأ  قديرت

إذا كان  p( من الرتبة Consistent: نقول عن طريقة إنيا متناسقة )[20]( 1)تعريف
)(||||||||

0

p

k hOmaxT
nk




  حيث ،k  ىو خطأ الاقتطاع الموضعي لمطريقة عندkx. 

),()(],[بفرض أن           8 baCxyxu   وأن (3)ىو حل وحيد لممنظومة)(),( 21 xSxS  ىو الحل
)(. وبفرض أن االتقريبي الشرائحي لـي kT   حيث 8ىو شعاع من البعد ،k  يرمز لمخطأ المتقطع الموضعي
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hzxxنقاط التجميع مع  (8),('8) ةالشرائحي ات. نطبق التقريبkxعند  (10)لمنظومةالناتج عن ا jk
jzk , 

(j=1(1)5):نحصل عمى صيغة الخطأ المقتطع الموضعي ، 

kkk CA  ,2 ,                                            (11) 

حيث
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A  

kCوبحساب متجية المجاىيل   ( ينتج لدينا:10) المنظومةمن  2,

 kkk FASRAC ,2

1

2,22

1

2,2

                                     (12) 
 ، نحصل عمى:(11)( في العلاقة 12نعوض العلاقة )

kkkk FASRAA   )( ,2

1

2,22

1

2                                    (13) 
),()(وباستخدام منشور تايمور لمدوال  xyxu   حولkx  وبإعطاء وسطاء التجميع القيم (13)والتعويض في ،

في المجال الجزئي  الموضعي الخطأمتجو  ينتج لدينا z1=7/10 ،, z2=8/10 z3=9/10 المعيارية
k

I : 
̅   

 * 
         ( )(  )

             
  

     ( )(  )

           
  

        ( )(  )

              
  

   ( )(  )

         
  

               
         ( )(  )

             
  
      ( )(  )

           
  
         ( )(  )

              
  
    ( )(  )

         
+  

 وعميو فإن الخطأ الموضعي محدود من الأعمى بالمقدار:

)(
0008640000000

|||})(xu||,)(xyMax{|1414189
 |||| 88k

(8)

k

(8)

hOhk                         (14) 
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 المقترحة رتبة الثامنة لمطريقة الشرائحيةميكون من ال k( أن الخطأ الموضعي عند الخطوة 14نلاحظ من العلاقة )
||||)()(بالعلاقة يعطى خطوة  nالخطأ الشامل من أجل فبالتالي و  78 hOhnOT  حيث ،n=(b-a)/h. 

)(: بما أن الخطأ المقتطع لمتقنية الشرائحية محدد بدالة من الشكل 4نتيجة 7hO  عندئذ فيي متناسقة من المرتبة
 السابعة.

 Stability of spline method :استقرار الطريقة الشريحية 

   :[1] العددي لاستقرار
عن تقنية عددية إنيا مستقرة إذا كان تأثير كل خطوة مثبتة لخطأ التدوير يكون محدودة بشكل مستقل عن عدد  يقال  

)(يوجد  0نقاط التجزئة المستخدمة. بمعنى أدق من أجل أي عدد    بحيث أنو إذا كان
)(

00
 yy  عند نقطة البدءx0  فإن الفرق بين أي حمين عددين مختمفينkk yy   يحقق:kxعند  ,

 kk yy 
00من أجل أي  hh  حيث ،

00
, yy .حلان ابتدائيان مختمفان قميلًا 

hzxxمع نقاط التجميع  (8),('8)التقريبات  إن استخدام jk
jzk , (j=1(1)5) التكرارية المنظومةيعطينا: 

kkk CASRS ,2,21,2                                           (15) 
kCSحيث  k  بالشكل: Rتعطى  و( 11)المنظومة مصفوفة ىي  A(، و10المنظومة )لمتجيتان في ىما ا 2,,2,
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hhh
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R  

kC متجيةالتعويض وب  التكرارية:المنظومة (، ينتج لدينا 15في المنظومة ) ( 12العلاقة )ب طاه المع 2,
1-,…0,1,=,)( ,2

1

22

1

2 ,21,2 nkFASRAARS kkk
 

1,2فإذا أخذنا الآن،  
ˆ

kS :تقريب شرائحي آخر بشروط بدء مختمفة قميلًا، عندئذ نستطيع أن نكتب 
1

2 2 0 01 2, 1 2, 1
ˆ ˆ( ) .( )k

k k kE S S R AA R S S

                     (16) 
00حيث 

ˆ, SS .شرطان ابتدائيان 
cDrمن أجمة يتحقق   rوجد عدد ثابت إنيا مستقرة إذا عن طريقة عددية  يقال: [1]( 2تعريف) ||||  ميما

)(، حيث إن 1rتكن  2

1

2 RAARD   ونظيم المصفوفة معرف بالشكل  ،(16مصفوفة المنظومة )ىي
||||||||

1||||
XDMaxD

X 
. 

 واستخدام القيم المعيارية لوسطاء التجميع: h=0.9أنو من أجل الخطوة  Mathematicaنجد باستخدام برمجة 
1,9.0,8.0,7.0 4321  zzzz 

 القيم المميزة: Dتأخذ المصفوفة 
*                                        + 
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 تقع جمعيا داخل قرص الواحدة وجذر بسيط يقع عمى محيطو.مضاعفة مرتين و 
( يكفي إثبات أن تكون 2التعريف)ولإثبات الاستقرار بحسب 


|||| rD  1محدودة من الأعمى ميما تكنr  . 

نحسب بعض القيم لـ 


|||| rD  من أجلr=1,5,10,20,40,80  (1و ندرجيا في الجدول.) 
: بعض القيم لـ(1)الجدول


|||| rD . 

r=1 r=5 r=10 r=20 r=40 r=80 
                                   1 1 

lim||||1حيث يتضح أن  


rD
r

||||4.1وىذا يعني أن   

rD  1ميما تكنr ( 2)التعريف، نستنتج بحسب
 : [14] الآتي الاقتضاءفيو  فيصحأن الطريقة المقترحة مستقرة. أما التقارب لطريقة عددية 

 .التقارب  الاستقرار + التناسق
 :(2)ةنتيج

فيي  (1)ة بحسب النتيج ومنو  من المرتبة السابعة متناسقةضافة إلى كونيا بالاو  الطريقة الشرائحية مستقرة بما أن
  من المرتبة السابعة. متقاربة

ينتج لدينا  بأخذ النياية ( و 14حيث نجد بحسب العلاقة )
 0)(|||| 7

00



hOLimLim

h
l

h
. 

 Numerical Tests اختبارات عددية :

تمت ، حيث المقارنة معياو  مختمفةة في مراجع لحمو الممتنوعة المثمة الأ بعضفعالية الطريقة المقترحة بحل  نختبر     
 .لمحصول عمى النتائج العددية والرسوم البيانية Mathematicaاستخدام برنامج ب برمجة الطريقة

: [13] من النوع الثاني التكاممية التفاضمية فولتيرامعادلة  :((1ثالالم

21
2

0

( ) 1 ( ) , 0 1

(0) 0

x

xy x xe x t y t dt x

y

       



 

)  . مع الحل الدقيق ) 1 xy x e . 
 ومقارنة النتائج، الخطأ المطمقوحساب باستخدام الطريقة الشريحية  (1)حل المثالتم  

الحل الشرائحي مع الحل الدقيق  (1)ونرسم الشكل  (2)التتائج في الجدول ونضع  [13]يفغاليركين تشيبتمع طريقة 
 الخطاء لمحل الشرائحي . (1)وفي الشكل 

 تشيبتشيف مقارنة الطريقة المقترحة مع طريقة غاليركين: (2) لالجدو
 المطمق لمطريقة الشرائحية الخطأ

N=4 
 [13] المطمق لطريقة غاليركين تشيبتشيف الخطأ

N=4 
 x الخطأ المطمق المطمق لخطأ

2.220446049250313 E-16 1.7.8696 E-6 0.1 
1.110223024625156 E−15 1.1.3565 E-4 0.2 
1.77635683940025 E−15 1.9086 E-4 0.3 
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2.442490654175344 E−15 1.4192 E -4 0.4 
2.664535259100375 E−15 3.6209 E-5 0.5 
2.442490654175344 E−15 5.5319 E -5 0.6 
4.440892098500626 E−16 7.6735 E -5 0.7 
2.220446049250313 E-15 1.4665 E -5 0.8 
7.10542735760'1002 E−15 8.1616 E -5 0.9 
1.376676550535194  E−14 8.5267 E-5 1.0 

 
 . h=0.1( بخطوة 1لممثال )والحل الدقيق ــــــــــــ   الشرائحية طريقة الب(: الحل (1الشكل

 
 .h=0.1 ( بخطوة1لممثال ) الشرائحية في طريقة (: الخطأ المطمق (2الشكل
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 :[12] التكاممية من النوع الثاني فولتيرامعادلة  :(2)المثال

0

( ) 2 ( ) 5 ( ) 1 , (0) 0

x

y x y x y t dt y     

 :الحل الدقيق

)2(
2

1
)( xSinexy x. 

حدوديات شرائحية قياسية  مقارنة النتائج مع طريقة تجميعو  ائحية المقترحةالشر طريقة الباستخدام  (2تم حل المثال )    
 القوى ومتسمسلات القوى: وطريقة تجميع

 
 . h=1/10( بخطوة 2لممثال )والحل الدقيق ــــــــــــ  التقريبيالشرائحي  (3):الشكل 

 
 h=1/10 ( بخطوة2(: الخطأ المطمق في الحل الشرائحي لممثال )(4الشكل
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 مقارنة الطريقة المقترحة مع طريقة التجميع وحساب اكبر الاخطاء: 3))الجدول

طريقة تجميع كثيرات  الطريقة الطريقة الشريحية
 [13]الحدود القياسية 

طريقة تجميع سمسة القوى 
 [13]القياسية

N 

1.0501493008518992 E-9 8.01922E−2 3.30842 E−3 4 
8.850561949991231 E-11 3.48756E−4 1.77942E−3 6 
1.5800444286284687 E-11 5.78564E−6 7.34987E−3 8 

 : [14]التكاممية من النوع الثاني  معادلة فولتيرا التفاضمية  (:(3المثال

0

( ) ( ) 1, (0) 0

x

y x y t dt y       
) الحل الدقيق:  ) Cos( )y x x.  

 :طريقة تقريبات باديومقارنة النتائج مع ائحية المقترحة باستخدام الطريقة الشر  (3)تم حل المثال      

 
 . h=1/10( بخطوة 2والحل الدقيق ــــــــــــ لممثال ) التقريبي (: الحل الشرائحي(5لالشك
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 .h=1/10 ( بخطوة2الخطأ المطمق في الحل الشرائحي لممثال ) (6):الشكل

 
 :وحساب اكبر الاخطاءتقريبات بادي مقارنة الطريقة المقترحة مع طريقة : (4)لالجدو

 N [14]طريقة تقريبات بادي ائحيةالطريقة الشر 
7.001510482496087E-12 1.99E−2 4 
5.853095785823825E-13 2.47E-4 6 
1.0369483049998962E-13 2.47E-5 8 
2.7533531010703882E-14 4.64E-7 10 
9.547918011776346E-15 6.32E-9 12 
3.774758283725532E-15 6.51E-11 14 
1.4432899320127035E-15 5.24E-13 16 
7.771561172376096E-16 4.33E-15 18 

 الخاتمة 
تم تطوير تقنية شرائحية باربع نقاط تجميع تعتمد عمى التقريب بكثيرات حدود شرائحية من الدرجة السابعة . تم      

 .إثبات أن الطريقة مستقرة ومتقاربة
 كما تم تعيين الحد الأعمى لمخطأ و تحديد التقارب بالرتبة السابعة .  
النتائج اختبار محمولة في مراجع مختمفة، أشارت المقارنات و   ثلاث مسائلتم جراء اختبارات عددية لمطريقة بحل  

طريقة طريقة  [13] في  غالركين تشيبتشيفإلى أن طريقتنا تفوقت عمى: طريقة  (4)و (3) و (2)المدرجة في الجداول
 .[14] تقريبات باديطريقة و ، [12] في طريقة تجميع كثيرات الحدود القياسية و [12]في  تجميع سمسة القوى القياسية

قدمت حل شرائحي يتطابق إلى حد كبير مع الحل الدقيق  أن التقنية الشرائحية  3)- (5))-(1وكذلك وتبين الأشكال ) 
 وىذا ما يؤكد الاستقرار والتقارب.

 .دالة الخطاء مستقرة عمى كامل المجال   أن  4)- (6))-(2وتبين الأشكال )
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 :والتوصيات الاستنتاجات
نقترح  ةالتكامميالتفاضمية فولتيرا الحل التقريبي لمعادلات إلى حد كبير في إيجاد الشرائحية تقنية نظراً لنجاح ال      

 .فريدىولم التفاضمية التكاممية-فريدىولم التفاضمية التكاممية و لحل معادلات فولتيرا  معادلات تطبيق التقنية لحل
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