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 دراسة الاستقرار الديناميكي لقضيب رقيق

 
 *د. حسن محمد خميفة 

 
 (2019/ 11/  5قُبِل لمنشر في  . 2019/  9/  10تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

 
بإثارة موجات طولية دورية في القضيب، ناشئة عن التطبيق المفاجئ لمحمل، الأمر الذي يؤدي  الاستقرارترتبط آلية فقد 
 (.صدى حدودي مستعرض) رنين بارامتري بدوره إلى ظيور

لوسطاء بالنسبة لقيم معينة  التأثير الطولي عمى قضيب مرن رقيق، والذي يولد فيو نظامًا دوريًا لمموجات الطولية. ندرس
بزيادة غير محدودة في سعة التذبذبات  اً ، مصحوبرنيناً بارامترياً في التقريب الخطي، تولد ىذه الموجات المسألة 
أخذ في الاعتبار تأثير التذبذبات العرضية عمى ت ندرس جممة شبو خطيةلمحصول عمى سعات محدودة، . ةالعرضي
تم بناء حل تحميمي ي. ىنا  Bubnov – Galerkinعدديًا بواسطة طريقة  ه الجممةتم في وقت سابق حل ىذ. الطولية

 .ه الجممة بالاعتماد عمى طريقة النشر بقياسينتقريبي ليذ
 

 

 

 
   ، توافقي. : حمولة أويمر الحرجة، استقرار، مرن، اىتزازت المفتاحيةكمماال
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  ABSTRACT    

 
The stability loss mechanism is associated with the excitation of periodic longitudinal 

waves in the rod, arising from the sudden application of a load, which, in turn, leads to 

transverse parametric resonances. 

A longitudinal impact on a thin elastic rod, generating in it a periodic system of 

longitudinal waves, is considered. For certain values of the parameters of the problem in 

the linear approximation, these waves generate parametric resonances, accompanied by an 

unlimited increase in the amplitude of transverse oscillations. To obtain finite amplitudes, 

we consider a quasilinear system, which takes into account the influence of transverse 

oscillations on the longitudinal. Earlier, this system was numerically solved by the Bubnov 

– Galerkin method. Here an approximate analytical solution of this system, based on two-

scale expansions, is constructed 

  

 

Key Words: Euler critical load, stability, elastic,  oscillation,  resonance. 
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 مقدمة:
بالمسألة ىذه المسألة عرف ت ،مجاورالمستقيم منتقلا إلى توازن  وقد شكمفعند الانضغاط التوازني لقضيب يمكن أن ي

 .[1]الكلاسيكية لأويمر 
مرنة طولانية والتي ت متقدمة ينتشر في القضيب أمواج وفي حالا ،المسألة تتعقدعند الإجياد الديناميكي الطولاني 

 .[2,3,4]مرتبطة بالانحرافات الأولية في شكل القضيب المستقيم  قويةعرضانية  تولد اىتزازاتبدورىا يمكن أن 
وعند قيم معينة لموسطاء في التقريب الخطي يمكن أن يحدث الرنين  ،أويمرإجياد عند الإجياد طويل الأمد أقل من 

 زيادةإلى إدخال القوى المرنة المزجة يؤدي كما يمكن أن تزداد سعة الاىتزازات بشكل غير محدود.  .[5,6]لبارامتري ا
السعة يتمخص في أنو من أجل تقريب خطي فإن الاىتزازات الطولية تولد  زيادةإن سبب لسعة الاىتزازات.  ةممحوظ

من أجل الحصول عمى  العرضية عمى الطولية لا يؤخذ بالحسبان. ولكن التأثير المعاكس للاىتزازات  ،اىتزازات عرضية
قيم محدودة لسعة الاىتزازات العرضية في ىذه المسائل ينبغي الانتقال إلى جممة معادلات شبو خطية تأخذ بالحسبان 

 تأثير الاىتزازات العرضية عمى الطولية
 

 أىمية البحث وأىدافو:
سموك ىذه القضبان تحت تأثير قوة الضغط  يختمف .المنشآت واليياكل الحديثة تممك القضبان الرقيقة أىمية كبيرة في

ير ينة يصبح الشكل المستقيم لمقضيب غالمحورية بحسب أطوال ىذه القضبان. عندما تصل القوة إلى قيمة حرجة مع
  مستقر ويبدأ القضيب بالانحناء )ما يعرف بظاىرة فقدان الاستقرار(.  

 سمسطولي تحت تأثير حمل  مع نيايات مدعومة بشكل محوري. رقيققضيب ستقرار ديناميكي لاالدراسة الفقدان يتم 
شبو يتم حل المشكمة في تقريب  ، والتي تكون محدودة بطول المدى لمموجة الطولية.في المرحمة الأولية من الحركة 

 .مناطق عدم الاستقرار في مستوي الطول والجيديبين  خطي
 

 طرائق البحث ومواده:
العرضية، دون إىمال  الاىتزازاتالطولية عمى  الاىتزازاتيأخذ بعين الاعتبار تأثير يتم أولًا النظر في نموذج تقريبي 

 بقياسيننشر الطريقة  تم. استخد[7,8]  (اويمر –برنولي عارضة نموذج ) تأثير الاىتزازات العرضية عمى الطولية
 ة لحل المسألة المدروسة.طريق يجادوذلك لإ وطريقة تحميل فورييو [9,10]

  جممة المعادلات شبو الخطية لحركة القضيب -1
 درس في الحالة شبو الخطية ديناميكية قضيب رقيق مرن تحت تأثير قوة صدم طولية مطبقة عمى نيايتو. ن

لاليا لتي من خعند إيجاد معادلات الحركة، بالإضافة إلى الحدود الخطية الاحتفاظ بالحدود غير الخطية الرئيسية وايتم 
مع الإزاحات  لمضغط يرتبط التشوه الطولي  txu , ، txw  :التقريبية ةلمحور القضيب بالصيغ ,
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ي إيجاد معادلات )حيث يمعب حساب التغاير دور ميم ف Ostrograd- Hamiltonبالاستفادة من مبدأ يمكن 
ىمال قوى  الميكانيك وذلك اعتماداً عمى مفيوم الطاقة( في الحركة الدورانية  العطالةمع فرضية المقاطع السطحية وا 

 :[11] لممقطع

(2)                                          
2

1

t

t

dtTA  

 :العمل الجزئي لمقوى الخارجية Aالطاقتين الحركية والكامنة.  T,حيث 
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 L (  قضيب مضغوط طولو1الشكل)

.,,حيث  ESJ كثافة مادة القضيب، معامل يونغ، مساحة وعزم المقطع العرضي،  tP  قوة الضغط المحوري في
وفي الاتجاه الطولي يثبت الطرف  ،. نفرض أنو في الاتجاه العرضي تثبت نيايتي القضيب مفصمياً 0xالنياية 
 الأيمن: 

(4)                    0,,,0,,00  tLutPtuESLxifw 
 :)بدون أبعاد( بالانتقال إلى الوسطاء غير المقاسة
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سرعة الصوت. سنيمل  cيوافق طول القضيب وزمن انتقال الموجة الطولية في القضيب يساوي الواحد و 1ىنا الدليل 
 .1لاحقاً الدليل

 نحصل عمى جممة المعادلات المطموبة والشروط الحدية في صيغة غير مقاسة: wو  uبـ  (2)نفاضل العلاقة 
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  ،معامل سماكة القضيبL  ،طول القضيبr  نصف قطر عطالة المقطع العرضي. ونستخدمl  كبيروسيط  
تكاك المزج وفق الاح (6)إضافة إلى ذلك أدخل في المعادلات . )معامل الطول من أجل المسافات الكبيرة( لمطول
Voigt-Sorokin [12] .uwنموذج   uwمعاملات ممانعة الاىتزازات الطولية والعرضية،  ,  الترددات المميزة  ,

للاىتزازات. حيث نعتبر الشروط الابتدائية من أجل الإزاحات  الطولية  txu زاحات صفرية. أما من أجل الإ,
العرضية  txw ة الاىتزازات المستعرضة فإن التلاشي صغير ولكن لا يساوي الصفر، لأنو في خلاف ذلك فإن إثار ,

 .[13]غير ممكن 
الأساس في دراستنا، فييا:  (6)تعتبر المعادلات    

 
ES

tP
tft  00   التشوه المعطى في الطرف الأيسر من

يكون  لمدة  المدى ير صدم قصيرمن أجل تأث القضيب.  0tf  من أجلt   المدى  طويلتأثير و 
  1tf تحت شرط ct 0 22حيث ct .ا من أم ىو التشوه المقابل لقوة اويمر الحرجة لمضغط الطولي

ctأجل  0 [14] غير كافية (6) تفأن الانحرافات يمكن أن تكون كبيرة ودقة المعادلا.  
 :الحل التقريبي لجممة المعادلات شبو الخطية

عمى  [9]بناءً عمى طريقة النشر ثنائي القياس المقترحة في  [15]في  (6) أعطي الحل التقريبي لجممة المعادلات
 الشكل:

(7)                      
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حيث الدوال    tTt mk , :تحقق المعادلات 

(8)               
 

   















































1

0

2

2

2

2

2

2

2

02

2

1

2

1
,

5,.....,2,1,;0,

dx
x

w
T

mk
Tt

T
t

t

mk

m

m

k

k









 

12من أجل حالات الطنين الرئيسية  [16]في العمل  (6)الحل التقريبي لمجممة  تم إيجاد vm ، لم يؤخذ بعين  لكن
تم الاحتفاظ فقط بحد  (6)لتأثير المتبادل للاىتزازات العرضية وفي المجاميع الداخمة في المعادلة الثانية من الاعتبار ا

 . n=mواحد من أجل 
بعين الاعتبار ليس فقط تأثير الاىتزازات الطولية عمى العرضية ولكن أيضاً التأثير العكسي  (6)تأخذ جممة المعادلات 

 في شكل سلاسل فورييو.  (6)ولية. نبحث عن حل الجممة للاىتزازات العرضية عمى الط

(9)                      
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لمطنين في التقريب الصفري يكفي تقييد اختيار الدوال  mأنو من أجل دراسة الصيغ الـ  [12]يبين العمل  
 t1  و tTm بـ  (6) دلة الأولى مناالمعادلات التي نحصل عمييا بضرب المعتحقق جممة . ىذه الدوالxv1cos 
10ومن ثم المكاممة من أجل  xmsinبـ  الثانيةو   x: 
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10من أجل    1و, wu  فإن الدوال المجيولة t1  و tTm صغيرة وتصف الاىتزازات ذات السعات
نستخدم طريقة النشر ثنائي  (6)ومن أجل بناء حل تقريبي لمجممة  [16]. لذلك وكما اقترح في العمل المتغيرة ببطء

 يغة:. وبالتالي نبحث عن ىذه الدوال بالص[9 ,5]القياس 
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t0حيث نعبر عن الزمن البطيء بـ   . لدينا:  (10)عندئذٍ في المعادلات يكون 












 0

tdt

d
 

nبالمساواة بين المعاملات من أجل  (10)نحل الجممة 

00 . عندئذٍ من أجل )من الدرجة الأولى )التقريب الصفري
 نحصل عمى المعادلات:
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حيث الدوال         msmcsc bbaa ,,, من الدرجة الثانية( جممة 0الأول ) تحقق من أجل التقريب 11
 المعادلات:
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 الصفري )والذي ستقتصر دراستنا عميو( فإن الدوال: أنو في التقريب (13)تبين جممة المعادلات 
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تتخامد  0uفإن ىذه الدوال ثابتة ومن أجل  0uلا تدخل في المعادلات الباقية. من أجل  2kحيث 
بالنسبة لأربعة دوال مجيولة  (13)جممة المعادلات  . وىكذا فإن المسألة تؤول إلى حلببطء

        msmcsc bbaa ,,, 11 . 
يجب إعطاء شروط ابتدائية، نأخذىا عمى النحو الآتي. نعتبر بدء الزمن  (13)من أجل مكاممة المعادلات  
والقيم الابتدائية  0الصدم، سنعتبر أنو في تمك المحظة  لمحظة التي يتوقف فييا تأثير موجةفي تمك ا

   0,0 msmc bb  ميممة لصغرىا. عندئذٍ يمكن حساب القيم الابتدائية   0,0 11 sc aa  [6]المعادلات الخطية من .
حيث إنو يمكن إىمال المقاومة بسبب صغر المجال  ,0 . 

نفرض أن دون الإخلال بعمومية المسألة يمكن أن    001 sa :ٍعندئذ 
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حيث  t1  و حل المعادلة الخطية [6] مدة الصدم . 
 عمى:  (13)من أجل التقريب الصفري فإننا نحصل من أول معادلتين في الجممة 
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 وتحدد من المتراجحة:  0ومنطقة عدم الاستقرار لم تعد مجاورة لممحور 
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 شرط أن ما تحت الجذر غير سالب.ب
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 :والتوصيات الاستنتاجات
في مسألة التأثير الطولي عمى قضيب في تقريب خطي ومن أجل بعض قيم وسطاء المسألة يمكن أن يتولد الطنين 
البارامتري، مرفقاً بزيادة غير محدودة في سعة الذبذبات العرضية. من أجل الحصول عمى سعات محدودة درسنا جممة 

و خطية تأخذ بعين الاعتبار تأثير الاىتزازات العرضية عمى الاىتزازات الطولية. تم بناء حل تحميمي تقريبي ليذه شب
لات غير حل جممة معادالجممة بالاعتماد عمى طريقة النشر بقياسين. تبين أنو في التقريب الصفري تؤول المسألة إلى 

عمى عبارات واضحة من أجل مناطق عدم الاستقرار في مستوي . من ىذه الجممة حصمنا خطية من المرتبة الرابعة
)الطول والجيد(  0,. 
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