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  ABSTRACT    
 
This paper presents a numerical spline algorithm for the Falkner–Skan equation (FSE) over 

a semi-infinite interval. This algorithm is based on change of variable from interval [,0[   

to [0,1], then the FSE is transformed into first initial value problem (IVP) and second IVP 

for improving convergence.  Spline polynomials with four collocation points are applied 

directly to the IVPs without their reducing to a system of first-order differential equations. 

The study shows that purposed algorithm is consistent and convergent with a global 

truncation error from order eighth. The efficacy of our algorithm is tested by solving the 

problems of Blasius, Pohlhausen, Homann and Hiemenz flows, and other special cases 

over various intervals, where the results of comparisons with other methods indicate the 

efficiency of our algorithm and enable it to provide solutions with high numerical 

accuracy. 
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  :مقدمة
عندما تعقدت العموم المختمفة و تطورت بشكل كبير و بدأ الباحثون بدراسة الظواىر الطبيعية كان لممعادلات التفاضمية 

الميكانيك اىر و تحويميا لنماذج رياضية و استخداميا في حقول عممية مختمفة كو الدور البارز في تفسير ىذه الظ
إن مسألة إيجاد الحمول . وىندسة البترول الخ, واليندسة البحرية, الطيران ىندسةو  الكيمياء,و الفيزياء, و  ,الييدروليكو 

النظرية والتطبيقية, وتمك المسائل تحتاج العددية لممعادلات التفاضمية غير الخطية من المسائل الرئيسية في الرياضيات 
 لولا الكمبيوتر لبقي الكثير من المسائل دون حل. يمكننا القول: و الكمبيوتر, حساباتيا عمى  نفيذإلى خوارزميات عددية وت

نسبة إلى عالم  Blasius بمسألة بلاسيوسفي الفيزياء وميكانيك الموائع تظير مسائل الطبقة الجدارية التي سميت 
(, وىي تصف الطبقة الجدارية الموحية الثابتة ثنائية الأبعاد Paul Richard Heinrich Blasius, 1908) الفيزياء

في  سكان و فوكنروالتي تتشكل عمى لوحة شبو لانياية مع الاحتفاظ بتدفق ثابت أحادي الاتجاه. قام بعد ذلك كل من 
تعد إلى التدفق الوتدي والتي تكون فييا المويحات الجدارية غير متوازية التدفق. و  Blasiusبتعميم مسألة  1931 عام

المعقدة و  الصعبةمن المسائل تصنف وىي  ,غير الخطيةمسائل القيم الحدية وأشير  إحدى أىم سكان -فوكنرمسألة 
لقد و  .لانيائية( طويمة جداً )شبوعمى نطاقات معرفة  بالإضافة إلى أنيا ,ليا حمول تحميمية معروفةوجود بسبب عدم 

العموم في  الواقعية بسبب كثرة تطبيقاتياطرائق عددية لحميا طوير في مجال التحميل العددي بتمن الباحثين  ىتم العديدا
إحدى أىم  (ميكانيك السوائلمسائل الضغط الجداري الناتجة عن تدفق الموائع غير القابمة للانضغاط )وتعد . الصناعية

 :[20-1] بالشكل الآتيالمعطاة  سكان -فوكنرمعادلة التي تصفيا المسائل  ىذهأنماط 
    ( )     ( )    ( )    0  (  ( ))

 
1                              (1.1) 

 خاضعة لمشروط الحدية :
   ( )                                               (    ) 
  ( )                                               (    ) 
  ( )                                             (    ) 

ثوابت         , حيثغير خطية من المرتبة الثالثة معرفة عمى مجال شبو لا نيائي عادية و ىي معادلة تفاضمية 
 ,تعبر عن زاوية التدفق )الميل أو درجة الانحدار التي يتم وفقيا التدفق(   قيمة  حقيقية و ليا دلالات فيزيائية و أيضاً 

 :[10] الشرط الحديعن الجدار يعطى  وفي اللانياية وبعيداً 
   ( )                                                 (   )    

وىي تصف ثنائية البعد  [11]( Navier-Stokesستوكس ) -من معادلات نافييوسكان  -فوكنرمعادلة نتجت       
التي تبدييا وعمى الرغم من البساطة الظاىرة  ,لانضغاط أيضاً ل وغير القابمةتدفق الطبقة الحدية لمسوائل النيوتونية 

 إيجادحيث تعود صعوبة  الصعبةو  المعقدة نو لا يمكن حميا بسيولة و يعد حميا من المسائلأإلا  سكان -فوكنرمعادلة 
و التذبذبات الكبيرة الحاصمة  والمتداخمة لا خطيتيا و ظيور التموجات المفاجئة التحميمي لأسباب كثيرة نذكر منيا: الحل
ومن   ,ضغط, .....(درجة حرارة, كثافة, لزوجة , سرعة , لمسوائل ) التدفق و لكثرة الخواص الميكانيكية نتيجة

 .)شبو لا نيائية( و ىذا ما يزيد من تعقيده مسارات طويمة جداً عمى الحل  إيجادسيكون مطموب  أيضاً الصعوبات 
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  :سكان -صيغ خاصة لمعادلة فوكنر

Equation    Special Formulas for Falkner–Skan 

 :[16] ببعض الحالات الخاصة نذكر منياسكان  -فوكنرمسألة  درس الباحثون
 عندما :الحالة الأولى         

 

 
 بمعادلة سكان -في ىذه الحالة تدعى معادلة فوكنر       

( و ىي الأكثر شيرة, يحصل ىذا التدفق عند دراسة الطبقة الحدية عمى طول لوحة Blasius flow) بلاسيوس تدفق
 .)صفيحة( مسطحة رقيقة

 بوىلتدفق سكان بمعادلة  -في ىذه الحالة تدعى معادلة فوكنر             عندما  :الحالة الثانية 
 .( Pohlhausen flow) ىاوسن

 عندما :الحالة الثالثة         
 

 
سكان  -في ىذه الحالة تدعى معادلة فوكنر          أو  

 .( Homann flow) ىومان تدفق بمعادلة
 نز يىيمتدفق سكان بمعادلة  -في ىذه الحالة تدعى معادلة فوكنر             عندما :الحالة الرابعة
(Hiemenz flow ). 

  نحصل عمييا عندما:  والتي ليا تطبيقات ىامة من الحالات الخاصة منتوعدد غير أيضا يوجد , 

                       ,         ,. 

  تسمى انحهىل انحبصهت     وإرا كبن , ةالمتسارع اتبالتدفق ةالحاصم ولى الحمسم  ت    إذا كان

 انثببتت.  اتبالتدفق ةالحاصم ولى الحمسم  ت     إرا كبن ببنتذفقبث انمتببطئت، و

 :نذكر منيا ,سكان -ئق عددية لحل مسألة فوكنرطرااقترحت الحديثة التي  الدراساتمن  العديدكرست        
لتقريب الحل لبعض الحالات الخاصة وكانت الطريقة الفروق المنتيية  خوارزمية [1] 2004في عام  Asithambiiقدم 

التي حولت المسألة  طريقة سمسمة منشور تايمور مع طريقة القذيفة 2005عام  [2]في  , وقدم أيضاً الثانيةمن المرتبة 
لممسألة الأساسية إلى مسألة قيمة  تفاضمياً  تحويلاً  [4] 2005عام   Cortellدرس. الأساسية إلى مسألة قيمة ابتدائية

 .               الحالات لأجل  Blasiusكوتا من مراتب عالية وتم حل مسألة  –ابتدائية واستخدام طريقة رانج 
طريقة  تحميل أدوميان, باستخدام  لبعض الحالات الخاصة لممسألة  عددياً حلاً  [5]  2008عام Elgazery أوجد

 الطريقة.ييم اعتمدت عمالتي  تقريبات باديكثيرات حدود أدوميان و لحساب  Mathematicaواستخدام برنامج 
مسألة لطريقة تجميع دالة لاغير المعممة لإيجاد الحل العددي  [13] 2009عام  Parand & Taghavi استخدم

Blasius,   تستخدم الطريقةN  نقطة تجميع مرتبطة بدرجة كثيرة حدود لاغير وتتحول المسألة إلى جممة معادلات
باستخدام كثيرات حدود شرائحية من الدرجة السابعة مناقشة عددية  [11]  2010عام Mahmoud قدم  غير خطية.

 Lakestaniأوجد  مع ثلاث نقاط تجميع, وتمت دراسة الاستقرار والتقارب وحل المسألة في بعض الحالات الخاصة.
واستخدم تشيبتشيف  -كثيرات حدود تشيبتشيف مع نقاط تجميع غاوصالحل العددي بالاعتماد عمى   [10] 2011عام 

 لمحصول عمى نتائج في بعض الحالات الخاصة. Mapleبرنامج 
خوارزمية جينية مع طريقة القذيفة لتحويل المسألة الحدية إلى مسألة قيم   [17]  2013عاموآخرون  Sainiاستخدم 

طريقة تقريبية  [3]  2015عام Bougoffa & Wazwaz اقترح  ابتدائية  وحل المسألة في بعض الحالات الخاصة.
ات تجميعية تقريب [6]  2017عام Calvert & Razzaghi أنشأ . Blasiusلإيجاد حمول تحميمية تقريبية لمسألة 

 . Blasiusلإيجاد حمول تحميمية تقريبية لمسألة ي الكسرية تعتمد عمى دوال برنول
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وفق صيغة تكرارية من المرتبة  طريقة الفروق المنتيية [19]   2018عام  Temimi & Ben-Ramdhaneطبق 
 .Blasiusلإيجاد حمول تحميمية تقريبية لمسألة الثانية مع استخدام تكرارية نيوتن رافسون 

 عددية باستخدام تحويل كمال التكاممي وطريقة تحميل أدوميانطريقة   [8]   2019عبووآخرون  Khandelwa   طور
  لأجل  Blasiusلمسألة  عددية محصول عمى حمولل الكسرية باديمع تقريبات 

 

 
      . 

تقريبات الفروق باستخدام   Blasiusلمسألة عددية  مقارنات بين حمول تحميمية وحمول [15]  2019عبوRahman  قدم
 نتائج.العمى  لمحصول  Mathlabواستخدم برنامج  المنتيية لصيغ المشتقات

بأخذ مجموع سمسمة تايمور مع كثيرة حدود من   RCWطريقة   [16]  2019عبووآخرون  Rahmanzadeh  عد ل
  لأجل  Blasius الدرجة الرابعة واستخدمت لحل مسألة 

 

 
, حولت طريقتيم المسألة إلى جممة       

 جبرية غير خطية, يمكن حميا بطريقة تكرارية نيوتن.معادلات 
 

 :أىمية البحث وأىدافو

لما تقدمو من واليندسة  (الموائع)نظرية ميكانيك الو  كبيرة في عمم الييدروليكسكان ذات أىمية  -تعد مسألة فوكنر     
من  معمومات مثمرة حول تدفق الموائع غير القابمة للانضغاط )السوائل( و حركتيا و القوى المطبقة عمييا و خواصيا

التي  المسائل و لكن المشكمة ىذا النوع منمثل في حل  التحميل العددياىتم باحثوا قد ل. و لزوجة وكثافة وضغط الخ
غنية بالتحديات الفيزيائية و الرياضية و خصائصيا الصعبة والكثيرة و عمى الرغم من  تواجو ىؤلاء الباحثين أن المسألة

في بعض الحالات الخاصة  إلاأي تصور عن حميا  إلىكل الأعمال البحثية المنشورة حتى الآن فإنيا لا زالت تفتقر 
لتقدم حمول عالية الدقة  ةمنخفضتكمفة حسابية ب مستقرة ومتقاربةعددية  يقةتطوير طر  إلىليذا نيدف ىنا البسيطة, 
وىي من لغات البرمجة عالية  Mathematica11ة إلى تنفيذ خوارزمية الطريقة باستخدام لغة البرمجة بالإضاف

تزويد الباحثين و طلاب الدراسات العميا  و يتجمى ىدفنا بشكل أساسي في دعم و تطوير البحث العممي والمستوى. 
تم إجراء ىذا البحث  الاستفادة من النتائج المقدمة في ىذا العمل.من الناحيتين النظرية  و العممية و  إضافيةبمعمومات 

 .2019 آب و 2019ثاني الكانون شيري جامعة تشرين في الفترة الواقعة بين  -كمية العموم -في قسم الرياضيات
 

  ده:البحث وموا طرائق
عمى كثيرات حدود من الدرجة الثامنة مع أربع نقاط تجميع حيث تعتمد ىذا البحث طريقة عددية تكرارية في  نناقش     

حل كل مسألتين من مسائل القيم الابتدائية  إلى ,    ,عمى المجال  المعرفةالحدية  سكان -فوكنرسيتم تحويل مسألة 
مى قساوة المسألة, سيتم علتغمب اوذلك بيدف تسييل الدراسة و  ,    ,من المجال  بدلاً  -    ,في المجال  منيما
جممة معادلات  إلىدون تخفيضيا مباشرة عمى المسألة المقترحة في ىذه الدراسة تطبيق الطريقة الشرائحية أيضاً 

أن الحل موجود و  إثباتسيتم  تفاضمية من المرتبة الأولى و ىذا سيقمل من الكمفة الحسابية لخوارزمية الطريقة كما
باستخدام لغة البرمجة وتنفيذىا خوارزمية لحل المسألة توصيف وحيد و تقديم دراسة تحميمية لمتقارب و من ثم 

Mathematica11  عالية المستوى لإيجاد النتائج العددية و من ثم مقارنة ىذه النتائج لمختمف الحالات التي سيتم حل
طرائق عددية أخرى حصل عمييا باحثون آخرون و أيضا سيحدد مرتبة الخطأ الناتج عند كل  المسألة وفقيا مع نتائج

 تكرار و الخطأ الشامل عمى طول مجال الحل.
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 :النتائج و المناقشة
, ثم [0,1]إلى المجال  ,   ,المجال شبه اللانهائي  سكان من  -بنقل مجال حل مسألة فوكنر سنبدأ فيما يمي أولاً 

من مسألة ذات شروط حدية إلى مسألة مكافئة ذات شروط ابتدائية, ثم إنشاء تقريبات من  سكان –فوكنرمسألة تحويل 
المكافئة,  الابتدائيةالقيم  مسألة عمىوتطبيقيا  نمط كثيرات حدود شرائحية من الدرجة الثامنة مع أربع نقاط تجميع 

 وتقدير صيغة الخطأ المقتطع.
 تغيير المتحول:Change of Variable  

سكان فإننا نحتاج  -لإيجاد حل تقريبي لمعادلة فوكنر في كثير من الأحيان تسبب الشروط الحدية عوائق في الحل و
السرعة  غير معروفة( بأسموب يضمن تقارب قيمةوىي ) ( )   عمى الجدار لمعرفة القيمة الصحيحة لإجياد القص

عمى  إيجادهو لكن بما أن الحل مطموب  .(Shooting) القذيفة تسمى ىذه التقنية بطريقة ,الواحد إلىعند اللانياية     
   :)شبو لا نيائية( سنجري بداية تبديل لممتحولات بالشكل الآتي مسارات طويمة جداً 

  نضع 
 

  
    

 

  
و ذلك بيدف تسييل  [0,1]المجال  إلى -    , شبو اللانيائي و بالتالي تحويل المجال 

 المسألة ينتج لدينا: عمى, وبتطبيق ذلك إيجاد الحل العددي
  

  
 

 

  

  

  

  

  
 

  

  
         

   

   
 

   

   

  

  
   

   

   
     

      
   

   
 

   

   

  

  
   

 
   

   
         

  

  
    

 :الشكل الآتي تأخذ  (1.1)سكان  -فوكنر في مسألة وبالتعويض
    ( )        ( )    ( )     

   0  (  ( ))
 
1           ,   -                 (   ) 

 :كالآتي( تصبح 1.2الحدية ) و الشروط
 ( )       ( )                     ( )                                   (   ) 

 :كالآتي (1.3)الشرط الحدي المقارب  يعطى كذلكو 
                                 (   )                                                               (   )  

  ابتدائية: مسألة قيم الحدية إلىالقيم تحويل مسألة 
 Transforming Boundary Value Problem to Initial Value Problem 

( لحل مسألة القيمة الحدية غير الخطية من المرتبة الثالثة مشابية لمحالة الخطية Shootingتقنية القذيفة )       
 , عوضاً لحمين من مسائل القيم الابتدائيةكتركيب خطي عنو باستثناء أن الحل لممسألة غير الخطية لا يمكن التعبير 

 :الآتيةالقيم الابتدائية  مسألة لحلعن ذلك نحتاج 
    (   )        (   )    (   )      

   0  (  (   ))
 
1                         (   ) 

 شروط الابتدائية:   لم التي تخضع
 (   )       (   )                      (   )                                                    (   ) 

سوى بالشرط الحدي ( 2.2)-(2.1( لا تختمف عن مسألة القيمة الحدية )2.4)-(2.5) الابتدائيةلة القيمة أإن مسحيث 
   ( ) (   )   الذي استبدل بالشرط الابتدائي ,    والوسيط    المتغيريتعمق بمختمف حميا , وبالتالي فإن   

بالاستفادة من حل   (2.2)-(2.1)اليدف والسؤال الآن كيف يمكن لنا تقريب حل مسألة القيمة الحدية  .  الجديد 
 (؟. الجواب فيما يأتي:2.4)-(2.5)مسألة القيمة الابتدائية الجديدة 
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بأسموب يضمن  (…,k=0,1,2)     ط يموسبأخذ قيم متتالية لنقوم  (2.2)-(2.1)قريب الحل لممسألة اليدف لت
 أن:

   
   

  (    )    ( )                                                        (   )  

لحل مسألة  ( ) و يرمز        من أجل (2.4)-(2.5) الابتدائيةلحل مسألة القيمة  (    )  يرمز حيث
  ( .2.2)-(2.1القيمة الحدية )

و عمى  (   )من النقطة  الذي ينطمق اليدف باتجاهحدد قيمة ابتدائية تدعى قذيفة, ت   سيط الحل بأخذ قيمة لمو بدأ ي
 مع الشروط الابتدائية :  (2.4)-(2.5)طول المنحني الذي يمثل حل مسألة القيمة الابتدائية 

 (   )       (   )                      (   )     

تكون أقرب إلى اليدف من الرمية ل   قيمة أخرى  بقذفصحح التقريب ن ,كفاية 1 غير قريب من (    )  كان  إذا
 . 1قريبة كفاية من  (    )   إلى قيمة لـحتى نصل نفسو الرمي بالأسموب  باستمرارىكذا و الأولى 

 ؟    ط يويبقى السؤال كيف نحدد قيم الوس
و بفرض  ( )  اً وحيد ( تممك حلاً 2.2)-(2.1نفرض أن مسألة القيمة الحدية )   ط يموسة لمتتالية ومتقارب قيملتعيين 

 :جذر لممعادلة  تعيين  سألة أصبحت( و الم2.4)-(2.5)حل مسألة القيمة الابتدائية  (   ) أن 
  (   )                                                                            (   )  

وأكثرىا  أىمياكثيرة عددية ق بطر    يمكننا تعيين الجذر التقريبي  , أن ىذه المعادلة غير خطية في من الواضح و 
تكتب تكرارية نيوتن و ,    قيمة ابتدائية تقدير لفقط حتاج تو , +  *متتالية  التي تولدرافسون  -طريقة نيوتنفعالية ىي 

 :التكرارية الآتية بالصيغة( 2.7رافسون لحل )

        
  (    )   

 

  
  (    )

                                                   (   ) 

  قيم معرفةل(, نحتاج 2.8) رافسون -تكرارية نيوتنقيم عمى لمحصول 

  
لعدم ىذا غير متاح و المجيولة   (    )  

   (    )  نعمم فقط و ,  (   )   ـل ةصريحوجود صيغة تحميمية 
 (    )     (    )   . 

 :   ـ( بالنسبة ل2.4) ممسألةالمشكمة سنأخذ المشتقات الجزئية للحل ىذه 
 

  
    (   )  

 

  
*       (   )    (   )    

    0  (  (   ))
 
1+

 
 

  
*       (   )    (   )    

    0  (  (   ))
 
1+

  

  

 
 

  
*       (   )    (   )    

    0  (  (   ))
 
1+

  

  

 
 

   
*       (   )    (   )    

    0  (  (   ))
 
1+

   

  

 
 

    
*       (   )    (   )    

    0  (  (   ))
 
1+

    

  
 

  , ينتج لدينا:مستقلان          وبما أن
 

  
    (   )            (   )

  

  
(   )      

      (   )
   

  
(   )

        (   )
    

  
(   )    ,   -                                            (   )  

 



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 9149( 6) العدد( 14) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

81 

 ( ببنشكم:2.5انششوط الابتذائٍت )وتعطى 
 

  
 (   )     

 

  
  (   )            

 

  
   (   )                     (    ) 

 بدلا من  (   ) نأخذ الترميز  الصيغةلتبسيط 

  
 :كالآتي( 2.10)-(2.9) المسألة عندئذ تصبح (   ) 

    (   )            (   )  (   )      
     (   )   (   )       (   )    (   )         

                                                               (    ) 
 (   )       (   )                      (   )                

 باستخدام علاقة قذيفة لم متتالية سنحصل عمى قيم( 2.11( و )2.4)-(2.5) تينالابتدائي بحل المسألتينالآن 
 ( التي تصبح بالشكل:2.8) نيوتن التكرارية

        
  (    )   

  (    )
                                   (    ) 

 سكان الأساسية. -( بالمسألة المساعدة لأننا نحتاج إلييا لمحصول عمى تقريب الحل لمسألة فوكنر2.11تدعى )
  الحلطريقة :Method for the Solution 

 :كالآتي [0,1] لممجال   تجزئة منتظمةنأخذ     
      *                                +  

 .طول الخطوة       و                           حيث 
, في كل S(x)نعرف كثيرة حدود من الدرجة الثامنة   (2.5)-(2.4حل تقريبي لمسألة القيمة الابتدائية ) إيجادمن أجل 

 كالآتي:              -         ,     مجال جزئي 

  ( )  ∑
(    )

 

  

 

   

  
( )

 ∑
(    )

 

  

 

   

                                 (    ) 

( )( ) حيث:      
, و لممسألة و ىي معمومة من شروط البدء ( )  الحلقيم ابتدائية لدالة             ( )

  
مجاىيل  أربعة ىي                    و     عند  iمن المرتبة قيم مشتق كثيرة الحدود الشرائحية ترمز ل ( )

 .   في كل مجال جزئي  يطمب تعيينيا
نسمييا كثيرة حدود شرائحية تعطى ,                 ( )  شريحة  Nوبشكل عام فإن التجزئة تحدد

 بالشكل:

    ( )  {

  ( )                         ,     -                                             

      ( )                        ,       -                 

    ( )                     ,       -                                          

(    ) 

 
 نستخدم أربع نقاط تجميع تعرف كالآتي:                    ولحساب المجاىيل الأربعة 

     
                                               (    ) 

 :الأربعة , مع الوسطاء               -         ,     في كل مجال جزئي 
                                                          (    ) 

( 2.16)-(2.15مع نقاط التجميع ) ( )      ( )     ( )    ( ومشتقاتيا2.13) يةالتقريب كثيرة الحدود بتطبيق
 :ينتج لدينا    في كل مجال جزئي  (2.5)-(2.4) الابتدائية سكان -روكنف مسألةعلى 
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   .     

/        .     
/    

  .     
/    

  [  (  
 .     

/)
 

]   , 

                                                                         (    ) 

 مع الشروط الابتدائية:    

  ( )    
 ( )            

  ( )                                        (     ) 
 حيث:

  ( )   (   )    
 ( )    (   )            

  ( )     (   )           
  أما باقي المعاملات

 ( ) , وعند تطبيق نقاط (2.4نحصل عمييا باشتقاق المعادلة )       (   )   
 : التجميع عمى كثيرة الحدود التقريبية نجد أن

  .     
/  ∑

(    )
 

  

 

   

  
( )  ∑

(    )
 

  

 

   

                 
 ,         -      (    ) 

( j=1,2,3,4       ,    k=0,1,…N-1 ) 

المؤلفة من  (    )جممة المعادلات  بحل                       الأربعة  المجاىيلتحسب  ،    كانت إذا

المذكورة بالاستفادة من تحسب المجاهيل      ولأجل ، (     )شروط الابتدائيةال باستخدام ةطيأربع معادلات لاخ
 .لسابقةأصبحت معمومة في الخطوة االقيم التي 

, في كل من الدرجة نفسياحدود ال( نعرف كثيرة 2.11لمسألة القيمة الابتدائية ) يحالشرائحل ال لإيجادبشكل مشابو 
 كالآتي:     مجال جزئي 

    ( )  ∑
(    )

 

  

 

   

    
( )

 ∑
(    )

 

  

 

   

 ̃                ,         -     (    ) 

مع نقاط  ( )        ( )       ( )     ـ( ومشتقاتيا بالنسبة ل2.19التقريبات )كثيرات الحدود بتطبيق        
 : ينتج لدينا    ( في كل مجال جزئي2.11) المسألة المساعدة( عمى 2.16)-(2.15التجميع )

    
   .     

/        
  .     

/      .     
/        .     

/      
  .     

/

    
     

 .     
/      

 .     
/                                  (    )    

 مع الشروط الابتدائية:    
    ( )      

 ( )              
  ( )                             (     ) 

 :نذٌنب حٍث

    .     
/  ∑

(    )
 

  

 

   

    
( )  ∑

(    )
 

  

 

   

 ̃                      
 ,         -        (    ) 

( j=1,2,3,4       ,    k=0,1,…N-1 ) 

باستخدام الشروط     ̃     ̃     ̃     ̃ في المجاىيل  (2.20)ة اللاخطيحل جممة المعادلات ن ,    لأجل
 .     لأجلالسابق قيم الحل في المجال الجزئي من بالاستفادة أو   (     )الابتدائية

 الحل العدديسنحصل عمى  (2.4)-(2.5) الأولىالابتدائية  القيم عمى مسألةتطبيق التقنية الشرائحية الآن بعد      
 حلالشرائحية سنحصل عمى البعد تطبيق التقنية كذلك و  (2.17)-('2.17)حل جممة المعادلات غير الخطية بسيولة ب
القيم  عمى وبالتالي سنحصل( '2.20 )-(2.20)حل جممة المعادلات غير الخطية ب (2.11)المساعدة  ممسألةل العددي

       التقريبية 
 (        )     

 :لدينا ينتج( 2.12التكرارية ) نيوتن بتعويضيما في علاقةو  (        ) 
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 (      )   

       
 (      )

                         (    ) 

  العددي الحلجود و: Existence of Numerical Solution  
 :كالآتيالخطي  رسكان بالنموذج غي -فوكنر مسألةكتابة  يمكن

    ( )   (   ( )   ( )    ( ))                 ,   -                             (    ) 
 ( )             ( )          ( )                                                       (     ) 

 و بافتراض أن:
  ,   -   ,   -    ,   -    ,   -      

 تحقق شرط ليبتشيز:و دالة ممساء بما فيو الكفاية 
| (          )   (          )|   (|     |  |     |  |     |)  

 (          ) (          )  ,   -     
 ,(    )عمى المسألة مع نقاط التجميع و مشتقاتيا  (    )بتطبيق التقريبات الشرائحية و , ثابت ليبتشيز  Lحيث 

 نحصل عمى جممة المعادلات الآتية:

  
( )

       
( )

 
(   )

 

  
     

(   )
 

  
     

(   )
 

  
     

(   )
 

  
    

  .     
  (     

)   (     
)    (     

)/                              (    )  
                               

  ( )       
 ( )       

  ( )                                             (     ) 
 يمكن إعادة كتابتيا بالشكل المصفوفي: والتي

                                                                     (    ) 
 حيث:

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   

  

  
   

  

  
   

  

  
   

  
  

   

  

  
   

  

  
   

  

  
   

  
  

   

  

  
   

  

  
   

  

  
   

  
  

  

  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

    

[
 
 
 
    

    

    

    ]
 
 
 

      

[
 
 
 
 
    

( )
       

( )

   
( )

       
( )

   
( )

       
( )

   
( )

     
( )

]
 
 
 
 
 

 

    

[
 
 
 
     

     

     

    ]
 
 
 

;      
  .     

  (     
)   (     

)    (     
)/             

   الأربعة  ويمكن تعيين المجاىيل                 لأجلقابلة للحل دائما  (    )المنظومة  إن
 غير شاذة حيث نجد أن:Aلأن المصفوفة  -       ,    مجال جزئيفي كل 

   , -  
(    )(    )(    )(     )(     )(     )(      )     

     
 0 

ونعوضيا في كثيرة الحدود الشرائحية التي تعطينا قيمة تقريبية  (    )من العلاقة التكرارية    حسب المجاىيل ن
 لمحل العددي فوق كل مجال جزئي.
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  المقتطع الشاملتقدير الخطأ:  Estimation of Global Truncation Error 
و بفرض أن  العدديائحي الشر  الحل ( ) سكان و  -حل وحيد لمعادلة فوكنر -   ,     ( ) فرض أن ب      

 .مخطأ المتقطع الموضعييرمز ل ̅  حيث  مركباتأربع  ذوىو شعاع  ( ̅   )  
     )  ونضع بشكل تقريبي (2.15) في نقاط التجميع ( ) بتطبيق التقريب الشرائحي 

)   (     
 و (

  (  )    (  )    
 , وبإعطاء  (         ) (         )  (       )        

نحصل عمى صيغة الخطأ المقتطع                              وسطاء التجميع القيم  
 :الآتيكفرق بين الحل العددي والحل الدقيق ك الموضعي

  ̅                                                            (    ) 
 حيث:

   

[
 
 
 
 
 
 
 
    

 

  
   

  
    

   
  

   
(  ) 

      
  

    
(  ) 

      
  

( )
  (   

 

  
 )

   
 

  
   

  
    

   
  

   
(  ) 

      
  

    
(  ) 

      
  

( )
  (   

 

  
 )

   
 

  
   

  
    

   
  

   
(  ) 

      
  

    
(  ) 

      
  

( )
  (   

 

  
 )

        
    

  

  
  

     
  

  
  

     
  

  
   

( )
    (    ) ]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

[
 
 
 
 
 
 

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

    

      

  

  

  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 
 

,      

[
 
 
 
    

    

    

    ]
 
 
 

 

 : (    ) نحسب متجية المجاىيل من الجممة
        ̂       ̂                                                          (    ) 

 حيث :

    

[
 
 
 
 
 
 

     

     
    

   

     

     
   

  

 
      

    

     

    
      

    

    

  

       

     
     

  

       

     
    

  

 
       

    

     

   
       

    

     

  ]
 
 
 
 
 
 

,       , -   
      

             
        

    

[
 
 
 
 
 
 
    

( )
 

 

  
    

( )

   
( )

 
 

  
    

( )

   
( )

 
 

  
   

( )

   
( )

     
( )

]
 
 
 
 
 
 
 

        ̂      

[
 
 
 
 
     

   

     

   

     

   

    
   ]
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حول                 ( )   الدوالتايمور عمى منشور  تطبيقبعد  (    ) ـب (    )ثم بتعويض العلاقة 
 نحصل عمى:    

 ̅    (     ̂       ̂  )      

[
 
 
 
 
 
 
 
  

            (  )

              

 
       (  )

           

 
            (  )

             

 
        (  )

         ]
 
 
 
 
 
 
 
 

    (  )                    (    ) 

( )    حيث:  ∑
(    ) 

  

 
     (  )   (   )   ,         -   

الحصول عمى الحل العددي في عند من المرتبة التاسعة  الموضعيالمقتطع الخطأ أن  (2.28)نجد من الصيغة 
 وأما الخطأ المقتطع الشامل فينتج عن الخطأ في جميع المجالات الجزئية, يعني: -       ,    المجال الجزئي

‖ ‖     
     

|  ̅|     
       

         
   

       

         
    (  )   

 .الثامنة المرتبةمن عمى طول مجال الحل  ملالخطأ الشاوبالتالي ,  |(  )     |        =Cحيث 
من      عندما   ( ) يتقارب من الحل ( ) يحقق شرط ليبتشيز و الحل الشرائحي  -   ,      و اذا أخذنا 

 , تكون مرتبة التقارب ىي الثامنة و يكون لدينا:                أجل 
| ( )   ( )|                 

 العددية المقترحة خوارزمية الطريقة: Algorithm of Numerical Method 
, )حجم التجزئة(L, (قيمة قذيفة ابتدائية) 0t, (  )قيمة inf, ()قيمةbeta ,()قيمة elfaالمدخلات:  -(0)الخطوة

M (تلمتكرارا)حد أعمى ,tol التفاوت المسموح(    ) ،ki=0   (انقزائف)عذاد، 

k=0   ،)عذاد انخطىاث(z[1]=0.7; z[2]=0.8; z[3]=0.9; z[4]=1 )وسطبء انتجمٍع( 

 ، ]Lh=(x[-)/(Lx[0]( ، نحسب]x[0]=0 ،]=inf;Lx  نضع: (1)الخطوة

بتطبٍق انطشٌقت انششائحٍت ٌؤول إنى حم جمهت انزي و (2.5)-(2.4)سكبن الابتذائٍت -: نحم مسأنت فىكنش(2)الخطوة

 :(.Math)ٌحم بسهىنت ببستخذاو بشنبمج  اَتٍت (2.17)-('2.17)انمعبدلاث غٍش انخطٍت 

  
   (     

)        (     
)   

  (     
)    

  0  (  
 (     

)) 1   , 
            

( )  مع الشروط الابتدائية:        
 ( )            

  ( )          

وانزي بتطبٍق انطشٌقت انششائحٍت ٌؤول بسهىنت إنى حم جمهت انمعبدلاث  )(2.11 : نحم انمسأنت انمسبعذة(3)الخطوة

 اَتٍت: (2.20)-('2.20)غٍش انخطٍت 

    
   .     

/        
  .     

/      .     
/        .     

/      
  .     

/

    
     

 .     
/      

 .     
/                           

( )          مع الشروط الابتدائية:      
 ( )              

  ( )            

    ,     نختبر الشرط  :(4)الخطوة
 (  )   -   (7)إذا كان محقق ننتقل إلى خطوة الطباعة     

لا   ننتقل إلى الخطوة التالية.وا 
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 ( كالآتي: 2.22) قذيفة جديدة لتصويب الرمي بتطبيق العلاقةنحسب قيمة  :(5)الخطوة

          
     

 (  )   

       
 (  )

 

لتجاوز عدد التكرارات المسموح بو وتفشل  الخوارزمية توقفت <Mkiإذا كان ف ,1i=kik+نزيد العداد  :(6)الخطوة
لا الطريقة   .(2) نعود إلى الخطوةوا 
     ,(  )     نطبع نتائج الحل العددي ومشتقاتو  :(7)الخطوة

  (  )     
 (  ) k=1,2,…,L, . 

 (: النياية .8الخطوة)
سكان لأجل  -قد تفشل الطريقة في الوصول إلى الحل العددي عند تطبيقيا لحل مسألة فوكنر :ملاحظة ىامة

 , وفي ىذه الحالة يجب إعادة النظر في المدخلات.أو خاطئة, أو سوء تقدير المدخلاتمدخلات غير مناسبة, 
 :Blasius [8,12, 15,16, 2019]نوضح فيما يمي خوارزمية الطريقة بتطبيقيا لحل مسألة بلاسيوس 

  برنامج بلغةMath.  مسألة بلاسيوسحالة  سكان -رفوكن مسألة لحل: 
Clear[ss,ss1,ss2,ss3,zs,zs1,zs2,zs3,f,f1,cc,c,z,x,c1,c2,c3,c4,cc1,cc2,cc3,cc4,ja,jo]; 

Clear[s0,s1,s2,s3,z0,z1,z2,z3]; 

inf=7.30; 

elfa=1;  beta=0;  tk=0.4;  L=73;  M=20;  tol=0.00000001; 

z[1]=0.7;  z[2]=0.8;  z[3]=0.9;  z[4]=1; 

x[0]=0;  x[L]=inf;  h=(x[L]-x[0])/(L) 

c[1]=0.1; c[2]=-0.1; c[3]=0.01; c[4]=0.01;  

cc[1]=0.001; cc[2]=0.2;cc[3]=-0.2;cc[4]=0.01; 

ss[c1_,c2_,c3_,c4_]=s0+x*s1+x^2/2*s2+x^3/6*s3+x^4/24*s4+x^5/120*c1+x^6/720*c2+ 

x^7/5040*c3+x^8/8!*c4; 

ss1[c1_,c2_,c3_,c4_]=s1+x*s2+x^2/2*s3+x^3/6*s4+x^4/24*c1+x^5/120*c2+x^6/720*c3+ 

x^7/7!*c4; 

ss2[c1_,c2_,c3_,c4_]=s2+x*s3+x^2/2*s4+x^3/6*c1+x^4/24*c2+x^5/120*c3+x^6/720*c4; 

ss3[c1_,c2_,c3_,c4_]=s3+x*s4+x^2/2*c1+x^3/6*c2+x^4/24*c3+x^5/120*c4; 

zs[cc1_,cc2_,cc3_,cc4_]=z0+x*z1+x^2/2*z2+x^3/6*z3+x^4/24*z4+x^5/120*cc1+ 

       x^6/720*cc2+x^7/5040*cc3+x^8/8!*cc4; 

zs1[cc1_,cc2_,cc3_,cc4_]=z1+x*z2+x^2/2*z3+x^3/6*z4+x^4/24*cc1+x^5/120*cc2+ 

x^6/720*cc3+x^7/7!*cc4; 

zs2[cc1_,cc2_,cc3_,cc4_]=z2+x*z3+x^2/2*z4+x^3/6*cc1+x^4/24*cc2+x^5/120*cc3+ 

x^6/720*cc4; 

zs3[cc1_,cc2_,cc3_,cc4_]=z3+x*z4+x^2/2*cc1+x^3/6*cc2+x^4/24*cc3+x^5/120*cc4; 

ki=1;  

While[ki<=M,  

  s0=0.;    s1=0.;    s2=tk; 

  s3=-elfa*s0*s2-beta*(1-s1*s1); 

  s4=-elfa*(s1*s2+s0*s3)+2*beta*s1*s2; 

  z0=0.;    z1=0.;    z2=1.; 

  z3=-elfa*(z0*s2+s0*z2)+2*beta*z1*s1; 

  z4=-elfa*(s3*z0+s2*z1+s1*z2+s0*z3)+2*beta*(s2*z1+s1*z2); 

  For[r=1,r<=L, 

   c[1]=0.1;c[2]=-0.1;c[3]=0.01;c[4]=0.01;      k=1; 

   While[k<=M, 

    For[i=1,i<=4,  x=z[i]*h; 

f[i]=-(ss3[c[1],c[2],c[3],c[4]]+elfa*ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]*ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]+ 

        beta*(1-ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]*ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]])); 
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 ja[i,1]=x^2/2+elfa*ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^5/120+elfa*ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^3/6- 

           2beta*ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^4/24; 

 ja[i,2]=x^3/6+elfa*ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^6/720+elfa*ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^4/24- 

           2beta*ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^5/120; 

ja[i,3]=x^4/24+elfa*ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^7/5040+elfa*ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^5/120- 

           2beta*ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^6/720; 

 ja[i,4]=x^5/120+elfa*ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^8/8!+elfa*ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^6/6!- 

            2beta*ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]*x^7/7!;   i++]; 

q1=LinearSolve[Table[ja[i, j], {i, 4}, {j, 4}],{f[1],f[2],f[3],f[4]}]; 

    c[1]=c[1]+q1[[1]]; 

   c[2]=c[2]+q1[[2]]; 

   c[3]=c[3]+q1[[3]]; 

   c[4]=c[4]+q1[[4]];    k++]; 

   x=z[4]*h; 

spl[r]=ss[c[1],c[2],c[3],c[4]]; 

 spl1[r]=ss1[c[1],c[2],c[3],c[4]]; 

 spl2[r]=ss2[c[1],c[2],c[3],c[4]]; 

 k=1; cc[1]=0.001;cc[2]=0.2;cc[3]=-0.2;cc[4]=0.01; 

While[k<=M, 

    For[i=1,i<=4,  x=z[i]*h; 

f1[i]=-(zs3[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]+elfa*spl[r]*spl2[r]+ 

     elfa*zs2[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]*spl[r]-2beta*spl1[r]*zs1[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]); 

jo[i,1]=x^2/2+elfa*spl2[r]*x^5/120+elfa*spl[r]*x^3/6-2beta*spl1[r]*x^4/24; 

jo[i,2]=x^3/6+elfa*spl2[r]*x^6/720+elfa*spl[r]*x^4/24-2beta*spl1[r]*x^5/120; 

jo[i,3]=x^4/24+elfa*spl2[r]*x^7/5040+elfa*spl[r]*x^5/120-2beta*spl1[r]*x^6/720; 

 jo[i,4]=x^5/120+elfa*spl2[r]*x^8/8!+elfa*spl[r]*x^6/6!-2beta*spl1[r]*x^7/7!;  i++]; 

 q2=LinearSolve[ Table[jo[i, j], {i, 4}, {j, 4}],{f1[1],f1[2],f1[3],f1[4]}]; 

    cc[1]=cc[1]+q2[[1]];cc[2]=cc[2]+q2[[2]];cc[3]=cc[3]+q2[[3]];cc[4]=cc[4]+q2[[4]];   k++]; 

su[r]=zs[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]; 

su1[r]=zs1[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]; 

su2[r]=zs2[cc[1],cc[2],cc[3],cc[4]]; 

 s0=spl[r];  s1=spl1[r];  s2=spl2[r]; 

 s3=-elfa*spl[r]*spl2[r]-2beta*(1-s1*s1); 

 s4=-elfa*(s1*s2+s0*s3)+2beta*-s1*s2; 

 z0=su[r];  z1=su1[r];  z2=su2[r]; 

 z3=-elfa*(z0*s2+s0*z2)+2beta*-s1*z1; 

 z4=-elfa*(s3*z0+s2*z1+s1*z2+s0*z3)+2beta*(s2*z1+s1*z2);r++]; 

  Print["Abs[spl1[L]-1]=",Abs[spl1[L]-1]]; 

tk=tk-(spl1[L]-1)/su1[L]; 

 Print["tk=",tk,"     iterations ki=",ki];  ki++]; 

For[r=1,r<=L,  t=z[4]*h+(r-1)*h;  t=t*1;spl[r]=spl[r]*1;  spl2[r]=spl2[r]/1; 

  Print["  x",r,"=",t,"   spl[",r,"]=",spl[r],"   spl'[",r,"]=",spl1[r],"     spl''[",r,"]=",spl2[r]]; 

  r++];  Print["  tk=",tk] 

  Numerical Resultsنتائج عددية:- 3
سكان حيث تم تنفيذ الخوارزمية باستخدام  -لمعادلة فوكنر لحل عدة مسائل خاصة نطبق الخوارزمية المقترحة     

النتائج العددية التي حصمنا عمييا مع نتائج  . لقد تم عرضMathواختصرنا التسمية لـ   Mathematica.11برنامج 
 عددية لبعض الطرائق الأخرى لممقارنة وتوضيح الفعالية العددية.
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 [3,6,12,19]           لأجل Blasiusبلاسيوس تدفق مسألة  :1مسألة
لنتائجنا مقارنات ( 1) في الجدولوندرج  h=0.5بخطوه  [9 ,0]في المجال المقترحة  تنابتطبيق خوارزمي 1نحل المسألة

 . h=0.2بخطوة  [2 ,0]حل آخر لممسألة في المجال  (2) , وندرج أيضاً في الجدولمع طرائق أخرى
 .N=18( مسارات الحل العددي لقيم دالة الحل ومشتقييا الأول والثاني بتجزئة 3)-(1نرسم في الأشكال)

 
 .[12,19]بالخوارزمية المقترحة مع طرائق أخرى Blasius 1لمسألةالعددي الحل  مقارنة :(1جدول )

 [12] 2018شبو الخطية الطريقة  [19] 2018 المنتيية الفروقطريقة  الطريقة الشرائحية المقترحةخوارزمية 
  

   ( )   ( )  ( )    ( )   ( )  ( )    ( )   ( )  ( ) 
0.33206 0.00000 0.000000 0.33206 0.00000 0.00000 0.3320573 0.0000000 0.0000000 0 

0.323007 0.32978 0.165572 0.32301 0.32978 0.16557 0.3230071 0.3297851 0.1655734 1 
0.266752 0.629766 0.650024 0.26675 0.62977 0.65003 0.2667516 0.6297758 0.6500308 2 
0.16136 0.846045 1.39681 0.16136 0.84605 1.39681 0.1613603 0.8460622 1.3968230 3 

0.0642339 0.955518 2.30575 0.06423 0.95552 2.30575 0.0642341 0.9555380 2.3057710 4 
0.0153831 0.991542 3.28327 0.01591 0.99154 3.28333 0.0159068 0.9915627 3.2833090 5 
0.0020473 0.998973 4.27962 0.00240 0.99897 4.27967 0.0024020 0.9989942 4.2796670 6 
0.0001373 0.999922 5.27924 0.00022 0.99992 5.27925 0.0002202 0.9999430 5.2792950 7 
3.6356 E -6 0.999999 6.27921 0.00001 0.99999 6.27929 0.0000124 0.9999994 6.2792810 8 
7.451 E -9 1.000000 7.27921 0.00000 1.00000 7.27922 4E -7 1.0000000 7.2792900 9 

 

 

 .h=0.5بخطوة [0,9]  بالخوارزمية المقترحة في المجال الذي يمثل التدفق  fمسار الحل العددي لـ  (:1الشكل)
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 .h=0.5بخطوة [0,9]  بالخوارزمية المقترحة في المجالالذي يمثل سرعة التدفق   'fمسار الحل العددي لـ  (:2الشكل)

 
 

 

 .h=0.5بخطوة   [0,9]الخوارزمية المقترحة في المجالالذي يمثل اجياد القص ب ''f  مسار الحل العددي لـ  (:3الشكل)
 

لعددي مقارنة  :(2جدول)  .[6,3]مع طرائق أخرى Blasiusالمقترحة لمسألة بالخوارزمية الحل ا
 [6,2017]تىابع بشنىنً انمعذنت [3,2015]خىاسصمٍت انخطىة انثبنٍت  خوارزمية الطريقة الشرائحية المقترحة

  
   ( )   ( )  ( )   ( )  ( )   ( )  ( ) 

0.331857 0.0000000 0.0000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0 

0.331789 0.0663685 0.00663705 0.063475 0.006451 0.066432 0.006644 0.2 

0.331294 0.132689 0.0265444 0.121094 0.025000 0.132802 0.026568 0.4 

0.329936 0.198831 0.0597009 0.173554 0.054545 0.198989 0.059752 0.6 

0.327293 0.264581 0.106051 0.221453 0.094117 0.26473 0.106136 0.8 

0.322970 0.329641 0.165488 0.265306 0.142857 0.329342 0.16557 1.0 

0.316621 0.39364 0.237837 0.305556 0.200000 0.931765 0.237727 1.2 

0.307973 0.456143 0.322844 0.342586 0.264865 0.450948 0.322059 1.4 

0.296849 0.516671 0.420162 0.376731 0.336842 0.506112 0.322059 1.6 

0.283191 0.574721 0.529347 0.408284 0.415385 0.556823 0.524207 1.8 

0.267076 0.62979 0.649852 0.437500 0.500000 0.602947 0.64026 2.0 
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 [11,7]          لأجل Blasiusبلاسيوس  تدفق مسألة :2مسألة
( 3) في الجدول سجلون h=0.1 بخطوه  [0,7.3]بتطبيق خوارزمية الطريقة المقترحة في المجال  2نحل المسألة

( مسارات الحل العددي لقيم دالة الحل ومشتقييا الأول 6)-(4) نرسم في الأشكال. لنتائجنا مع طرائق أخرىمقارنات 
 .N=73والثاني بتجزئة 
لعددي بالخوارزمية المقترحة لمسألة :(3جدول)  .[11,7]مع طرائق أخرى Blasius 2مقارنة الحل ا

 [2010 ,11]انطشٌقت انششائحٍت  [2005 ,7]تحىٌم تفبضهً  تقٌطش الطريقة الشرائحية المقترحة
  

   ( )   ( )  ( )    ( )   ( )  ( )    ( )   ( )  ( ) 
0.469599988 0.0000000 0.00000000 0.469600 0.000000 0.000000 0.4695999 0.0000000 0.00000000 0.00 

0.469563 0.0469591 0.00234798 0.469563 0.046959 0.002348 0.4695632 0.0469590 0.00234798 0.10 

0.469306 0.0939053 0.00939141 0.469306 0.093905 0.009391 0.4693060 0.0939052 0.00939141 0.20 

0.468609 0.140806 0.0211275 0.468609 0.140806 0.021128 0.4686087 0.1408056 0.02112753 0.30 

0.467254 0.187605 0.0375492 0.467254 0.187605 0.037549 0.4672541 0.1876051 0.03754920 0.40 

0.46503 0.234227 0.0586427 0.465030 0.234228 0.058643 0.4650303 0.2342274 0.05864268 0.50 

0.461734 0.280575 0.0843856 0.461734 0.280575 0.084386 0.4617344 0.2805754 0.08438557 0.60 

0.457177 0.326532 0.114745 0.457178 0.326532 0.114745 0.4571774 0.3265323 0.11474475 0.70 

0.45119 0.371963 0.149675 0.451190 0.371963 0.149674 0.4511900 0.3719632 0.14967451 0.80 

0.443628 0.416718 0.189115 0.443628 0.416718 0.189115 0.4436280 0.4167177 0.18911487 0.90 

0.434379 0.460633 0.23299 0.434379 0.460633 0.232990 0.4343791 0.4606325 0.23299009 1.00 

0.361805 0.661474 0.515032 0.361804 0.661474 0.515031 0.3618045 0.6614738 0.51503153 1.50 

0.255669 0.816695 0.886797 0.255669 0.816695 0.886797 0.2556691 0.8166946 0.88679682 2.00 

0.16756 0.901065 1.23153 0.167560 0.901065 1.231528 0.1675603 0.9010654 1.23152762 2.40 

0.0677103 0.969055 1.79557 0.067710 0.969055 1.795568 0.0677103 0.9690546 1.79556791 3.00 

0.0305353 0.98797 2.18747 0.030535 0.987970 2.18746 0.0305352 0.9879704 2.18746725 3.40 

0.011758 0.995944 2.5845 0.011759 0.995944 2.584499 0.0117587 0.9959442 2.58449878 3.80 

0.006874 0.99777 2.78389 0.006874 0.997770 2.783886 0.0068741 0.9977700 2.78388646 4.00 

0.002084 0.999397 3.18338 0.002084 0.999397 3.183383 0.0020840 0.9993966 3.18338270 4.40 

0.000538 0.999859 3.58325 0.000538 0.999859 3.583254 0.0005384 0.9998594 3.58325406 4.80 

0.0002577 0.999936 3.78323 0.000258 0.999936 3.783235 0.0002577 0.9999358 3.78323452 5.00 

3.04488 E-9 1. 6.08322 ----- ------ ------ 0.0000003 1.0000000 6.08321937 7.30 

 

 
 .h=0.1بخطوة [0,7.3]  بالخوارزمية المقترحة في المجال 'fمسار الحل العددي لـ  (:4الشكل)
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 .h=0.1بخطوة [0,7.3]  بالخوارزمية المقترحة في المجال fمسار الحل العددي لـ  (:5الشكل)

 

 
 .h=0.1بخطوة  [0,7.3] بالخوارزمية المقترحة في المجال ''fمسار الحل العددي لـ  (:6الشكل)

 
 

 𝟄[ 0.1988 , 2] [20,17,14,10,9,5]       و حهىل خبصت لأجم  مختهفت تذفق مسبئم :3مسألة

، Blasius ،Pohlhausenمسألة تدفق منيا بالخوارزمية المقترحة وىي مركبة من عدة مسائل خاصة  3نحل المسألة

Hiemenz ،  Homann و Pohlhausen   بتجزئةN=40 (مقارنات لنتائجنا مع طرائق أخرى. 4وندرج في الجدول )
  .لسبع مسائل العددي لقيم دالة الحل ومشتقييا الأول والثاني الشرائحي ( مسارات الحل9)-(7نرسم في الأشكال)

 .و مسارىا ( قيم اجياد القص9( والشكل)4: تبين نتائج الجدول)ملاحظة
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لعددي بالخوارزمية المقترحة لممسألة :(4جدول)  مع طرائق أخرى مختمفة. 3مقارنة الحل ا
انطشٌقت انششائحٍت 

 انمقتشحت

طشٌقت تجمٍع 

 [9,2014]تشبتشٍف

2008 

 [5]أدومٍبن

2009 

 [20]شبه خطٍت

2011 

 [10]تشٍبتشٍف

2013 

 [17] جٍنٍت

2014 

Shooting[14] 
  

1.687218 1.687218 1.683050 1.687218 1.687218 1.687014 1.687218 2 

1.225980 ----------- 1.196315 1.232588 1.232588 1.232465 0.332059 1 

0.925174 0.927680 0.807826 0.927680 0.927680 0.927570 0.927680 0.5 

0.4690000 ----------- 0.491960 0.469600 0.469601 0.469593 0.46900 0.0 

0.3192712 0.319270 0.320189 0.319270 0.319272 0.319572 0.31927 -0.1 

0.215469 0.216361 0.224771 0.216362 0.216376 0.217352 0.21631 -0.15 

0.1286372 ---------- 0.129001 0.128637 0.128682 0.129087 0.128637 -0.18 

0.008416 0.005219 0.005227 0.005229 0.005270 0.006019 0.008416 -0.1988 

 1.15470           ببنطشٌقت انششائحٍت انمقتشحت  Pohlhausenحم مسأنت 

 

 

 لمجموعة من المسائل. h=0.225بخطوة [0,9]  بالخوارزمية المقترحة في المجال 'fمسار الحل العددي لـ  (:7الشكل)
 

 
 لمجموعة من المسائل. h=0.225بخطوة  [0,9] بالخوارزمية المقترحة في المجال fمسار الحل العددي لـ  (:8الشكل)

o
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o
o

o
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

^

^

^

^

^

^
^

^
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

2 4 6 8
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

S'

Spline Algorithm for f '

o o o o o o o o o o o o o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o

^^^^^^^^^^^
^^

^
^^

^
^

^^
^

^^
^
^

^^
^

^
^^

^
^

^^
^

^
^^

^
^

2 4 6 8
x

1

2

3

4

5

6

7

S
Spline Algorithm for f

 

 



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 9149( 6) العدد( 14) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

96 

 
 لمجموعة من المسائل. h=0.225بخطوة [0,9]بالخوارزمية المقترحة في المجال ''fمسار الحل العددي لـ  (:9الشكل)

 

 الاستنتاجات والتوصيات :
تم تحديد صيغة  سكان, -تقديم خوارزمية عددية شرائحية لحل بعض المسائل الخاصة من نمط معادلة فوكنرتم       

ثبات التقارب من المرتبة الثامنة لمسائل تدفقات مختمفة مشيورة اختبارات عددية عدة تم إجراء  .الحد الأعمى لمخطأ وا 
وحالات خاصة  , وتدفق بوىل ىاوسنىيمينزتدفق ىومان, و وتدفق بلاسيوس, تدفق وذات تطبيقات واقعية مثل مسألة 

 مختمفة  عفي مراج تم التوصل إلييا بالخوارزمية المقترحة مع نتائج لطرائق أخرى التي لنتائجاقمنا بمقارنات  متعددة.
, طريقة [19,2018], طريقة الفروق المنتيية[12,2018]طريقة شبو المنحرف الخطية, نذكر منيا[3,5-12,19,20]

, طريقة شوتينغ [9,2014], طريقة تجميع تشيبتشيف[3,2015]خوارزمية الخطوة الثانية ,[6,2017]برنولي المعدلة
الأشكال و  (4)-(1النتائج المدرجة في الجداول)و المقارنات حيث أشارت ويوجد مقارنات مع طرائق أخرى,  [14,2014]

خوارزميتنا المقترحة قدمت حمول ذات دقة عالية وجديرة بالاىتمام وىي قادرة عمى تقديم حمول عددية إلى أن  (9)-(1)
الشرائحية في  الخوارزميةنظراً لمفعالية والدقة العالية التي قدمتيا  . سكان-لأجل أي حالة خاصة من مسائل فوكنر

باستخداميا لحل ىذا النمط من المسائل, والاستمرار في ىذا العمل , نوصي المطروحةممسألة لإيجاد الحل العددي 
 .(Navier-Stokesستوكس ) -معادلات نافييولشرائحية لإيجاد الحمول العددية  اتتطوير تقنيل
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