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  ABSTRACT    
 

In this study, multilayered composite plates will be analyzed (Plates which consists of 

many layers with one or more materials ) using multilayered modified finite element 

displacement approach in the nonlinear case (Large displacements , small rotations). Using 

incremental iterative approach, stiffness matrix, external equivalent loading vector and new 

terms resulting from the application of the modified finite element approach will be 

concluded. 

This study uses a Matlab code for the analysis of composite plates, some examples will be 

computed and plotted. The results of the displacements, stresses, strains and internal forces 

will be computed and plotted for a number of homogeneous isotropic or orthotropic 

multilayered composite plates. Finally results will be compared in order to check the 

validity of our method. 
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 متعددة الطبقات باستخدام عناصر منتيية معدلةاللاخطي لمبلاطات المركبة  التحميل
 

 *د. سميمان أبو دياب 

 **د. بسام حويجة  

 ***ابراىيم حسن 

 (2202 / 4 /38ل لمنشر في ب  ق   . 2023/  8/  13تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 يندرج البحث الحالي ضمن إطار البحوث النظرية في العموم الأساسية .

ة واحدة متوضعة عمى سيتم في ىذا البحث نمذجة البلاطات المركبة المتعددة الطبقات )المؤلفة من عدة مواد أو ماد
ذلك ضمن المجال اللاخطي )انتقالات كبيرة و دروانات عبر اعتماد عناصر منتيية معدلة و تحميميا شكل طبقات( و 

 مبدأ الانتقالات الوىمية سنقوم باستنتاج مصفوفات اعتماداً عمىبيق المنيج التزايدي التكراري صغيرة(. عبر تط
 المعتمدة.الحدود الإضافية الناتجة عن الطريقة الصلابة, شعاع القوى الخارجية و 

كود برمجي لتحميل البلاطات المركبة المتعددة الطبقات في البيئة البرمجية لبرنامج الماتلاب  استخدامكما سنقوم ب
(MATLAB),  قوى المقطع لعدد من الأمثمة تشوىات و رسم مخططات الانتقالات, الإجيادات, الحيث سيتم حساب و

 أخيراو  (Orthotropic( أو متخاصة عمودياً )Isotropicمتخاصة ) لبلاطات متعددة الطبقات مؤلفة من مواد متجانسة
 مقارنة النتائج مع بعضيا و التحقق من فعالية الطريقة المتبعة في الحل.

 
 خطي, طريقة العناصر المنتيية.بلاطات متعددة الطبقات, تحميل لا : بلاطات مركبة,  الكممات المفتاحية
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 مقدمة: 
( ىي بلاطة مصنوعة من مواد مركبة متوضعة Laminated Composite Plate) المتعددة الطبقاتالبلاطة المركبة 

ت العادية المؤلفة من عمى شكل طبقات متتالية و مترابطة مع بعضيا بحيث تعطي خواص ىندسية أفضل من البلاطا
الكربون بحيث اتجاه الألياف مختمف ( عينة من بلاطة مؤلفة من عدة طبقات من ألياف 1. و يبين الشكل )مادة واحدة

بين الطبقات مما يؤمن خواص ىندسية أفضل لمبلاطة في كافة الاتجاىات و ىذه الطبقات مترابطة مع بعضيا 
 باستخدام لاصق إيبوكسي.

 
 عينة مأخوذة من بلاطة متعددة الطبقات مكونة من ألياف الكربون( . 1الشكل )

 
ق مختمفة و ائالمتعددة الطبقات في حالة الانتقالات الكبيرة من قبل عدة باحثين و بطر تم دراسة سموك البلاطات المركبة 

ق العددية كحل بديل يؤمن ائنظراً لمصعوبة الرياضية في حل المعادلات التفاضمية الحاكمة لمسموك استخدمت الطر 
يشمل تحميل البلاطات المركبة المتعددة الطبقات باستخدام طريقة العناصر المنتيية اعتماد إما و  نتائج تقريبية مقبولة.

 الذي يعتبر الأقل انتشاراً. أو مبدأ الطاقة الكامنة الأصغرينموذج الانتقالات أو النموذج اليجين 
سوا البلاطات المتعددة الطبقات بالتفصيل الباحثين الأوائل الذين در  ذكرحيث  [1,2] يمكن العودة إلى مراجع ريدي

التي تمثل  [20-3]كما يمكن الإطلاع عمى المراجع  ضمن المجال اللاخطي وقدم مراجعة تاريخية ليذا المجال,
وتم اختيار  محطات ىامة ساىمت بشكل كبير في تطوير التحميل اللاخطي لمبلاطات المركبة المتعددة الطبقات.

  - ر المنتييةمتعددة الطبقات ضمن المجال اللاخطي وفق طريقة العناصراسة البلاطات الدراسات التالية التي تناولت د
 : و ذلك بيدف مقارنة النتائج  نموذج الانتقالات
المتوسطة السماكة بدراسة البلاطات المركبة متعددة الطبقات الرقيقة و  [11كيم ]قام الباحثين زىانغ و  الدراسة الأولى :

عتماد مبدأ الانتقالات اليندسي باستخدام طريقة العناصر المنتيية نموذج الانتقالات, عبر افي المجال اللاخطي 
أخذا بعين الاعتبار التشوىات العرضية القصية وفق تكراري )طريقة نيوتن رافسون(, و  اتباع منيج تزايديالوىمية و 

الدورانات عمى أطراف العنصر سيم و (, تم الحصول  عمى توابع الFSDTنظرية تشوىات القص من المرتبة الأولى )
متعددة الطبقات أما توابع الانتقالات ضمن المستوي فتم اعتماد ابع تيموشينكو لمجوائز المركبة المنتيي من خلال تو 

 5درجات حرية في كل عقدة و الثانية  4توابع الانتقالات الخطية لمعنصر الرباعي النظامي وفق حالتين الأولى 
الحالة الثانية عنصر منتيي ( و RDKQ-NL20عقدة بحيث توافق الحالة الأولى عنصر منتيي ) درجات حرية في كل

 ( .RDKQ-NL24آخر )
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( يعطيان نتائج مقبولة و بسرعة دون الحاجة لعدد RDKQ-NL24)( وRDKQ-NL20بينت النتائج أن العنصرين )
 . اليندسي )انتقالات كبيرة, دورانات صغيرة(اللاخطي خطوات كبير أو تنعيم الشبكة عند التحميل في المجال 

حمولات. الحالات الممكنة من شروط طرفية و يغطي كافة  كما أنو لا ,قميل نسبياً عدد الأمثمة  أن من سمبيات البحث
 .حسابات المعقدة ولا يعتبر بسيطاً ( يتطمب إجراء المزيد من الRDKQ-NL24أن العنصر المنتيي) إضافة إلى

متعددة الطبقات باستخدام طريقة العناصر دراسة البلاطات المركبة [ ب11آرثر ]قام الباحثين ريدي و  : ةالدراسة الثاني
رية في درجات ح 7العنصر المنتيي الذي اقترحوه يممك اللاخطي اليندسي, ية نموذج ىجين في المجال الخطي و المنتي

 Isotropicخطية )لكنيا ليست متخاصة مرنة مادة البلاطة  كل عقدة )ثلاث انتقالات ودورانين وثلاث عزوم انعطاف(,
نما تم أخذ تأثير تغير خواص المادة في مختمف الاتجاىات و   خاضعة لحمولات ستاتيكية فقط. ىيو  .( Anisotropicا 

فق أخذ تأثير تشوىات القص العرضية و كرارات كما في الدراسة الأولى, و تم اعتماد طريقة نيوتن رافسون لإجراء الت
 ( .FSDTنظرية تشوىات القص من المرتبة الأولى )

ء منحني السيم مع تزايد زيادة عدد الطبقات يساىم في تخفيف الأثر اللاخطي الذي يسبب انحنا أنتم التوصل إلى 
بشكل أكثر وضوحاً منو في البلاطات الرقيقة و  يظيرأن الأثر اللاخطي في البلاطات السميكة  لوحظ. كما الحمولة

 ذلك يعود إلى وجود تشوىات القص العرضية .
متعددة الطبقات في المجال ة البلاطات و القشريات المركبة [ بدراس12قام مجموعة من الباحثين ] : الدراسة الثالثة

درجة حرية حيث لكل عقدة خمس  12( بأربع عقد و MISQ20اللاخطي اليندسي باستخدام عنصر منتيي مستوي)
( لإجراء التكرارات, و Arc-Length Methodدرجات حرية )ثلاث انتقالات و دورانين(. اعتمدوا طريقة طول القوس )

( . تم حساب مصفوفات FSDTأخذ تأثير تشوىات القص العرضية وفق نظرية تشوىات القص من المرتبة الأولى )
الغشائي( عبر إجراء التكاملات عمى حواف العنصر المنتيي -المشترك الانعطافي الصلابة )اليندسية و مصفوفة العمل

 المنعم مما أعطى نتائج جيدة حتى عند القيام بتقسيم عشوائي خشن لمبلاطة.
( يعطي نتائج أقرب لمحل التجريبي و أكثر دقة من MISQ20أن العنصر المعتمد في ىذه الدراسة ) نتائجبينت ال

( عمى MISQ20العنصر )ىذا حافظ . حيث (RDKQ-NL24( و )RDKQ-NL20ييا العنصرين )النتائج التي يعط
أشكال ىندسية غير منتظمة فييا شبكة خشنة أو بلاطات ذات  دقة الحمول التي يعطييا حتى في الحالات التي اعتمدت

 و لا يحتاج حسابات معقدة . اً بالإضافة إلى أن العنصر يعتبر بسيط
 

 : أىدافوأىمية البحث و 
لفيم  )لاخطي( تعقيداً  إجراء تحميل أكثر متعددة الطبقاتدام المتزايد لمبلاطات المركبة الانتشار الواسع و الاستخ يتطمب

ىذا البحث  المتبعة فيطريقة العناصر المنتيية  تساىم سموك ىذه العناصر و استخداميا بالشكل الصحيح و الفعال.
 .بشكل كبير حالة اللاخطيةالفي توفير الوقت اللازم لحل مسائل البلاطات في 
 و يمكن تمخيص أىداف البحث بالنقاط التالية :

  البحث عن الحمول الخاصة لممعادلات التفاضمية في المجال اليندسي اللاخطي و استخداميا كتوابع تقريبية في التطبيق •
ة للانتقالات و استنباط توابع الشكل و مصفوفات الصلابة و أشعة القوى الخارجية من اختيار التوابع التقريبي •

 مبدأ الانتقالات الوىمية.
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 .Matlabبرمجة الطريقة بالكامل باستخدام الـ •
 دراسة عدد من الأمثمة وفق البرنامج المعد. •
 الطريقة المتبعة.البحث عن الحمول التحميمية المتوفرة و مقارنة النتائج لمتحقق من فعالية  •
 

 :  طرائق البحث ومواده
إنجاز تحميل لا  الإمكانصبح ببحيث أ [28-24]الأسس النظرية و البرمجية الواردة في المراجع البحث عمى  بني

دسية و أشعة القوى الخارجية مصفوفات الصلابة الخطية و الين جمعت حيثمتعددة الطبقات خطي لمبلاطات المركبة 
عدد من الأمثمة العممية و قورنت نتائجيا مع نتائج  كما درس. المعدل بحيث أصبح متعدد الطبقاتالمنتيي معنصر ل

 متعدد الطبقات المعتمد.فاعمية العنصر المنتيي المعدل  مماثمة من الأدبيات العالمية بيدف اختبار
 متعددة الطبقات : حميل اللاخطي لمبلاطات المركبة الت

و باعتماد  ( )ذات السماكة الكمية  متعددة الطبقاتمن البلاطة  (  )ذات السماكة  ( )باعتبار لدينا طبقة 
فرضيات نظرية تشوىات القص من المرتبة الأولى بالإضافة إلى أننا نعتبر الترابط بين طبقات البلاطة ترابط تام و 

الطبقة الواحدة ثم لكامل مادة الطبقة الواحدة مرنة خطية سنوضح العلاقات اللازمة لحساب القوى و العزوم ضمن 
 البلاطة.

( يعامد السطح الوسطي و يتجو نحو z( و المحور )x , yضمن المستوي ) واقعمبلاطة ل بفرض السطح الوسطي
( و فق المحاور u , v , wىي ) بلاطةو باعتبار أن مركبات شعاع الانتقال لنقطة ما من السطح الوسطي لم الأسفل

(x , y , zعمى التوالي ). درجات حرية ىي بخمسالتعبير عن انتقالات أي نقطة من السطح الوسطي لمبلاطة  يمكن 
 .(y( و )x) المحورين ( و دورانين حولx , y , zور )اوفق المح ثلاث انتقالات

*  +  ,            -                                                             ( )  

 عن حقل الانتقالات ضمن البلاطة كما يمي : التعبيريتم و 
 (     )    (   )      (   )             (   )   

  

  
                 ( )  

                (     )    (   )      (   )             (   )    

  
         ( ) 

                                  (     )    (   )                                                       ( ) 
 عمى التوالي . (x , y , z): الانتقالات عند المستوي الوسطي لمبلاطة وفق المحاور  (        ) 
 عمى التوالي . (x , y): دورانات المستوي الوسطي لمبلاطة وفق المحاور  (     )

 : المقطعقوى 
( و قوى قص شاقولية تؤثر عمى جانبي الجزء    ( و عزم فتل )      لعزوم انعطاف ) التفاضمي يخضع الجزء

يتم الحصول عمى قوى المقطع ىذه  .(           يخضع لقوى ضمن المستوي )( و كذلك       المقتطع )
 السطوح المؤثرة عمييا ىذه القوى كما يمي :من خلال تحصيل الإجيادات عمى  (k)ضمن الطبقة 
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 طبقة n( . مقطع عرضي في بلاطة مركبة متعددة الطبقات مؤلفة من 2الشكل )

{
  
  
}    ∫ {

   
   
}    

  
 

 
  
 

                       ( )  

 ىو عامل تصحيح القص .  حيث : 

{

  
  
   

}  ∫ {

  
  
   
}      

    

     
                ( )  

{

  
  
   

}  ∫ {

  
  
   
}    

    

     
                      ( )  

 عممية تجميع عمى كافة الطبقات :تجري البلاطة  لمحصول عمى قوى المقطع لكامل
{
  
  
}    ∑ ∫ {

   
   
}    

    
  

 
                     ( )  

{

  
  
   

}  ∑ ∫ {

  
  
   
}      

    
  

 
                  ( )  

{

  
  
   

}  ∑ ∫ {

  
  
   
}    

    
  

 
                       (  )  

 الانتقالات و تكتب بالشكل المصفوفي كما يمي : –علاقات التشوىات 

{
 
 

 
 
  
  
   
   
   }
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( )

  
( )
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( )

   
( )
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  }
  
 

  
 

    (  )  

 (.الانحناءات: شعاع يعبر عن التشوىات الانعطافية ) ( ) , : شعاع يمثل التشوىات الغشائية ( )  حيث :
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تتغير بشكل خطي عبر سماكة  (         )أن التشوىاتلاحظ استناداً لنظرية تشوىات القص من المرتبة الأولى ي
 ثابتة عبر ىذه السماكة. (       )البلاطة بينما تشوىات القص العرضانية 

 قانون السموك :
 Linear elastic)بين الإجيادات و التشوىات لمادة مرنة خطية متجانسة متخاصة عمودياً  تكون العلاقات

homogenous orthotropic material) لمطبقة اعتبار حالة الإجيادات المستوية و ب(k) : 

{
 
 

 
 
  
  
   
   
   }
 
 

 
 
( )

 

[
 
 
 
 
         
         
       
       
       ]

 
 
 
 
( )

 

{
 
 

 
 
  
  
   
   
   }
 
 

 
 
( )

                (  )  

   
( )  

  
( )

     
( )    

( )              
( )  

  
( )

     
( )    

( )                           (  )  

   
( )     

( )  
   

( )   
( )

     
( )    

( )
                                                            (  )  

   
( )     

( )             
( )     

( )          
( )     

( )                 (  )  
  
( )   

 عمى التوالي. (x,y)وفق الاتجاىين  (k): عامل يونغ لمادة الطبقة  ( )
   

( )    
( )    

 عمى التوالي. (xy,xz,yz)وفق المستويات  (k): عامل القص لمادة الطبقة  ( )
   

 . (k): عامل بواسون لمطبقة  ( )
و إنما تصنع  (   )لا تنطبق عمى المحاور العامة لمبلاطة  (     )أي  (k)عندما تكون المحاور الخاصة بالطبقة 

 مقاسة عكس عقارب الساعة تصبح العلاقات السابقة : (  )معيا زاوية 

 
 (k)( . المحاور الخاصة بالطبقة 3الشكل )

{
 
 

 
 
  
  
   
   
   }
 
 

 
 
( )

 

[
 
 
 
 
 
 ̅   ̅   ̅    

 ̅   ̅   ̅    

 ̅   ̅   ̅    

    ̅   ̅  
    ̅   ̅  ]

 
 
 
 
 
( )

 

{
 
 

 
 
  
  
   
   
   }
 
 

 
 
( )

                               (  )  

[ ̅( )]  , - [ ( )] , -                                                                                           (  )  
 العامة لمبلاطة و تعطى كما يمي  إلى الإحداثيات (k): ىي مصفوفة التحويل من الإحداثيات الخاصة بالطبقة  - ,

, -  

[
 
 
 
 
           
          
              
      
     ]

 
 
 
 

                                                          (  )  

 (  )            (  )      حيث :
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 كما يمي : (10)و  (9)و  (8) في العلاقات (17)و تصبح علاقات قوى المقطع بعد تعويض العلاقة 

{

  
  
   

}  ∑ ∫ [

 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  

]

( )

 ({

  
( )

  
( )

   
( )

}    {

  
( )

  
( )

   
( )

})    
    
  

 
        (  )  

{

  
  
   

}  ∑ ∫ [

 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  

]

( )

 ({

  
( )

  
( )

   
( )

}    {

  
( )

  
( )

   
( )

})      
    
  

 
          (  )  

{
  
  
}    ∑ ∫ [

 ̅   ̅  
 ̅   ̅  

]

( )

 {
   

( )

   
( )}    

    
  

 
                                                           (  )  

 
 : والمناقشةالنتائج 

 تطبيق مبدأ الانتقالات الوىمية و استنتاج الحدود الجديدة : 
في حالة الانتقالات الكبيرة )اليندسية  المركبة متعددة الطبقاتلتحميل البلاطات مبدأ الانتقالات الوىمية تم اعتماد 

من وضعية بدائية معمومة )الحالة الخطية( إلى وضعية مجاورة  تم الانطلاقحيث اللاخطية و الفيزيائية الخطية( 
 :متغير تزايد الطاقة الكمية لموسط المتشوه مساوياً لمصفرليكون مجيولة )مبدأ التشويش( 

δ π                                                                                         (  )  
وفق المقولة الأولى لحساب المتغيرات لتحقق معادلات التوازن ضمن عنصر تفاضمي من الوسط  و ىذه الصيغة مكافئة

 الإنشائي و تحقق معادلات التوازن عمى أطراف ىذا الوسط و ذلك بالشكل التكاممي.
توازنة( باعتماد المنيج التزايدي لتحويل المسألة اللاخطية إلى مسألة خطية نعطي انتقالات حالة مستقرة أساسية )م

  معمومة 
 و يكون : )مبدأ التشويش(   ̃ فينتقل الجسم إلى وضعية غير مستقرة )مجاورة( انتقالاتيا    تزايداً بمقدار   

 ̃    
                                                                                        (  )  

 ( .incrementتصف ما يسمى تزايد )   : 
 بحسب مبدأ الانتقالات الوىمية لدينا متغير الطاقة الكمية لمحالة الأساسية كما يأتي : 

    ∫    
    

   
 

 ∫     ̃    
 ∫     ̃     

           (  )  
   حيث : 

 )المتوازنة( عمى التوالي.موترة الإجيادات و التشوىات في الحالة الأساسية  ,      :  
 جزء من سطح الجسم خاضع للإجيادات. :   القوى الخارجية الحجمية و السطحية عمى التوالي , :   ̃ ,  ̃ 

ىي حالة انتقالات غير معمومة و كذلك حالة الإجيادات الموافقة ليا فيجب في البدء أن ننطمق من حالة   ̃ و لأن 
 توازن أساسية معمومة و نعطي تزايداً لحالة الانتقالات بمقدار صغير جداً.

 ̃     ̃                                                                                 (  )  
 و ىذا ما يؤدي إلى تزايد في التشوىات و الإجيادات كما يأتي : 

       
                 

                                                   (  )  
 تنسوري الإجياد و التشوه عمى التوالي لمحالة البدائية )الحالة الخطية( .            :

 تزايد صغير في تنسوري الإجياد و التشوه عمى التوالي ناتج عن تطبيق تزايد صغير في الانتقال .            :
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إذا بدأنا من حالة التوازن الأساسية و و باعتبار أن ىذا التزايد صغير يمكن معالجة المسألة عمى غرار الحالة الخطية 
بحساب المتغير الأول لمطاقة الكمية في الحالة المجاورة و اعتبار أن  نصل إلى ما يسمى المنيج التكراري التزايدي.

 :نفسيا نحصل عمى   ̃ و ليس     المقادير التي تخضع لمتغيير ىي 
∫  (    ) 

    (   
      )   

 ∫  ̃  (   )   
 ∫  (   ) ̃     

               (  )  
∫  (    ) 

       
   

 
 ∫  (    ) 

           
 ∫  ̃  (   )   

 ∫  ̃  (   )    
      (  )  

 .تنسور ثوابت المرونة       :حيث : 
                                        (  )  

إلى الحالة الثنائية الأبعاد لحالة لمبلاطات  )التكامل عمى حجم( و بالانتقال من الحالة الثلاثية الأبعاد لموسط الإنشائي
و تعويض تابع الانتقال في مبدأ الانتقالات الوىمية, و أخذ المتغير الأول, و من ثم استخدام  )التكامل عمى مساحة(

مبدأ التشويش )أخذ حالة توازن مجاورة لمحالة الأساسية ( نحصل عمى صيغ مصفوفات الصلابة و أشعة القوى المركزة 
 في العقد و المكافئة لمحمولات الموزعة.

,  -   ̅               ,        -  ,  -                  (  )  
,  -   ̅                                                                              (  )  

 .و المعبرة عن السموك الانعطافي مصفوفة الصلابة الخطية لمبلاطة المركبة المتعددة الطبقات   : 
 و المعبرة عن السموك القصي. مصفوفة الصلابة الخطية لمبلاطة المركبة المتعددة الطبقات   : 
 .: مصفوفة الصلابة اليندسية   
 : الحد الجديد الناتج عن استخدام العنصر المنتيي المعدل.   قوى الخارجية المؤثر عمى البلاطة, : شعاع ال   

 كما يمي : يمكننا التعبير عن الانتقالاتفإنو باعتماد توابع الشكل لمعنصر الرباعي النظامي 
  ∑   ( 

    )   
 
           ∑   ( 

    )   
 
            ∑   ( 

    )   
 
       (  )  

   ∑   ( 
    )    

 
             ∑   ( 

    )    
 
                                                    (  )  

  ( 
    )  

 

 
(    )(    )             ( 

    )  
 

 
(    )(    )                 (  )  

  ( 
    )  

 

 
(    )(    )             ( 

    )  
 

 
(    )(    )                 (  )  

 جزء المتجانس فقط من توابع الشكل.و ىي تمثل ال
مول باستخدام الطريقة المعدلة يفترض أن تحقق التوابع التقريبية المعادلة التفاضمية بالشكل الدقيق لكن لصعوبة إيجاد ح

لمعادلة فون كارمن )التي تعبر عن السموك اللاخطي لمبلاطات( و باعتبار أننا ندرس السموك اللاخطي كسمسمة من 
 الخطوات الخطية الصغيرة سنكتفي باستخدام توابع تقريبية تحقق المعادلة التفاضمية لبلاطة كيرشوف.

المعادلة التفاضمية الحاكمة لسموك البلاطة في و مطابقة طرفي  (ACM)اعتماد تابع الانتقال لمعنصر المنتيي يمكننا 
ثم تطبيق خوارزمية طريقة العناصر المنتيية, ىذه الخطوات  بعد اختيار تابع الحمولة ككثير حدودالحالة الخطية 

بع الشكل بعد تحديد توا .غير المتجانس من توابع الشكل ءلينتج لدينا الجز  [28-24]موضحة بالتفصيل في المراجع 
 بجزأييا المتجانس و غير المتجانس أصبح بإمكاننا تحديد مصفوفات الصلابة السابقة و أشعة القوى الخارجية.

 :  و يمكن تفصيميا إلى جزأين   مصفوفة الصلابة الخطية 
  مصفوفة الصلابة الخطية الناتجة عن السموك الغشائي لمبلاطة    : 

    ∫ (  )
           

                                   (  )  
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و تعبر عن  عمى التوالي (   )بالنسبة إلى  توابع الشكل الجزء المتجانس من المرتبة الأولىل الجزئية مشتقاتال:    
 السموك الغشائي لمبلاطة.

   

[
 
 
 
 
   

  

   

  

   

  

   

  
                

    
   

  

   

  

   

  

   

  
            

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  
            ]

 
 
 
 

        (  )  

 مصفوفة ثوابت المرونة المعبرة عن السموك الغشائي لكافة طبقات البلاطة.:    

   ∑ [

 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  

]

( )

 (       )
 
                (  )  

مصفوفة الصلابة الناتجة  استنتاج يصبح بإمكانناو الانتقال إلى جممة الإحداثيات الطبيعية و باعتماد التكامل العددي 
 عن السموك الغشائي كما يمي :

    ∫ ∫ (  )
                

  
  

  

  

  
            (  )  

 لمبلاطة  الناتجة عن السموك الانعطافي مصفوفة الصلابة الخطية    : 
    ∫ (  )

           
                                             (  )  

و تعبر عن  عمى التوالي (   )بالنسبة إلى  الأولى توابع الشكل الجزء المتجانس من المرتبةالجزئية لمشتقات ال:    
 لمبلاطة. السموك الانعطافي

   

[
 
 
 
             

   

  

   

  

   

  

   

  
    

                
   

  

   

  

   

  

   

  

            
   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  ]
 
 
 
 

        (  )  

 لكافة طبقات البلاطة. السموك الانعطافيلمرونة المعبرة عن مصفوفة ثوابت ا:    

   
 

 
∑ [

 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  
 ̅   ̅   ̅  

]

( )

 (    
    

 ) 
            (  )  

    ∫ ∫ (  )
                

  
  

  

  

  
                   (  )  

 :    مصفوفة الصلابة القصية 
   ∫ (  )

           
                                                    (  )  

وك و تعبر عن السم عمى التوالي (   )بالنسبة إلى  من المرتبة الأولىو مشتقاتيا : توابع الشكل الجزء المتجانس    
 لمبلاطة. القصي

   [
        

   

  

   

  

   

  

   

  
            

        
   

  

   

  

   

  

   

  
            

]        (  )  

 لكافة طبقات البلاطة. لمرونة المعبرة عن السموك القصيمصفوفة ثوابت ا:    

     ∑ [
 ̅   ̅  
 ̅   ̅  

]

( )

 (       )
 
                         (  )  

   ∫ ∫ (  )
                

  
  

  

  

  
                          (  )  

 :    مصفوفة الصلابة اليندسية 
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   ∫ ( )        
 

                                                         (  )  
 .عمى التوالي (   )لأولى بالنسبة إلى توابع الشكل الجزء المتجانس من المرتبة ال الجزئية مشتقاتال:   

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

  

   

  

   

  

   

  
                

   

  

   

  

   

  

   

  
                

    
   

  

   

  

   

  

   

  
            

    
   

  

   

  

   

  

   

  
            

        
   

  

   

  

   

  

   

  
        

        
   

  

   

  

   

  

   

  
        

            
   

  

   

  

   

  

   

  
    

            
   

  

   

  

   

  

   

  
    

                
   

  

   

  

   

  

   

  

                
   

  

   

  

   

  

   

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                (  )  

 .كافة طبقات البلاطةو تجميعيا عمى  مصفوفة الإجيادات البدائية و يتم حسابيا:   

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
                  
                  
                  
                  
                  

      
  

  
    

  

  
      

      
  

  
    

  

  
      

        
  

  
    

  

  
     

        
  

  
     

  

  
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                             (  )  

   ∫ ∫ ( )                
  

  

  

  
            (  )  

 :   شعاع القوى الخارجية 
   ∫ ( )      

 
                                              (  )  

 شدة الحمولة الخارجية المؤثرة عمى البلاطة.  مصفوفة تحوي توابع الشكل الجزء المتجانس ,   حيث : 
   ∫ ∫ ( )              

  

  

  

  
                   (  )  
 :   الحد الجديد الناتج عن العنصر المنتيي المعدل 

تجانس ينتج من جداء توابع الشكل الجزء المتجانس و توابع الشكل الجزء غير المتجانس مع ملاحظة أن الجزء غير الم
بعبارة أدق ينتج ىذا الحد من جداء متغير توابع الشكل  المتغير يصبح مساوي لمصفرعند أخد  يمثل قيمة معمومة أي

فوفات الأربعة أقسام موافقة لممص ةأربع سيشمل ىذا الحد الجزء المتجانس و توابع الشكل الجزء غير المتجانس.
 مع استبدال توابع الشكل الجزء المتجانس بتوابع الشكل الجزء غير المتجانس.الموضحة سابقا 

   

∫ (  )
      ̅     

 ∫ (  )
      ̅     

 ∫ (  )
      ̅     

 

∫ ( )     ̅   
 

                                     (  )  
لكن بدلًا من اشتقتاق  (          )مشابية تماما لممصفوفات السابقة  (̅   ̅   ̅   ̅ )حيث أن المصفوفات 
 .ير المتجانسمجزء غباشتقاق توابع الشكل لتجانس نقوم توابع الشكل الجزء الم
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   ∫ ∫ (  )
      ̅          

  
  

  

  

  
    ∫ ∫ (  )

      ̅          
  

  

  

  

  
    

∫ ∫ (  )
      ̅          

  
  

  

  

  
    ∫ ∫ ( )     ̅           

  

  

  

  
                     (  )  

تم استخراج المصفوفات و الحدود السابقة لعنصر منتيي واحد يبقى عمينا التجميع عمى كافة عناصر المسألة بعد أن 
الأمثمة  المدروسة و استخراج المصفوفات العامة و ىذا ما سيقوم بو الكود المعد بمغة الماتلاب سنعرض الآن بعض

 .المدروسة باستخدامو
 النتائج والأمثمة العددية : 

و  [30,31]قورنت النتائج الناجمة عن استخدام العنصر الحالي المؤلف من طبقة واحدة مع تمك الواردة في المراجع 
تبين أن النتائج متقاربة مما يشير إلى أنو بإمكاننا ان نستخدم و  .التي استخدمت فييا طريقة الفروقات المحددة

نعرض فيما يمي بعض حمول مسائل البلاطات للاخطي لمبلاطات و ة عن السموك االخوارزميات الحالية مبدئياً لأخذ فكر 
, و عامل سماكة الطبقات ضمن البلاطة الواحدة متساويةاعتمدت في كافة الأمثمة المدروسة  المتعددة الطبقات.

. تصحيح القص
 

 
بدءاً خطوات تتزايد  12تم اعتماد طريقة نيوتن رافسون في تطبيق التكرارات و تقسيم الحمولة إلى . /

 .(    )تم اعتماد مقدار التقارب )الدقة( مساوي إلى الصفر حتى القيمة النيائية.  من
 : بلاطة مربعة متناظرة و موثوقة من أطرافيا الأربعة 

مؤلفة  (                 )و سماكتيا  (              )أبعادىا في المسقط الأفقي 
 (             )من أربع طبقات مرتبة بالاتجاىات 

            ) : x عوامل المرونة بالاتجاه
                  ) 

            ) y : بالاتجاه
                  ) 

                    ) عوامل القص
                  ) 

 (               )عامل بواسون 
 .(                   )و البلاطة خاضعة لحمولة موزعة بانتظام شدتيا الكمية 

لراحة  .المعدلتم حساب السيم في مركز البلاطة المربعة وفق الكود المعد بمغة الماتلاب و الناتج عن العنصر المنتيي 
الحل الناتج عن اعتماد النظرية  و كذلك [21] مثل زىانغ و كيم التي توصل إلييا باحثين آخرين النتائج القارئ نورد

 .(1موضحة في الجدول ) و ىي [29] ةالتجريبي و نتائج الاختبارات (CPT) الكلاسيكية لمبلاطات
 

 ( : السيم في مركز البلاطة الموثوقة1الجدول )
 السيم وفق التحميل اللاخطي

   (  ) 
السيم وفق التحميل الخطي 

   (  )   
    (   ) 

 العنصر المعدل
زىانغ و 

 كيم
 CPT التجريبي

العنصر 
 المعدل

 زىانغ و كيم

0.0733 
(1.682) 

0.0612 
(1.554) 

0.078 
(1.981) 

0.083 
(2.108) 

0.0812 
(2.062) 

0.0842 
(2.139) 

0.4 
(0.28x10-2) 

0.1068 
(2.713) 

0.0960 
(2.438) 

0.122 
(3.099) 

0.143 
(3.632) 

0.1624 
(4.125) 

0.1684 
(4.277) 

0.8 
(0.55x10-2) 
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0.1311 
(3.33) 

0.1204 
(3.058) 

0.148 
(3.759) 

0.178 
(4.521) 

0.2436 
(6.187) 

0.2525 
(6.413) 

1.2 
(0.83x10-2) 

0.1544 
(3.922) 

0.1393 
(3.538) 

0.174 
(4.419) 

0.200 
(5.08) 

0.3247 
(8.247) 

0.3367 
(8.552) 

1.6 
(1.1x10-2) 

0.1723 
(4.376) 

0.1549 
(3.934) 

0.187 
(4.75) 

0.226 
(5.74) 

0.4059 
(10.31) 

0.4209 
(11.691) 

2.0 
(1.38x10-2) 

 
اللابعدي ( و كذلك المخطط 3كما تم رسم مخطط تزايد السيم في مركز البلاطة مع تزايد الحمولة في كل خطوة الشكل )

.لتزايد السيم 
 

 
.مع تزايد الحمولة  /

    

    
 كونو يوضح الاختلافات بين طرق الحل بشكل أكبر.( 4) الشكل / 

 

 
 الموثوقة المربعة في مركز البلاطةمع الحمولة ( : مخطط تزايد السيم 4الشكل )
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.اللابعدي  السيم العلاقة بين( : 5الشكل )

 

 
.و الحمولة اللابعدية  /

    

     
 الموثوقة المربعة في مركز البلاطة /

 
من الواضح لدينا أن النتائج التي حصمنا عمييا )السيم في مركز البلاطة( عند استخدام العنصر المنتيي المعدل 
المقترح ىنا عمى توافق كبير مع النتائج التي حصل عمييا زىانغ و كيم و مع النتائج التجريبية أيضاً في حين أن النتائج 

 كانت كبيرة و مبالغ بيا إلى حد ما. (CPT)التي أعطتيا النظرية الكلاسيكية لمبلاطات 
  : بلاطة مربعة متمفصمة من أطرافيا الأربعة 
  )أبعادىا في المسقط الأفقي  حيث أن من أطرافيا الأربعة ذات استناد بسيط )متمفصمة( بلاطة مربعةلدينا 

و مؤلفة من ثمانية طبقات مرتبة جميعيا  (                   )و سماكتيا  (            
 (            )عامل بواسون   : , خواص المادة ضمن كل طبقة(  )باتجاه واحد 

         ):  xعوامل المرونة بالاتجاه 
                   ) 

           ) : y بالاتجاه الآخر أي
                   ) 

                  )عوامل القص كانت كالتالي 
                   ) 

  (                   ) و البلاطة خاضعة لحمولة موزعة بانتظام شدتيا الكمية
تم حساب السيم في مركز البلاطة المربعة وفق الكود المعد بمغة الماتلاب و الناتج عن العنصر المنتيي المعدل 

مجموعة من النتائج لباحثين آخرين قاموا بدراسة المثال السابق مثل زىانغ  الدراسة, و لراحة القارئ نورد المقترح في ىذه
 ةالتجريبي و نتائج الاختبارات (CPT)كما سنورد الحل الناتج عن اعتماد النظرية الكلاسيكية لمبلاطات  [21]و كيم 
 (.1موضحة في الجدول ) و ىي [29]في المرجع  ةالوارد
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 : السيم في مركز البلاطة ذات الاستناد البسيط( 2الجدول )
 السيم وفق التحميل اللاخطي

   (  ) 
السيم وفق التحميل الخطي 

   (  )   
    (   ) 

 العنصر المعدل
زىانغ و 

 زىانغ و كيم العنصر المعدل CPT التجريبي كيم

0.0832 
(2.113) 

0.0779 
(1.979) 

0.081 
(2.057) 

0.078 
(1.981) 

0.0902 
(2.291) 

0.0906 
(2.301) 

0.4 
(0.28x10-2) 

0.1426 
(3.622) 

0.1313 
(3.335) 

0.140 
(3.556) 

0.127 
(3.226) 

0.1804 
(4.582) 

0.1812 
(4.602) 

0.8 
(0.55x10-2) 

0.1843 
(4.681) 

0.1708 
(4.338) 

0.177 
(4.496) 

0.156 
(3.962) 

0.2706 
(6.873) 

0.2718 
(6.904) 

1.2 
(0.83x10-2) 

0.2184 
(5.547) 

0.2023 
(5.138) 

0.215 
(5.461) 

0.178 
(4.521) 

0.3608 
(9.164) 

0.3624 
(9.205) 

1.6 
(1.1x10-2) 

0.2305 
(5.855) 

0.2287 
(5.809) 

0.230 
(5.842) 

0.188 
(4.775) 

0.4510 
(11.455) 

0.4529 
(11.504) 

2.0 
(1.38x10-2) 

اللابعدي ( و كذلك المخطط 5تزايد السيم في مركز البلاطة مع تزايد الحمولة في كل خطوة الشكل )كما تم رسم مخطط 
.لتزايد السيم 

 

 
.مع تزايد الحمولة  /

    

    
 ( كونو يوضح الاختلافات بين طرق الحل بشكل أكبر.6الشكل ) / 

 

 
 ذات الاستناد البسيط المربعة في مركز البلاطةمع الحمولة ( : مخطط تزايد السيم 6الشكل )
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.اللابعدي  السيم العلاقة بين( : 7الشكل )

 

 
.و الحمولة اللابعدية  /

    

     
 ذات الاستناد البسيط المربعة في مركز البلاطة /

 
توضح النتائج التي حصمنا عمييا )السيم في مركز البلاطة( عند استخدام العنصر المنتيي المعدل المقترح ىنا عمى 
توافق كبير مع النتائج التي حصل عمييا زىانغ و كيم و مع النتائج التجريبية أيضاً في حين أن النتائج التي أعطتيا 

 كانت صغيرة و أقل من المتوقع. (CPT)النظرية الكلاسيكية لمبلاطات 
 

 : الاستنتاجات والتوصيات
 اد الحل العددي لمعادلة تم استخدام طريقة العناصر المنتيية المعدلة في إيجVon Karman  في المجال

 اليندسي اللاخطي لمبلاطات المتعددة الطبقات اعتماداً عمى الشكل التزايدي لمبدأ الانتقالات الوىمية.
 الناتجة مع حمول أخرى معروفة في الأدبيات العالمية استخدمت طريقة العناصر المنتيية مقارنة الحمول       

 لمبلاطات الوحيدة الطبقة. Von Karmanوطريقة الفروقات المحددة في حل معادلة 
 حالات اليندسية اللاخطية ل الشكل التزايدي النتائج الأولية إلى قدرة الطريقة المعدلة عمى التعامل مع تشير   

والفيزيائية اللاخطية بالرغم من اشتراط الطريقة المعدلة استخدام توابع تقريبية محققة لممعادلة التفاضمية عمى مستوى 
 العنصر إذ يمكن بشكل تقريبي استخدام حل المعادلة التفاضمية لمحالة الخطية كتقريب أولي لمحالة اللاخطية.

 لة نتائج سريعة و قيماً مبدئية لما يمكن توقعو من نتائج عند سموك طرق جديدة لمحل.تقدم الطريقة المعد 
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