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 ملخّص  

 
المعادلات التفاضلية الجبرية ذات أدلة عالية. تعتمد من عددية لحل منظومة  طريقةتم في هذا البحث تقديم 

لحل ا يجادلإيع الطريقة على تقريب دالة الحل بكثيرة حدود شرائحية من الدرجة الثامنة واستخدام خمس نقاط تجم
منظومة من حل لعند تطبيقها الثامنة الرتبة تكون مستقرة ومتقاربة من  ةقي. تبين الدراسة أن الطر في كل خطوةالعددي 

وبشكل عام، عند تطبيق الطريقة لمنظومة من المعادلات  .الواحد يساويدليلها  الخطية جبريةالتفاضلية اللمعادلات ا
 . u-9 تكون مستقرة ومتقاربة من الرتبة u-التفاضلية الجبرية دليلها

المقدمة بحل أربع مسائل ذات أدلة مختلفة حيث تشير النَتائِج العددية إلى فعالية الطريقة وقد تم اختبار فعالية 
 مقارنة مع بعض الطرائق الأخرى.المقدمة بال الشرائحيةطريقة الوكفاءة 
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we introduce a numerical method for solving systems of high-index 

differential algebraic equations. This method is based on approximating the exact solution 

by spline polynomial of degree eight with five collocation points to find the numerical 

solution in each step. The study shows that the method when applied to linear differential-

algebraic systems with index equal one is stable and convergent of order 8, while it is 

stable and convergent of order 9-u for index equal u . 

Numerical experiments for four test examples and comparisons with other available 

results are given to illustrate the applicability and efficiency of the presented method. 
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 :ةمقدم
 ةالتفاضلية الجبرية في العديد من الفروع التطبيقية والعلمية نذكر على سبيل المثال هندستنشأ المعادلات 

الكهرباء ـ الإلكترون ـ الديناميك الآلي ـ ديناميك السيارات وأنظمة الشبكات الكهربائية وأنظمة توزيع المياه  -الميكانيك 
قة شرائحية تعتمد على خمس نقاط تجميع لإيجاد الحلول والمسائل الفيزيائية والكيميائية. سنعالج في هذا البحث طري

لصعوبتها ولهذا  ا  دليل المعادلة التفاضلية الجبرية مقياس د  يعالعددية للمعادلات التفاضلية الجبرية ذات دليل عال. 
فضة الدقة منخعددية  قدم حلولا  ي الآخر وبعضهاالطرائق العددية تفشل في إيجاد الحلول العددية  بعضالسبب نجد أن 

 المعادلات عن الواحد. هذه دليل يزيد خاصة عندما 
كرست مؤخرا الكثير من الدراسات والأبحاث لتطوير طرائق عددية لحل منظومات المعادلات التفاضلية الجبرية 

 .[1]بأدلة مختلفة بدءا من الدليل واحد وحتى أربعة 
ضمنية الجبرية التفاضلية المعادلات للالقيم الابتدائية أن التقريب المباشر لمسائل  [1]في  الدراسات أظهرتلقد 

مطورة طرائق قُدِمتْ بعد ذلك  .ولكن بدليل يساوي الواحد كوتا الضمنية-يمكن انجازه بشكل مقبول باستخدام طرائق رانج
وطريقة [5] طريقة التجاور [4]طرائق الانتظام المتتاليفكانت  ،لأجل أدلة أكبر من الواحد قد مةلحل المسألة الم
. قدمت بعد ذلك طرائق استخدمت كثيرات حدود [6]إلى الصفر دليلالتخفيض التي تعمل على  يالتصحيح التراجع

، طريقة كثيرات حدود [7]ن ان اعتمدت على كثيرات حدود أدومياخاصة لتقريب الحل مثل طريقة تحليل أدومي
Masaeed -Alقدم  [10]في  .]2C ]9ة في الفضاء الشرائحيتستخدم كثيرات حدود هرميت ائق وطر ، [8] تسيبتشيف

and Jaradat  في  .طريقة تحويلات لابلاس لإيجاد الحل التحليلي للمسألة على شكل سلاسل كثيرات حدود لانهائية
 التفاضل التربيعي التي يتم تطبيقها بعد تخفيض دليل المسألة إلى مرتبة أدنى.وآخرون طريقة  Ramezaniقدم  [11]

 . [13]تقريبات باديوطريقة  [12]تكرار المتغيرطريقة ب 6-سألة هيسنيرغ بدليلتم حل م
 كالآتي: الضمنية التفاضلية الجبرية تمعادلامنظومة اليعر ف الشكل العام ل     

],[,0),,( batyytF (1)                                               
mmmFحيث    : و ة معطاةهي دال ، مجموعة الأعداد الحقيقية. 

0ي بإذا كانت مصفوفة جاكو 




y

F
منظومة من ( إلى 1)المنظومة غير شاذة عندئذ تؤول  Fللدالة  

 لصريح كالآتي:يمكن كتابتها بالشكل او  ،بالنسبة للمشتق المحلولة الأولىمن المرتبة عادية التفاضلية ال لاتمعادال
),( ytfy                                                          (2) 

myt ن  حيث إ  , . 
 بالشكل:  المتجانسةغير  ف منظومة المعادلات التفاضلية الجبرية الخطيةعر  كما تُ        

A y+B y=g(t)   ,      ],[ bat                                           (3) 
 دالة ملساء. g(x)و  ان مربعتان ثابتتانمصفوفت Bو  A، حيث vوهي ذات دليل يساوي 

  ( ) دليل المعادلة التفاضلية الجبرية(1تعريف)
ة، عندئذ يعرف المعادلة التفاضلية الجبرية تشتمل على خليط من معادلات تفاضلية و معادلات جبريلكون  نظرا

دليل المعادلة التفاضلية الجبرية بأنه أصغر عدد من التفاضلات التي تتطلبها منظومة المعادلات التفاضلية الجبرية 
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على منظومة معادلات  الحصول أي  (2)(  لتحويلها إلى منظومة تفاضلية عادية صريحة من الشكل1الشكل )
  تفاضلية عادية محلولة بالنسبة للمشتق 

 :[13]خاصة للمعادلات التفاضلية الجبريةصيغ 
ويمكن تقديم  دلة تختلف بالأيوجد بعض الصيغ الشهيرة للمعادلة التفاضلية الجبرية تدعى بصيغ هيسنبيرغ وهي 

 بعض منها كما يلي:
 صيغة هيسنبيرغ (Hessenberg) 0-دليلب 

.),,(0

),,,(

zxtg

zxtfx




                                                         (4) 

شبه  بالمنظومة (4) العلاقات تدعى و. tغير شاذة مهما تكن  zgأن تكون مصفوفة جاكوبي للدالة  يشترط
 . ةصريحال

 صيغة هيسنبيرغ (Hessenberg) 4-دليلب 

.),(0

),,,(

xtg

zxtfx




                                                                   (5) 

zxجاكوبي مصفوفتي جداء إن  حيث fg  غير شاذ مهما تكن للدالتينt . 
  صيغة هيسنبيرغ(Hessenberg )6-دليلب 

.),(0

),,,(

),,,,(

yth

yxtgy

zyxtfx







                                                         (6) 

zxxي بجاكو  اتكون جداء مصفوفييشترط أن  fgh للدوال الثلاث h, g, f .غير شاذ 
 

 أهمية البحث وأهدافه:
التي و ذات أدلة عالية الخطية المعادلات التفاضلية الجبرية  ات منأنه يتناول منظومبتكمن أهمية هذا البحث 

تفشل في إيجاد  وأقتها فمعظم الطرائق العددية تنخفض د .تمثل نماذج رياضية للكثير من المسائل في العلوم المختلفة
لتقديم طريقة شرائحية نهدف ذا له. هاأدلتتها تقاس بارتفاع صعوبحلول عددية مستقرة لمثل هذه المنظومات خاصة وأن 

الخطأ المرتكب في الحل وتحديد تقاربها واستقرار الطريقة و لإيجاد الحلول العددية للمنظومات المذكورة ودراسة فعالة 
 .العددي

 
 :هث ومواردطرائق البح

بكثيرة حدود قد مة المعددية ذات صيغة تكرارية تعتمد على تقريب دالة الحل للمسألة نقدم في هذا البحث طريقة 
المسألة ينتج  علىعندما يتم تطبيق الطريقة  عند كل تكرار. م خمس نقاط تجميعاستخدمن الدرجة الثامنة واشرائحية 

وللتحقق . عال دليلذات منظومات المعادلات التفاضلية الجبرية ل التقريبي لحلتعطي ا ةعنها متتالية من النتائج العددي
ذات أدلة المعادلات من  منظوماتعلى  هاطبيقيتم إجراء دراسة تحليلية للطريقة بت ه،واستقرار الحل العددي  وجودمن 
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الخطأ الشامل على طول  يحدد أيضاو  ،كل تكرار دالخطأ النتائج عنمرتبة حدد يو  ،تقاربهااستقرارها و  مختلفة، فيُدْرسُ 
تطبق لحل منظومات من  عندما تهامسائل الاختبار التي تبين فعاليبحل عدد من  تختبر الطريقة الشرائحية. مجال الحل

 .5ونقترح مسألة للحل ذات دليل يساوي خطية الجبرية التفاضلية المعادلات ال
 

 النتائج والمناقشة:
 صياغة الطريقة الشرائحية 

bttta :تجزئة منتظمة( نستخدم  3المسألة )لحل  n  ],[للمجال  10... ba حيث ،
hiati  ،ni )1(0،  وnabh /)(  طول الخطوة. 

 :التالية خمسنقاط التجميع ال الشرائحية  ةقيطر التستخدم  
5)1(1 jh,ztt jk

jzk                                          (7) 
I],,[0)1(-1,في كل مجال جزئي  1 nktt kkk   ، وسطاء  ةخمسمع: 

   10 54321  zzzzz                                                   (8) 
 :كالآتي iIفي كل مجال جزئي  الثامنةالدرجة  من ةيحائشر حدود  ةكثير عرف ن
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)(,)3,2,1,0(حيث   )(

0
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0

)(  iySaS iii  لدالة الحل القيم الابتدائية هي)t(y وهي قيم معلومة 
i)(، و من شروط البدء

kS  هي القيمة التقريبية للمشتق من الدرجةi  لكثيرة الحدود الشرائحية عندkt  3، و, jkC  هي
 يطلب تعيينها.مجاهيل 
 نحصل على:  tبالنسبة لـ ( 9) اشتقاق العلاقةبو 
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 :ينتج(، 6)الجبرية  التفاضلية المعادلات منظومةعلى ( 7مع نقاط التجميع) (9)-(8ائح )الشر وبتطبيق 
1-n)1(0,4)1(,)()()( 

 kjtgtStS
jjj zkzkzk BA              (11) 

 بتدائية:الا خاضعة للشروطوهي 
)3,2,1,0(,)(

0

)(

0  iyS ii                                                             (12) 
ن ئيلفصل الجز لمصفوفات خصائص تشابه اباستخدام يمكن إجراء تحويل بسيط لتسهيل الدراسة التحليلية 

 1بدءا من الدليل تفاضلية الجبرية الخطية للمعادلة ال ا  واضحفهما  يقدم هذا و  ،(3في المنظومة ) التفاضلي والجبري
 :التالية u-دليلذات ال لهذا سنجري دراستنا على المنظومة التفاضلية الجبرية الخطية .[2] مةاالعالحالة  وهي vوحتى 

M y+ y=g(t)                                                                         (13) 
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Tو  ، uuمن المرتبة هي مصفوفة  Mحيث 

u tgtgtgtg ))(,),(),(()( 21  ، 
T

u tytytyty ))(,),(),(()( 21 . 
 :[9] بالشكل (16لجملة )احل  يعطى
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 على: فنحصل(، 16المعادلات الجبرية ) منظومةعلى ( 12)-(11) الشرائحية  الطريقة بتطبيق      
1-)1(0,5)1(1,)()()( nkjtgtStSM

jjj zkzkzk 
                       (14) 

 . T)uS,…, 1S=(, ST)uS,…, 1S=( S : حيث
  0-لأجل دليل الشرائحية طريقةال

( إلى 14تؤول الجملة ) عندئذواحد، ال يساوي دليلبمعادلات جبرية  منظومةعلى الطريقة سيتم تطبيق      
 :التاليةالمعادلات الجبرية  منظومة

1-)1(0,5)1(1,)()( 11 nkjtgtS
jj zkzk                                    (15) 

jkj في النقاط التجميعية (9) الشرائحيتقريب الوباستخدام 
zhtt zk  ( الشكل15) أخذ العلاقةت: 
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  نعيد كتابتها بصيغة المصفوفات كالآتي:

kkk GSCA ,1,1,11     ,  k=0,1,…,n-1                                          (17) 
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10قابلة للحل دائما من أجل  )17( إن المنظومة 54321  zzzzz  ويمكن تعيين المجاهيل
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    4-الطريقة الشرائحية لأجل دليل

 الشكل( 14) المنظومة فتأخذ 2-دليلبتفاضلية جبرية  معادلات منظومةعلى  الشرائحية ةقيطر ال سنطبقالآن، 
 التالي:
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                    (18b) 

hzttفي النقاط التجميعية ( 11)-(9)الشرائحية  باستخدام التقريبات و jk
jzk  المنظومة تأخذ (b18 )
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  :نحصل على الصيغة التكرارية التاليةبصيغة المصفوفات  (18b)-(18a)ة المنظومة نعيد كتاب
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هي مصفوفة  O، و  2Aالمصفوفة ي تركيب وتدخل ف (17)في المنظومة الواردة هي المصفوفة  1Aأن  نلاحظ
 صفرية مربعة من المرتبة الخامسة. 
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kCقابلة للحل دائما ويمكن تعيين المجاهيل  2-ذات الدليل  )20 (المعادلاتإن منظومة  وبالتالي الحل  2,
حيث  1Aفهي مرتبطة بالمصفوفة النظامية نظامية 2Aفوفة لأن المص الحل مجالخطوة على كامل العددي في كل 

 نجد أن:
0)().()( 112  ADetADetADet 

 u -الطريقة الشرائحية لأجل دليل
منظومة ال أخذفت uمعادلات جبرية ذات دليل يساوي  منظومةعلى  ةالشرائحي الطريقة طبقنهذه الدراسة ستعميم ل

 :التالي الشكل( 14)
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 :على المنظومة بالشكل المصفوفي نحصل، (21) المنظومة( في 11)-(9باستخدام التقريبات )

kukukuv GSCA ,,,     ,  k=0,1,…,n-1                                   (22) 
 المصفوفة ن  حيث إ
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kuCقابلة للحل دائما ويمكن تعيين المجاهيل  u-ذات الدليل  )22 (إن منظومة المعادلات التي عددها  ,
u5 فالمصفوفة  ،وعندئذ إيجاد الحل العددي في كل خطوة على كامل مجال الحل

u
A نظامية لأن المصفوفة

1A :نظامية حيث نجد أن 
1,0)]([)( 1  uADetADet u

u  
 للطريقة ومرتبة التقاربتحليل الخطأ 

إذا كان  p( من الرتبة consistent: نقول عن طريقة إنها متناسقة )]15[( 0)تعريف
)(||||||||

0

p

k hOmaxT
Nk




  حيث ،k  هو خطأ الاقتطاع الموضعي للطريقة عندkx. 

constcAإنها مستقرة إذا كان تجميعية : نقول عن طريقة شرائحية [15]( 4تعريف) n

u ||)(||  مهما

، حيث 1nتكن 
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u aA و ،uA ( 22هي مصفوفة المنظومة.) 

 0 -ذات دليلمنظومة  لأجللطريقة الشرائحية د الخطأ ليحدت 
)(],[بفرض أن           9

1 baCty  وأن  (15)ظومة هو حل وحيد للمن)t(1S  هو الحل التقريبي
)(الشرائحي . وبفرض أن  ,1 kT   حيث خمس مركباتذو هو شعاع ،k,1  هو الخطأ المتقطع الموضعي. بتطبيق

hzttفي نقاط التجميع  (9)التقريب الشرائحي  jk
jzk =1,..,5)j, (  ونضع بشكل تقريبي

)()( 11
jj zkzk tSty   و )(

,1

)(

1 )( m

kk

m Sty  ,=0,…,3m:نحصل على صيغة الخطأ المقتطع الموضعي ، 

kkk CA ,1,11,1  ,   k= 1,……n                                             (23) 
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 نحصل على:(23) في  (17)وبتعويض العلاقة 

kkkk SG ,1,1,1,1                                                          (24) 
 ينتج لدينا: )24(والتعويض في  ktحول  1y)t(وباستخدام منشور تايلور للدالة 
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من الرتبة التاسعة للطريقة الشرائحية المطبقة  kعند الخطوة  الخطأ الموضعي( أن 25نلاحظ من العلاقة )
 :فإن  وبالتالي خطوة  n أجلمن سيكون  [a,b]على طول مجال الحل  الخطأ الشامللأجل الدليل واحد، وأما 

)()()(.|||| 899 hOhO
h

ab
hOnT 


 

( أن الطريقة الشرائحية المطبقة لأجل منظومة من المعادلات التفاضلية 1: نجد بحسب التعريف)0تيجةن
 تكون متناسقة من الرتبة الثامنة. 1الجبرية ذات دليل 

 u -تحديد الخطأ للطريقة الشرائحية لأجل منظومة ذات دليل
),...,()(],[بفرض أن           9

1 baCtyty u  ذات الدليل  (21) هو حل وحيد للمنظومةu 
1),...,()(وأن tStS u  هو الحل التقريبي الشرائحي لـه. وبفرض أن)( ,kuT   هو شعاع بعدهu5 حيث ،ku , 

طبق التقريب بأسلوب مشابه لحساب الخطأ لأجل الدليل واحد ن. (21)للمنظومة لخطأ المتقطع الموضعيل يرمز
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hzttفي نقاط التجميع ومشتقاته  )9(ئحي الشرا jk
jzk =1,..,5)j, ( نحصل على صيغة الخطأ المقتطع ،

 :u -لأجل منظومة ذات دليل الموضعي
 

ukkuuku CA  ,, ,                                                                    (26) 
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 وبالتالي:
)( 10

,,,,

u

kukukuku hOSG    ,u=1,..,8                         (28) 
للطريقة الشرائحية  u-10))من الرتبة يكون  k( أن الخطأ الموضعي عند الخطوة 28نلاحظ من العلاقة )

||||)(خطوة  n جلالخطأ الشامل من أ ومنه يكون ،u-المطبقة لأجل الدليل 9 uhOT 

. 
( أن الطريقة الشرائحية المطبقة لأجل منظومة من المعادلات التفاضلية 1: كذلك نجد بحسب التعريف)4نتيجة

||||0، ومن الواضح أن الطريقة متقاربة لأن u-(9تكون متناسقة من الرتبة ) uالجبرية ذات دليل 
0




TLim
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 u -استقرار الطريقة الشرائحية لأجل منظومة ذات دليل
منظومة من المعادلات التفاضلية الجبرية ذات لالشرائحية المطبقة  الطريقةأن نجد ( 22المعادلات ) من منظومة

kuCنظامية وبالتالي يمكن حساب المجاهيل  uAدائما موجودة لأن المصفوفة  uدليل  عند كل خطوة في مجال  ,
 التالية: التكراريةالشرائحي العددي في كل خطوة بالعلاقة  الحل. وعندئذ يمكن إيجاد الحل

kuukuk CASS ,,1     ,  k=0,1,…,n-1                                   (29) 
kuSحيث   ( نفسها ، و متجهة الحل الشرائحي التقريبي:22هي المتجهة في المنظومة ) ,

 T

uuk zkzkzkzk tStStStSS )](),...,(....,),(),...,([
515

1
1

11 1111   
 نقاط التجميع الخمس التالية: الشرائحية الطريقةتستخدم 

5)1(1 jh,ztt jk
jzk                                          (7) 

I],,[0)1(-1,في كل مجال جزئي  1 nktt kkk   وسطاء ، مع خمسة: 
   10 54321  zzzzz                                                   (8) 

1)1(5المستخدمة لنقاط التجميع الخمس  الشرائحية الطريقةإن  :(6) نتيجة jh,ztt jk
jzk 

constcAإذا كان ( 2بحسب التعريف )مستقرة تكون  n

u ||)(||  1مهما تكنn حيث ،
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, ||max
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ji
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u aA و ،uA (.22لمنظومة )هي مصفوفة ا 

||)(||تكون أن  إثبات يكفي (6لإثبات صحة النتيجة ): برهان n

uA  1مهما تكن محدودةn .  ذلكولكن 
,1)1(4 لوسطاءل قيم مرتبط بتحديد jz j 10 حيث يتحقق الشرط 4321  zzzz تشير .

، وبالتحديد وجدنا [0,1]المجال النصف الأيمن من في  يتوزع للوسطاء ن أفضل اختيارأالى العددية والنتائج الدراسات 
 :للحل العددي أن الاختيارات التالية مناسبة

98.0,95.0,8.0,7.0 4321  zzzz  
99.0,95.0,85.0,75.0 4321  zzzz  
998.0,96.0,85.0,75.0 4321  zzzz  
998.0,96.0,89.0,77.0 4321  zzzz  

999.0,96.0,9.0,8.0 4321  zzzz  
||)(|| لـ القيمبعض  (1الجدول)نبين في  n

uA  1,5,10,20,40= 80,من أجلn حيث يتضح أن ،
0||)(||lim 

n

uA
n

constAوهذا يعني أن   n

u   .1nمهما تكن  ||)(||05.0
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||)(||بعض القيم لـ :1الجدول n

uA . 

||)(|| n

uA   
n=1 n=5 n=10 n=20 n=40 n=80 

0.05162 1.2563E-7 1.577E-14 2.488E-28 6.188E-56 3.829E-111 
 

 النتائج العددية
حساب الخطأ لنتمكن من لها حلول تحليلية  حل أربع مسائلبالمقترحة الشرائحية اختبار فعالية الطريقة يتم 

مقارنة نتائجنا مع  تتمأخرى لهذا  [8,9,13]مراجعالفي  ولةحلمفي الحل العددي. المسائل الثلاث الأولى، المطلق 
( دليلها يساوي خمسة وكانت النتائج 4اقترحنا المسألة)وكفاءتها العالية الطريقة لفعالية نتائج الطرائق الأخرى. ونظرا 

  .عالية الدقة
معطاة  2-لتكن المنظومة مؤلفة من أربع معادلات تفاضلية ومعادلة جبرية واحدة بدليل  [9] ::0المسألة

 الشكل:ب
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 مع الحل التحليلي:
,,,)cos(,)sin( 4321

tt eyeytyty  and ).sin()( tetz t  
( نتائج 6ندرج في الجدول) (.2ونسجل النتائج في الجدول )المقترحة ة ائحيطريقة الشر الب 1نحل المسألة      

 نتائجوأفضلية ( تتضح دقة 6( و)2نتائج الجدولين)بمقارنة  .[8]طريقة شرائحية من الدرجة الخامسة في المرجع ل
 .[0,10]في المجال  1للمسألة  الحل التقريبي مع الحل التحليلي 6و  2و1نرسم في الأشكال  نا.طريقت

 
 .الشرائحيةطريقة الباستخدام  0: الخطأ المطلق في الحل العددي للمسألة4الجدول

t 
The Presented Method  ( 99.0,95.0,85.0,75.0 4321  zzzz ),  h=0.1. 

1y  2y  3y  4y  y  

1.0 1.5E-0015 1.8E-0015 7.2E-0016 7.1E-0016 3.9E-0015 

2.0 2.5E-0015 6.1E-0015 3.5E-0015 2.8E-0015 4.1E-0014 

3.0 2.3E-0015 5.6E-0014 2.9E-0014 1.6E-0015 7.9E-0015 

4.0 6.8E-0014 9.7E-0013 1.1E-0013 1.2E-0013 3.4E-0012 

5.0 2.7E-0012 1.3E-0011 3.8E-0013 9.5E-0013 3.9E-0010 

6.0 4.8E-0015 1.5E-0012 8.2E-0013 6.2E-0014 7.5E-0013 

7.0 1.1E-0014 7.7E-0012 2.3E-0012 2.2E-0012 1.3E-0012 

8.0 3.3E-0014 3.5E-0011 1.6E-0012 1.2E-0011 1.3E-0010 
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9.0 6.3E-0015 4.4E-0011 2.1E-0011 1.3E-0011 2.4E-0011 

10.0 3.3E-0014 2.1E-0010 5.2E-0011 2.6E-0011 6.1E-0010 

 
 .[9]في الشرائحية باستخدام طريقة  0: الخطأ المطلق في الحل العددي للمسألة6الجدول

t 
Quintic C2- Spline Collocation Method [9] ( z1=0.5, z2=0.99),  h=0.1. 

1y  2y  3y  4y  y  

1.0 1.6254E-12 1.7312E-12 1.4800E-14 1.9253E-12 3.7635E-11 

2.0 1.9271E-12 1.0742E-11 1.6891E-12 8.6127E-13 1.0713E-10 

3.0 2.5514E-11 3.9746E-11 2.1647E-11 5.2040E-12 1.8240E-10 

4.0 1.9124E-11 1.4622E-09 1.2677E-10 2.0503E-10 4.5873E-09 

5.0 5.2136E-09 2.5915E-08 4.7350E-10 1.8017E-09 7.6844E-07 

6.0 4.1878E-11 1.7231E-09 9.5689E-09 1.6561E-10 2.0305E-08 

7.0 4.3640E-11 9.6056E-09 2.9558E-09 3.5497E-09 9.0305E-08 

8.0 2.4179E-09 1.0691E-07 3.7785E-09 1.6413E-08 7.6251E-06 

9.0 5.1095E-12 5.6267E-08 2.7056E-08 1.3849E-08 1.8266E-06 

10.0 2.3257E-11 2.2294E-07 5.8476E-08 2.0865E-08 7.6798E-06 

 
 

 
 
 

y1 

y2 

 مع الحل التحليلي y 1y ,2 : الحل الشرائحي التقريبي لـ  0الشكل
 h=0.1بخطوة  0ألة للمس
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 التالية: 6 –ليل ذات الد  هيسنبيرغلتكن منظومة   [13] ::4المسألة
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 مع الحل التحليلي:
2

321 2)1(,2,1 tetyetyey ttt    
998.0,96.0,85.0,75.0 باستخدام الوسطاء الشرائحية بالطريقة 2نحل المسألة  4321  zzzz 
في النصف الأيسر  ونعرض، (4الجدول ) النصف الأيمن من في ق في الحل الشرائحي لطريقتناالخطأ المطلونسجل 

لـ  الحل الشرائحي التقريبي   5و4يننرسم في الشكل .[13]طريقة تقريب بادي في المرجع الخطأ المطلق لمن الجدول 
 3, y2, y 1y  0.1=بخطوة  2مع الحل التحليلي للمسألةh. 

 
 .الشرائحية طريقة الباستخدام  4مطلق في الحل العددي للمسألة: الخطأ ال4الجدول

t 

Pade Approximation Method 

[13] 
The Presented Method ,  h=0.1. 

1y  2y  3y  
1y  2y  3y  

0.1 1.0E-11 1.0E-11 1.0E-10 3.9E-013 3.8E-016 8.2E-018 

0.2 1.0E-10 1.0E-10 2.0E-09 2.2E-013 1.0E-016 5.1E-017 

0.3 1.0E-10 4.0E-10 1.0E-10 4.8E-013 8.5E-016 2.0E-016 

0.4 3.0E-10 4.0E-10 1.0E-09 1.2E-012 1.3E-015 5.6E-016 

0.5 3.0E-10 4.0E-10 1.0E-09 2.1E-012 2.7E-015 1.3E-015 

0.6 1.0E-10 6.0E-10 1.0E-09 4.7E-013 3.8E-016 6.9E-017 

0.7 3.0E-10 6.0E-10 3.0E-09 2.6E-012 3.6E-015 2.5E-015 

0.8 1.0E-11 4.0E-10 9.0E-09 2.0E-012 2.9E-015 1.6E-015 

0.9 5.0E-10 1.6E-09 3.0E-08 1.8E-012 1.9E-015 1.4E-015 

مع الحل التحليلي  3y : الحل الشرائحي التقريبي لـ  4الشكل
 h=0.1بخطوة  0للمسألة 

 

مع الحل التحليلي  4y : الحل الشرائحي التقريبي لـ  6الشكل
 h=0.1بخطوة  0للمسألة 
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1.0 1.2E-09 4.0E-09 8.80E-08 7.5E-014 1.8E-016 2.6E-016 

3.0 ----- ----- ----- 9.7E-012 2.9E-014 2.6E-014 

6.0 ----- ----- ----- 2.0E-010 1.6E-013 2.7E-013 

9.0 ----- ----- ----- 5.5E-009 6.4E-012 8.1E-011 

10 ----- ----- ----- 1.9E-008 4.9E-011 3.9E-010 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 y 1y ,2 : الحل الشرائحي التقريبي مع الحل التحليلي لـ  4الشكل
 h=0.1بخطوة  4 للمسألة

 

y1 

y2 

 3y : الحل الشرائحي التقريبي مع الحل التحليلي لـ  5الشكل
 h=0.1بخطوة  4للمسألة 
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 التالية: 6-منظومة ذات الدليلاللتكن   [8] ::3المسألة
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 مع الحل التحليلي:
tSintytSintetyetety ttt   )(,)(,)( 321   

998.0,96.0,89.0,77.0 المقترحة الشرائحية ةطريقالب 6نحل المسألة 4321  zzzz في  ونسجل
 .[8]في المرجع  تشيبتشيفلأخطاء المطلقة لطريقة تقريب الأخطاء المطلقة في الحل الشرائحي وكذلك ا (5الجدول )

في  0.1h=بخطوة  6مع الحل التحليلي للمسألة  y2, y 1y ,3 الحل الشرائحي التقريبي لـ    7و 3في الشكلين نعرض
 .[1,1-]المجال 

 
 .الشرائحيةطريقة الباستخدام  4: الخطأ المطلق في الحل العددي للمسألة5الجدول

t 

Chebyshev Polynomials Method, 

N=10    [8] 
The Presented Method ,  N=10. 

1y  2y  3y  
1y  2y  3y  

-0.8 1.325E-12 1.612E-13 4.551E-14 1.0574E-14 5.6078E-14 1.2468E-18 

-0.6 9.492E-13 3.185E-13 6.117E-14 2.8459E-14 1.1242E-13 3.8489E-18 

-0.4 7.236E-13 2.743E-13 6.888E-14 4.5264E-14 1.6792E-13 6.5052E-19 

-0.2 1.830E-12 5.299E-13 5.032E-14 5.4851E-14 2.2073E-13 2.3174E-18 

0.0 3.823E-13 4.268E-13 2.011E-16 5.3250E-14 2.6907E-13 1.8030E-18 

0.2 1.461E-12 6.903E-13 4.998E-14 3.9002E-14 3.1141E-13 2.8460E-19 

0.4 6.954E-13 7.456E-13 6.905E-14 1.3248E-14 3.4651E-13 2.3852E-18 

0.6 8.726E-13 9.694E-13 6.095E-14 2.0704E-14 3.7290E-13 4.8246E-18 

0.8 1.290E-12 1.122E-12 4.596E-14 5.6874E-14 3.8990E-13 3.2526E-18 

1.0 1.705E-12 1.412E-12 2.220E-16 8.6369E-14 3.9632E-13 1.3010E-18 
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 :5-هي منظومة من المعادلات التفاضلية الجبرية بدليل الأخيرة: مسألتنا الاختيارية  4المسألة
,021  yy  
,032  yy  
,043  yy  
,054  yy  

 y 1y ,2 : الحل الشرائحي التقريبي مع الحل التحليلي لـ  3الشكل
 h=0.1بخطوة  6للمسألة 

 3y : الحل الشرائحي التقريبي مع الحل التحليلي لـ  7الشكل
 h=0.1بخطوة  6للمسألة 
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,0)(1  tSiny       ]10,0[t , 
 تخضع للشروط الابتدائية:

y1(0)=0, y2(0)=1, y3(0)=0, y4(0)=-1 
 وتملك الحل التحليلي:

)tin()=St(5y), tcos(-)=t(4y ),tsin(-)=t(3y ),t)=cos(t(2y, sin(t))=t(1y 
والخطوة  0.94z; 5:=0.93z, 8=0.2z, 7=0.1z=:8 ة لأجلائحيالشر  تناباستخدام طريق 4نحل المسألة

h=0.4  نعرض .أعلىوبدليل  أوسعمجال حيث تظهر النتائج دقة الطريقة العددية وعلى  3الجدولونسجل النتائج في 
 لي.مع الحل التحلي 5y , 4y, 3, y 2, y 1y لـ الحل العددي 2الشكلفي 

 
 .[0,10]في المجال  4: الخطأ المطلق في الحل العددي للمسألة6الجدول

t 

  )0.94z; 5:=0.93z, 8=0.2z, 7=0.1z=:8المقدمة ) الشرائحيةطريقة ال

 h=0.4بخطوة 

1y  2y  3y  4y  5y  

0.40 1.9E-17 1.6E-14 1.1E-11 2.9E-09 3.3E-07 

1.20 3.2E-17 8.2E-15 5.2E-12 1.2E-09 1.3E-07 

2.00 4.7E-17 2.9E-15 3.1E-12 7.8E-10 9.4E-08 

2.80 2.4E-17 1.2E-14 9.5E-12 2.3E-09 2.6E-07 

3.60 2.2E-17 1.5E-14 1.0E-11 2.5E-09 2.6E-07 

4.40 2.6E-17 8.2E-15 4.7E-12 1.1E-09 1.1E-07 

5.20 2.2E-17 4.4E-15 3.7E-12 9.2E-10 1.1E-07 

6.00 3.7E-17 1.3E-14 9.8E-12 2.4E-09 2.6E-07 

6.80 2.2E-17 1.4E-14 1.0E-11 2.4E-09 2.6E-07 

7.60 8.1E-17 6.4E-15 4.1E-12 9.6E-10 9.5E-08 

8.40 1.1E-16 4.5E-15 4.2E-12 1.1E-09 1.2E-07 

9.20 5.8E-18 1.4E-14 1.0E-11 2.4E-09 2.7E-07 

10 1.9E-17 1.4E-14 9.7E-12 2.3E-09 2.5E-07 

 

 
 

5yand  1y 

 مع الحل التحليلي  5y , 4y, 3, y 2, y 1y: الحل الشرائحي العددي 2الشكل
 .h=0.4بخطوة   4للمسألة

 

3y 

4y 

2y 
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 الاستنتاجات والتوصيات:
في  الشرائحية الطريقةأن الطريقة المقدمة أفضل من  1للمسألة 6و 2مقارنة النتائج في الجدولين  يتضح من

أن طريقتنا أفضل من طريقة تقريبات بادي في  2للمسألة( 4الجدول) مننجد ، و من حيث دقة الخطأ المطلق  [9]
نجد أن طريقتنا  6للمسألة( 5أيضا من الجدول).  t=10، حيث تتابع طريقتنا نتائجها حتى [0,1]المجال  على [13]

يع أن تقدم المقدمة تستط الشرائحية الطريقةأن 8و1كذلك تبين الأشكال  .[8]أفضل من طريقة تقريبات تشيبتشيف في 
 شرائحيا تقريبيا يتطابق إلى حد كبير من الحل التحليلي.حلا 

لأجل  خطأ صغير جدا ذيأن الطريقة استطاعت أن تقدم حلا شرائحيا  3في الجدول 4حل المسألة تشير نتائج 
 .وهذا ما لم تستطع تقديمه الطرائق الأخرى [0,10]على طول المجال  5منظومة ذات دليل يساوي 
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