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 ممخّص  
ذا كان إ Gدالة سيطرة مرمزة لمبيان   : V(G)  {-1,1} نسمي .بسيط ومتصل ومنتيي  بيان  G(V,E) ليكن  

أكثر من عدد  1رؤوس تحمل الوزن ال من عددالمجاورات المغمقة لذلك الرأس تحوي  , فإنvV(G)من أجل كل رأس 
أصغر وزن لمجموعة  بأنو s(G)ونرمزه  Gعدد السيطرة المرمزة في البيان كما يعرف  .1-الرؤوس التي تحمل الوزن 

. في ىذا المقال نحسب عدد السيطرة المرمزة في الجداء الديكارتي Gمن مجموعات السيطرة المرمزة لذلك البيان 
 كيفي. nو  m=8من أجل  Pnو  Pmلمسارين 

 
 .مسار, الجداء الديكارتي, دالة السيطرة المرمزة, عدد السيطرة المرمزة :الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 
        Let G(V, E) be a finite connected simple graph. A function   : V(G)  {-1,1} is a 

signed dominating function if for every vertex vV(G), the closed neighborhood of  v 

contains more vertices with function values 1 than with -1. The signed domination number 

s(G) of G is the minimum weight of a signed dominating function on G. In this paper, we 

calculate the signed domination numbers of the Cartesian product of two paths Pm and Pn 

for m= 8 and arbitrary n. 

 
Keywords: path, Cartesian product, signed dominating function, signed domination 

number. 
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 مقدمة:
, نعرف المجاورات E(G) ومجموعة الأضلاع V(G)بيان بسيط ومتصل ومنتيي مع مجموعة الرؤوس  Gليكن    

بضمع, كما نعرف المجاورات المغمقة  vمجموعة الرؤوس التي تشترك مع الرأس  ابأني N(v) اونرمزى vالمفتوحة لمرأس 
 ذاتو. vلمرأس  بالإضافةالمجاورات المفتوحة لذلك الرأس  بأنيا N [v]ونرمزىا  vلمرأس 

تحوي  من رؤوس البيان ذا كانت المجاورات المغمقة لأي رأسإ Gدالة سيطرة مرمزة لمبيان  انيأ fنقول عن الدالة 
بأنو  s(G)ونرمزه  G. وعدد السيطرة المرمزة لمبيان 1-التي تحمل الوزن  أكثر من الرؤوس  1رؤوس تحمل الوزن 

 G.دالة سيطرة مرمزة لمبيان ل وزن أصغر

. وفي [4 ,3 ,2 ,1]في  ىذا المفيوم نو خر آ درس مفيوم السيطرة المرمزة في البيان وكذلك Dunbarدرس  [1]في  
 .P2×Cnو  P2×Pnعدد السيطرة المرمزة في البيان  Wexlerو  Haasأوجد  [5]

 ALو  Hassan أوجد  [7,8]د السيطرة المرمزة لأي بيان. وفيالحد الأعمى والأدنى لعد Hosseiniأعطى  [6]وفي 
Hassan  وMostafa  عدد السيطرة المرمزة لمبيانPm×Pn   من أجلm= 3, 4, 5, 6, 7  وn .كيفي 

 }=Aj والمجموعتين jرؤوس العمود     Kjولتكن B ={ V: () = -1} و  A = { V: () = 1}لنعرف  
 Kj : () = 1 }  ,Bj ={  Kj : () = -1 }.  

لإيجاد دالة السيطرة المرمزة نعتبر أن الدوائر السوداء تشير إلى رؤوس البيان التي تحمل  Pm×Pnعند تمثيل البيان 
 .1والرؤوس البيضاء تشير إلى الرؤوس التي تحمل الوزن  1-الوزن 

 
 أىمية البحث وأىدافو:

مع بقاء كل رأس من  1التي تحمل الوزن من الرؤوس تكمن أىمية ىذا البحث بأنو يعالج مشكمة إيجاد العدد الأقل  
و أفي إيجاد العدد الأقل من الرؤوس  تكمن أىميتومن الناحية التطبيقية و  رؤوس البيان يحقق دالة السيطرة المرمزة.

الصفة  ياء التي تحمل الصفة السمبية تبقىالأشياء التي تحمل صفة إيجابية ونتيجة ارتباطيا مع الرؤوس أو الأش
   Pm x Pnنمساريلمجداء الديكارتي ل المرمزة  وييدف البحث إلى إيجاد عدد السيطرة الراجحة. الصفة الإيجابية ىي

  .عدد كيفي nو  m=8حالة
 

  طرائق البحث ومواده: 
 لمبيان. المرمزة عدد السيطرة و المرمزةة السيطرة دال يبحث عمى الاستفادة من مفيومطريقة ال تعتمد

 
 النتائج و المناقشة:

  .ياتفيد في إثبات مبرىنة لإيجاد عدد السيطرة المرمزة لجداء مسارين بالإضافة إلى مبرىنة تمييديةنقدم في ىذا المقال 
 يا  أعندئذ  .1-مجموعة رؤوس البيان التي تحمل الوزن  B ولتكن P8 × Pnدالة سيطرة مرمزة لمبيان  ƒلتكن  :تمييدية

∑ فإن  j ≤ n-1 ≥ 1كانت      
   
    ≤ 7 

 :البرهان
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 Bjفي حالة  محققة وضوحا . و Bj =2و Bj =1وBj =0 وبالتالي فإن حالة      ≤ 5فإن  j ≤ n ≥ 1أياً كانت 
. وبالتالي فإن حالة  Bيحوي رأس واحد عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1والعمود  j-1ن العمود نلاحظ أ  5=

Bj =3  وBj =5 . أما في حالة   محققة أيضاBj =4 نميز الحالات التالية: 
 B (6,j) ,(5,j) ,(3,j) ,(j,2)أو   B (7,j) ,(6,j) ,(4,j) ,(j,1)ذا كانت إ -1

 .Bيحوي رأس واحد عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1فإن العمود 
   B (7,j) ,(5,j) ,(3,j) ,(j,1)ذا كانت إ -2

 .Bيحوي ثلاثة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1فإن العمود 
 .Bيحوي رأسين عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1في بقية الحالات فإن العمود  -3

)      1           =4|Bj| ( 
 :فإن  n≥5أيا  كان العدد الصحيح  :مبرىنة

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +8: n ≡ 0 (mod 5), 

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +9: n ≡ 1,2 (mod 5), 

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +10: n ≡ 3 (mod 5), 

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +11: n ≡ 4 (mod 5). 

 البرىان:
∑فإن  j ≤ n-3 ≥ 2يا  كانت أ لنثبت أولا  أنو       

   
 :نناقش الحالات التالية    

      حالة    الحالة الأولى:
وبالتالي عمى الأكثر  Bيحوي عمى رأس واحد من رؤوس المجموعة  j+1أو  j-1في ىذه الحالة فإن أحد العمودين 

∑      
   
∑ وبالتالي               وحسب التمييدية فإن            

   
     

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1

)      2           =5|Bj|(  
        حالة الحالة الثانية:

 :التاليةنناقش الحالات 
a- ذا كانت إ(1,j), (4,j), (5,j), (7,j)B        أو(2,j), (3,j), (5,j), (7,j)B       
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(2,j), (3,j), (6,j), (7,j)B                      أو(2,j), (4,j), (5,j), (7,j)B     
(1,j), (4,j), (6,j), (7,j)B                      أو.(2,j), (3,j), (5,j), (6,j)B     

∑ وبالتالي  Bمن رؤوس المجموعة  عمى الأكثر ينعمى رأس انيحوي j+1و j-1فإن العمودين       
   
وحسب     

∑ وبالتالي               التمييدية فإن        
   
    

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1

)      3             (a 

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1 j-1 j j+1 j j+1j-1

 
b-  اذا كانت(1,j), (3,j), (4,j), (6,j)B                    أو(1,j), (3,j), (4,j), (7,j)B            (1,j), 

(3,j), (5,j), (6,j)B                                أو           (1,j), (3,j), (5,j), (8,j)B  (1,j), (3,j), 
(6,j), (7,j)B                                أو (1,j), (3,j), (4,j), (8,j)B                (1,j), (3,j), 
(5,j), (8,j)B                                أو  (1,j), (3,j), (6,j), (7,j)B          . 

∑  ومنو Bمعا  يحويان ثلاثة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1و j-1فإن العمودين       
   
    

∑ وبالتالي               وحسب التمييدية فإن        
   
    

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1 j-1 j j+1 j j+1j-1

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1

)      4             b (

j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1 j-1 j j+1

 
c-  اذا كانت(1,j), (3,j), (6,j), (8,j)B  

 j+3و j+2 وعندئذ فإن العمودين  Bيحوي رأسين عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1و j-1فإن كل من العمودين 
 .عمى الأكثر Bيحويان ستة رؤوس من رؤوس المجموعة 
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      5       C ( 
       حالة  ة:الحالة الثالث

 نناقش الحالات التالية:
a- إذا(1,j), (4,j), (8,j)B  أو(1,j), (4,j), (7,j)B أو(1,j), (6,j), (7,j)B  أو(2,j), (3,j), (5,j)B  
ان  يحوي j+1و j-1العمودين  فإن B(5,j) ,(4,j) ,(j,2). أو  B(6,j) ,(3,j) ,(j,2)أو B(5,j) ,(4,j) ,(j,1)أو

∑ فإن               وبما أن B.  عمى الأكثر من رؤوس ؤوسر  أربعة       
   
      

j-1 j j+1

)      6             a (
j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1 j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1j-1 j j+1j-1 j j+1 j-1 j j+1

 
b- ذاإ(1,j), (3,j), (4,j)B  أو(1,j), (3,j), (8,j)B أو (1,j), (4,j), (6,j)Bأو(2,j), (3,j), (7,j)B.  فإن

العمودين  و B من عمى الأكثر رأسين يحوي j+1والعمود   Bيحوي ثلاثة رؤوس من رؤوس لممجموعة  j-1العمود 
j+2  وj+3  من رؤوس المجموعة يحويان معا  عمى خمسة رؤوس عمى الأكثرB  وبالتالي فإن  ∑       

   
    

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      7       b  ( 
c- ذاإ(1,j), (5,j), (6,j)B  أو(1,j), (5,j), (7,j)B  أو (2,j), (4,j), (7,j)Bأو (2,j), (5,j), (6,j)B 
 .B(6,j) ,(4,j) ,(j,3)أو
∑  وبالتالي فإن  (3,3,2,3,3)في الأعمدة الخمسة ىي  Bفإن سمسمة عدد الرؤوس لممجموعة         
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      8       c  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
d-  ذا كانت إ(1,j), (3,j), (6,j)B .  
 j+2يحوي رأسين والعمودان  j+1والعمود  Bيحوي ثلاثة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة   j-1فإن العمود  
∑   وبالتالي Bيحويان ستة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+3و       

   
    

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      9       d  ( 
e-  ذا كانتإ (1,j), (3,j), (5,j)B . 

 ,يحوي رأسين j+2و j+1 انالعمودكل من و  Bيحوي ثلاثة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة   j-1فإن العمود 
وبالتالي فإن  Bيحوي أربعة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+3العمود  فإن وفي ىذه الحالة

  ∑       
   
    

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      10       e  ( 
f- ذا كانت إ(1,j), (3,j), (7,j)B   أو(2,j), (4,j), (6,j)B.   
 (4,3,1,4,2)أو  (3,3,2,3,3) أو (3,3,3,1,4)في الأعمدة الخمسة ىي  Bفإن سمسمة عدد الرؤوس لممجموعة  

∑   وبالتالي فإن       
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      11       f  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
       : الثالثة حالةال

 في ىذه الحالة نميز الحالات التالية:
 a- ذا كانت إ(1,j), (7,j)B  أو(1,j), (8,j)B .         

 j+2و j+3والعمودان  ,Bرؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  يحوي ثلاثة j+1و j-1فإن كل من العمودين 
∑ , وبالتاليعمى الأكثر يايحويان معا  عمى ستة رؤوس من رؤوس       

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      12       a  ( 
b- ذا كانت إ(1,j), (4,j)B أو(2,j), (3,j)B .         

 j+2و j+3والعمودان  Bيحوي ثلاثة  رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1و j-1فإن كل من العمودين 
∑ وبالتالي  ,عمى الأكثر Bيحويان معا  عمى خمسة رؤوس من رؤوس المجموعة        

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      13       b  (
j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
c- ذا كانت إ(1,j), (5,j)B  أو(2,j), (5,j)B .         

عمى يحوي  j+2د والعمو  ,Bيحوي ثلاثة  رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1و j-1فإن كل من العمودين 
∑ وبالتالي  B يحوي أربعة رؤوس من j+3  والعمود عمى الأكثر B من رؤوس رأسين       
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      14       c  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
d- ذا كانت إ(1,j), (3,j)B . 

 j+2و j+1ان العمودفإن كل من عمى الأكثر وعندئذ  Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة   j-1فإن العمود 
وفي كلا B  رؤوس من رؤوس أربعة أو يحوي ثلاثةj+3  والعمود ,Bيحوي رأسين عمى الأكثر من رؤوس المجموعة 

أو       وبما أنو في حالة  ,عمى الأكثر Bعمى رأس واحد من رؤوس المجموعة يحوي  j-2الحالتين فإن العمود 
      فإن  ∑       

   
فإن  Bيحوي ثلاث أو أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j+3وبما أن العمود      

∑       
   
∑وبالتالي            

   
   . 

)      15       d  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3J-2

 
e- ذا كانت إ(1,j), (6,j)B   أو(2,j), (7,j)B 

يحوي  j+2و j+1عمى الأكثر وعندئذ كل من العمودين  Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j-1فإن العمود 
يحوي رأسين عمى الأكثر من رؤوس  j+3 العمود عمى الأكثر وكذلك Bعمى ثلاثة رؤوس من رؤوس المجموعة 

∑ وبالتالي  B المجموعة        
   
      

)      16       e  (
j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
f- ذا كانت إ(4,j), (5,j)B  
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يحوي عمى رأسين من  j+1عمى الأكثر وعندئذ العمود  Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j-1فإن العمود 
∑ وبالتالي  B  عمى الأكثر من رؤوس ثلاثةيحوي  j+3و j+2كل من العمودين و B  رؤوس       

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      17       f  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3j-1 j j+1 j+2 j+3

 
g- ذا كانت إ(3,j), (6,j)B . 

يحوي عمى رأسين من  j+1وعندئذ العمود  ,عمى الأكثر Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j-1فإن العمود 
∑ وبالتالي  .Bمن رؤوس المجموعة  رؤوس ان ستةيحوي j+3و j+2 العمودين وعمى الأكثر  B رؤوس     

   
   

     

)      18       g  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3j-1 j j+1 j+2 j+3

 
h- ذا كانت إ(3,j), (4,j)B . 

وفي ىذه الحالة فإن  ,عمى الأكثر Bيحوي ثلاثة رؤوس من رؤوس المجموعة  j+1و   j-1فإن كل من العمودين 
 ,(j+2,3)أما في حالة . يحوي ثلاثة j+3 عمى الأكثر والعمود B يحوي عمى رأسين من رؤوس  j+2العمود 

(4,j+2)B فإن العمودj+3  من رؤوس يحوي أربعة رؤوس B  في حالة  لكنو  ,الأكثرعمى      
∑  فإن       

   
∑أي            

   
∑ ومنو           

   
∑ وبالتالي             

   
 أي أن     

 ∑       
   
      

)      19       h   (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3J-2j-1 j j+1 j+2 j+3

 
i-  اذا كانت(2,j), (4,j)B  

 :نميز الحالات التالية
i-1  :ذا كانت إ(2,j-1), (4,j-1), (6,j-1), (7,j-1)B  أو(2,j-1), (4,j-1), (6,j-1), (8,j-1)B. 
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 وفي كلا الحالتين فإن (4,2,2,3,3) أو (4,2,3,2,3)في الاعمدة الخمسة ىي  Bفإن سمسمة عدد رؤوس المجموعة 
 ∑       

   
    

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      20       i-1 (
j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3j+3

 
i-2  اذا كانت :(2,j-1), (5,j-1), (6,j-1), (8,j-1)B. 

أنو في حالة  ونعمم (4,2,3,2,4)أو  (4,2,3,2,3)في الاعمدة الخمسة ىي  Bفإن سمسمة عدد رؤوس المجموعة 
       أو       فإن  ∑       

   
∑وبالتالي           

   
يحوي ثلاث  j+3وبما أن العمود      

∑فإن  Bأو أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة        
   
∑  ومنو           

   
    

)      21       i-2  (
j-1 j j+1 j+2 j+3j-1 j j+1 j+2 j+3J-2

 
j - ذا كانت إ(2,j), (6,j)B  

  يحوي  j+1عمى الأكثر وفي ىذه الحالة فإن العمود  Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j-1فإن العمود 
∑  ان خمسة رؤوس عمى الأكثر ومنويحوي j+3و  j+2والعمودان  B ثلاثة رؤوس من رؤوس       

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      22       j  ( 
k - ذا كانت إ(3,j), (5,j)B  

ثلاثة رؤوس من  يحوي  j+1و العمود  عمى الأكثر B يحوي أربعة رؤوس من رؤوس j-1في ىذه الحالة فإن العمود 
∑ ن خمسة رؤوس عمى الأكثر وبالتالييحويا j+3و   j+2والعمودان  Bرؤوس المجموعة        
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      23       k  ( 
∑ فإن       نستنتج من جميع الحالات السابقة انو في حالة        

   
      

       الرابعة: حالة حالةال
  :الحالات التاليةعندئذ نميز 

a-  حالة(1,j)B 
 j+3و  j+2والعمودان   Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة j+1و  j-1في ىذه الحالة فإن كل من العمودان 

 .عمى الأكثر Bخمسة رؤوس من رؤوس المجموعة انيحوي

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      24       a  ( 
b-  حالة(2,j)B 

 j+3و  j+2والعمودان  . Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة j+1و  j-1في ىذه الحالة فإن كل من العمودان 
∑ وبالتالي  .Bيحويان خمسة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة        

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      25       b-1  (

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
c-  حالة(3,j)B 

يحوي ثلاثة رؤوس من  j+1 والعمود  Bيحوي خمسة رؤوس من رؤوس المجموعة j-1 في ىذه الحالة فإن العمود
 ونميز حالتين: Bرؤوس المجموعة 

c-1:    اذا كانت(2,j+1) ,(5,j+1), (6,j+1)B  أو(2,j+1) ,(5,j+1), (7,j+1)B. 
∑ وبالتالي  Bمن رؤوس  يحويان خمسة رؤوس عمى الأكثر j+3و  j+2العمودان فإن        
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j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      26       C-1 ( 
c-2: في حالة  .(4,j+1) ,(6,j+1), (7,j+1)B 

أو أربعة رؤوس من  ثلاثة يحوي j+3والعمود  Bعمى الأكثر من رؤوس المجموعة  ينيحوي رأس  j+2فإن العمود 
عمى  واحد يحوي رأس j+4والعمود  ,Bلا يحوي أي رأس من رؤوس المجموعة  j-2فإن العمود عندئذ  B رؤوس

∑فإن         أو      وبما أنو في حالة  ,Bالأكثر من رؤوس المجموعة        
   
وبالتالي      

∑       
   
∑فإن  Bيحوي أربعة رؤوس من رؤوس المجموعة  j+3وبما أن العمود             

   
    

∑ وبالتالي        
   
    

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3
)      27       C-2 ( 

d-  حالة(4,j)B 
يحوي ثلاثة  j+1 والعمود  Bرؤوس من رؤوس المجموعة أربعةيحوي  j-1 , j+1في ىذه الحالة فإن كل من العمودان 

 :ت التاليةحالاالونميز  Bرؤوس من رؤوس المجموعة 
d-1: اذا كانت (1,j+1), (5,j+1), (6,j+1), (8,j+1)B  أو(2,j+1), (4,j+1), (6,j+1), (7,j+1)B 
 B(8,j+1) ,(6,j+1) ,(3,j+1) ,(j+1,2)أو  B(7,j+1) ,(6,j+1) ,(3,j+1) ,(j+1,2)أو              

أربعة  يحوي j+3والعمود  Bعمى الأكثر من رؤوس المجموعة رأس واحد يحوي   j+2فإن العمود في ىذه الحالة 
∑ عمى الأكثر وبالتالي رؤوس        

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      28       d-1 ( 
d-2: ذا كانتإ (2,j+1), (4,j+1), (6,j+1), (8,j+1)B  أو(1,j+1), (3,j+1), (6,j+1), (7,j+1)B 
 B(8,j+1) ,(6,j+1) ,(4,j+1) ,(j+1,1).أو B(8,j+1) ,(6,j+1) ,(3,j+1) ,(j+1,1) أو      
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 يبقى وبالتالي Bعمى الأكثر من رؤوس المجموعة  رؤوس خمسةان يحوي معا   j+3و j+2 انفإن العمود في ىذه الحالة 
 ∑       

   
      

j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

)      29       d-2 (
j-1 j j+1 j+2 j+3 j-1 j j+1 j+2 j+3

 
      الحالة الخامسة: حالة 

 Bلا يحوي أي رأس من رؤوس المجموعة  jتتكرر دوما . أي انو إذا كان العمود  (0,5)في ىذه الحالة فإن السمسمة 
وتتكرر ىذه  لا يحوي أي رأس j+2والعمود  ,Bيحوي خمسة رؤوس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة  j+1فإن العمود 

∑ رأس عمى الأكثر وبالتالي يبقى  25السمسمة وبالتالي كل عشرة أعمدة تحوي        
   
      

∑فإن  n ≥1ونستنتج من جميع الحالات السابقة أنو أيا  كانت        
   
 14وبالتالي كل خمسة أعمدة تحوي     

)γs(P8 × Pn) ≥ 8n- 2  وبالتالي .Bرأس عمى الأكثر من رؤوس المجموعة 
   

 
)  ≥ 

   

 
 . 

  نعرف المجموعة P8 × Pnلإيجاد الحد الأعمى لعدد السيطرة لمبيان 

    B ={(3, 3j+1), (5, 3j+1) : 0 ≤ j ≤ 
   

 
 ∪  (2, 5j+2), (5, 5j+2), (7, 5j+2) : 0 ≤ j ≤ 

   

 
 ∪             

      (2, 5j+3), (4, 5j+2), (7, 5j+3) : 0 ≤ j ≤ 
   

 
  ∪  (4, 5j+4), (6, 5j+4) : 0 ≤ j ≤ 

   

 
 ∪                 

  (1, 5j+5), (3, 5j+5), (6, 5j+4) : 0 ≤ j ≤ 
   

 
 }.      

)      30               B( 
يحقق دالة  P8 × Pnعندئذ كل رأس من رؤوس البيان  1-ىي مجموعة رؤوس البيان التي تحمل الوزن  Bذا كانت إ

   B ≥ السيطرة المرمزة وبالتالي  
 
. 

 n ≡ 0(mod 5)حالة 
من العمود الأخير. وفي ىذه  (6,n) ,(n,3)من العمود الأول و الرأسين  (5,1) ,(3,1)في ىذه الحالة نحذف الرأسين 

 γs(P8 × Pn) = وبالتالي 8الحالة يزداد عدد السيطرة بمقدار
    

 
 +8: n ≡ 0 (mod 5)  
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)      31           n=0(mod 5)(  

 n ≡ 1(mod 5)حالة 
من العمود الأخير.  (5,n) ,(n,3)الرأسين  ناحذفو  n ≡ 0(mod 5)إذا أضفنا عمود لمبيان في حالة  في ىذه الحالة

 :وبالتالي2 بمقدار  Bوعدد رؤوس المجموعة  8بمقداريزداد  لرؤوسعدد افإن 
γs(P8 × Pn) =  

    

 
 +9: n ≡ 1 (mod 5).  

      32          n≡1(mod 5)   

 n ≡ 2(mod 5)حالة 
يزداد عدد  فإنومن العمود الأخير.  (5,n) ,(n,2) نا الرأسينحذفو  n ≡ 0 (mod 5)إذا أضفنا عمودين لمبيان في حالة 

  :وبالتالي 4بمقدار  Bوعدد رؤوس المجموعة   n ≡ 1 (mod 5)عن حالة  8بمقدار رؤوس البيان 

γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +9: n ≡ 1 (mod 5).  

)      33           n=2(mod 5) ( 
 n ≡ 3(mod 5)حالة 

 8بمقدار رؤوس البيان يزداد عدد  من العمود الأخير. وبالتالي (7,n) ,(4,n) ,(n,2)  في ىذه الحالة نحذف الرؤوس
 ومنه 2بمقدار  Bوعدد رؤوس المجموعة   n ≡ 2 (mod 5)عن حالة 

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +10: n ≡ 3 (mod 5). 

)      34           n=3(mod 5)(  
 n ≡ 4(mod 5)حالة 
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عن حالة  8بمقدار رؤوس البيان يزداد عدد  العمود الأخير. وبالتاليمن  (6,n) ,(n,4)  في ىذه الحالة نحذف الرؤوس
n ≡ 3 (mod 5)   وعدد رؤوس المجموعةB  ومنه 3بمقدار 

  γs(P8 × Pn) =  
    

 
 +11: n ≡ 4 (mod 5). 

)      35           n≡4(mod 5)( 
 الاستنتاجات والتوصيات:

وىدفنا  .كيفي  nو m=8في حالة   Pm × Pn مسارينفي الجداء الديكارتي ل المرمزة لقد توصمنا إلى إيجاد عدد السيطرة
 .بعض البيانات الخاصةايجاد عدد السيطرة المرمزة لىو  المستقبمي
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