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  ABSTRACT    

 
Let   a real Hilbert space,        ,       are maximal monotones operators and   

is locally Lipschitz continuous. 

The question is to find the zeroes of structured monotone operator       .  

In this article we  study the stability of Dynamical system in special situation when 

          and       when   is convex, proper and lower-semi continuous,   is 

convex and differential. 
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 :مقدمة
لتي تأخذ صفة الصعوبة من خلال حل المسائل اأىم الطرق الرياضية التي تساعد في الديناميكية من  تعتبر الأنظمة

أساسياً في نظرية الألعاب والمعادلات التفاضمية الجزئية, نظرية النقطة  إذ تمعب دوراً  منيا,مسائل أبسط استبداليا 
 يات التي سوف تكون موضوع دراستنا, من أجل تفاصيل أكثر يمكن العودة إلى المراجعالثابتة والأمثم

 [3, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 12, 13] 
    محدبة ونصف مستمرة من الأدنى وخاصة و الدالة  +  *      فضاء ىمبرت, والدالة   ليكن 

 محدبة وقابمة للاشتقاق.  
 :التي تحقق    إيجاد سيكون ىدفنا الأساسي 

(   )( )      (   )                                         ( ) 
 حيث:

(   )( )   ( )   ( )                                        
 التي تحقق:    تكافئ مسألة إيجاد قيم  ( )المسألة 

  (     )( )                                                           ( ) 
 .  لمدالة  تدرج       و  +  *      تحت تفاضل لمدالة         حيث 
مؤثر قابل للاشتقاق, عندئذِ طريقة نيوتن الكلاسيكية تولد المتتالية        ىمبرت, و  فضاء  ليكن 

 التي تحقق:   (  )
 (  )   ̇(  )(       )                                         ( ) 

 ن الشكل:, فتصبح المعادلة السابقة م   إذا كانت الخطوة الحالية بعيدة عن الحل, فإننا نقوم بالتقسيم عمى الخطوة
 (  )   ̇(  ) (

       
   

)                                       ( ) 
, وذلك عن طريق [1] بتنظيميا Levenberg-Marqardt, قام ((well-posedلكي تكون المسألة جيدة التوضّع 

 لتصبح المعادلة السابقة من الشكل:    (  )إضافة الحد المنظم
 (  )  .     ̇(  )/ (

       
   

)                         ( )  
 المؤثر المطابق.      أعداد حقيقية موجبة, و    (  )حيث

 بالشكل: ( )فإننا نحصل عمى الصيغة المستمرة لممعادلة       عندما 
 ( ( ))  . ( )   ̇( ( ))/  ̇( )                             ( ) 

 مؤثر متعدد القيم يصبح النظام الديناميكي بالشكل:       عندما يكون 

{
 ( )   ( ( ))                     

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )   
                                                ( ) 

 , حيث:     إلى مجموع المؤثرين    جية يتم تقسيم المؤثر وفي حالات نموذ
 تز مستمر.مؤثر وحيد القيمة ليبش      مؤثر متعدد القيم و مضطرد أعظمي,          

 يصبح النظام الديناميكي من الشكل:

{
 ( )  ( ( ))                                                

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )   ( ( ))   
                           ( ) 
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 من الشكل: ( )لذي يدرس المسألة وبالتالي يصبح النظام الديناميكي ا

{
 ( )   ( ( ))                                                

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))   
                             ( )          

 بإضافة شروط ابتدائية نحصل عمى مسألة كوشي التالية:

{

 ( )   ( ( ))                                              

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))   

 ( )         ( )             (  )      

                                (  ) 

 تز مستمر موضعياً.ليبش       محدودة من الادنى, والمؤثر       بشرط الدالة 
حدانية لمحل بدراسة الوجود والو   [1,2]في المراجع  S. Svaiter, H. Attouch, B. Abbasقام كل من الباحثين 
, و درست بعض المسائل من قبل آخرين ( )نحو حل لممسألة  وكذلك التقارب الضعيف  (  )القوي الشامل لممسألة 
 .[18 ,10 ,8]  نذكر في سبيل المثال

 
 و:فاىدوأ البحث ةأىمي

طويمة المسارات و مشتقاتيا عمى المجال ل حول إيجاد حد أعمىعميم النتائج الأساسية ييدف ىذا المقال إلى ت
إيجاد حد أعمى لممسافة بين مسارات  من ثمَّ , و -   ,مى المجال ع B. Abbasمن قبل  التي دُرست  ,    ,

 .,    ,م في كل منيما عمى المجال ظّ ير الشروط الابتدائية والحد المننظامين ديناميكيين مع تغي
 

 :دهطرائق البحث و موا
لدراسة المنظمّة وتستخدم طريقة نيوتن  المفاىيم المتعمقة بالأنظمة الديناميكيةالتعاريف و يستخدم في ىذا البحث أىم 

 .ىذه الأنظمة 
 أساسية.ومفاىيم تعاريف . 1

 نستخدميا في دراستنا يمكن العودة إلى المراجعنقدم في ىذه الفقرة أىم التعاريف المفاىيم التي 
[1, 2, 6, 7,  16, 17, 19]  

 [19 ,17 ,16 ,7] المؤثر المضطرد الأعظمي:Maximal monotone operator  
 مؤثر مضطرد إذا حقق:  مؤثر متعدد القيم, يكون المؤثر        ليكن المؤثر 

     (  )     (  )                        
 حتوى في بيان أي مؤثر مضطرد آخر.مضطرد أعظمي إذا كان مضطرد, وبيانو غير م  يكون المؤثر 

  وتعرف بالعلاقة:        بالرمز  ( )        يرمز لمجموعة حمول المسألة 
        * ̅       ( ̅)        ( )+ 

 [2 ,1 ,19] مطمقاً  الدالة المستمرة:Absolutely continuous function 
-   ,  والدالة      ليكن   :إذا وفقط إذا تحقق أحد الشروط الآتية ستمرة مطمقاً م  الدالة  نقول عن   

-   ,  توجد الدالة  (1  القابمة لممكاممة بحيث:   
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 ( )   ( )  ∫ ( )  

 

 

                 ,   - 

 
 .-   ,قابل لممكاممة حسب لوبيغ عمى المجال مستمرة ومشتقيا   (الدالة 2
 (     )    أجل كل مجموعة منتيية من المجالاتمن  بحيث أنّ      توجد      من أجل كل  (3

∑المحققة بالعلاقة المنفصمة مثنى مثنى   فإنّ:       |     |
  ∑‖ (  )   (  )‖

 

   

 [19 ,2 ,1] القوي العام الحل:Strong global solution 
 إذا حقق: (  ) لمسألة كوشي حل عام قوي     ,    , (( )  ( ) ) الثنائية  كونت
 .      حيث  -   ,مستمرة بالمطمق عمى كل مجال      ,    , (( )  ( ) )   (1
2)      ( )  .,    ,  من أجل كل  (( ) )  
 3) ( ) ̇( )   ( )   ̇( )   ( ( ))  . almost every whereمحققة في كل مكان تقريباً       
 4)  ( )       ( )        . 
 .[1]الوجود والوحدانية والتقارب الضعيف .2

لمصمم من أجل حل المسألة أن يكون النظام الديناميكي ا عند دراسة الأنظمة الديناميكية , نحرص عمى التأكيد
لممسألة  وجود و وحدانية الحل والتقارب الضعيف لمحل نحو حلأي يتحقق  well-posedالمطموبة جيد التوضّع 
 [2 ,1]. وكذلك استقرار المسارات

, و التقارب الضعيف لممسارات نحو حل لممسألة (  )لمسألة كوشي جود ووحدانية الحل القوي الشامل و  إن دراسة 
وذلك بالاعتماد عمى  [1]في المرجع B. Abbas, H. Attouch, B. F. Svaiterتمت من قبل الباحثين  ( )

ضافة شروط عمى الحد المنظّم  التي سوف نعرضيا في المبرىنتين الآتيتين. ( )  تحميل ليابانوف, وا 
 [1]:1.2مبرىنة
, وليكن        حيث  -   ,عمى كل مجال  دالة مستمرة مطمقاً  ,    - ,    , ( ) لتكن 

الخاصة والمحدبة ونصف مستمرة من الادنى,  +  *      تحت تفاضل لمدالة         
تز مستمر موضعياَ, ليبش       لمحدبة والقابمة للاشتقاق, حيث ا        لمدالة  تدرج       

(     )ولتكن محدودة من الأدنى,      ولنفرض أنّ الدالة  عندئذٍ:     
 .(  )لمسألة كوشي      ,    , (( )  ( ) ) يوجد حل عام و قوي و وحيد

 [1]:2.2مبرىنة
 ( ) , ولتكن (  ) حل قوي وحيد وشامل لمسألة كوشي     ,    , (( )  ( ) ) الثنائية  كنلت

  بحيث     محدودة وتحقق الشرط توجد 
 ( )̇

 ( )
(   )      تحقق        , و الدالة      

 عندئذٍ:
̅ ويتقارب بضعف نحو  ,محدود ( )  المسار        (   ) ,  ̇  ̇     , ̇    (    ) ,

       ‖ ( )    ( ( ))‖    
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 [20].-   ,تقدير المسارات عمى المجال  .3
حيث قامت بإيجاد حد أعمى لطويمة   B. Abbasسنقدم في ىذه الفقرة أىم النتائج التي درست من قبل الباحثة 

-   , (( )  ( ) ) , حيث -   ,المسارات عمى المجال   (  ) لمسألة كوشي الحل القوي العام     
( ) و  يتحقق التالي: عندئذ           -   ,           

∫‖ ̇( )‖   

 

 

 
 

  
,(   )(  )      (   )-                                                (  ) 

‖ ( )‖  (     )  ‖  ‖  √
 

  
,(   )(  )      (   )-

 

                           (  ) 

∫‖ ̇( )‖   

 

 

 ‖  ‖
    ‖  (  )‖

 

  
     

 

  
((   )(  )      (   ))    (  ) 

‖ ‖  ,   -  ‖  ‖  √  ‖  (  )‖

 
√    

  
 

 

((   )(  )      (   ))
 

           (  ) 

أي إذا كان  -   ,رات والشروط الابتدائية عمى المجال العلاقة بين المسافة بين المسا بإيجاد B. Abbasكما قامت 
في كل  والحد المنظّم مختمفة الشروط الابتدائيةسألة ونفس التوابع, لكن نظامين ديناميكيين يدرسان نفس الم لدينا
, -   ,عمى المجال  اميكيالحد الأعمى لممسافة بين المسارات الناتجة عن كل نظام دينإيجاد , تم مختمف منيما

-   ,     حيث أنو إذا كانت  وليكن      و     من أجل كل  مستمرة مطمقاً  دوال ,     , 
( ( )  ( )) ( ( )  ( )) ,   -  :عمى الترتيب لمسألتي كوشي الآتيتين ينحم     

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))    ( )      ( )     
 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))     ( )      ( )     

-   , ( ) لنعرف الدالة   بالشكل :   
 ( )  √   ‖ ( )   ( )‖  ‖ ( )   ( )‖  

 عندئذٍ يتحقق الآتي:

‖ ‖  (,   -  [
 ( )   ( )

 
‖     ‖  ‖     ‖  

 

 
‖   ‖  (,   -)]

    (
‖ ̇   ̇‖

  

   
  (  

  
  
))                                                            (  ) 

 حيث :

  
‖  ‖  ‖  ‖

  
 
  √  

  
(‖  (  )‖  ‖  (  )‖)   
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(√   √ )  

  
 

 

,((   )(  )      (   ))
 

 

 ((   )(  )       (   ))
 

      (  ) 
 فإننا نحصل عمى التالي :            عندما لا يحدث تغيير عمى الشروط الابتدائية ,أي عندما 

‖ ‖  (,   -  
 

 
‖   ‖  (,   -)

    (
‖ ̇   ̇‖

  

   
  (  

  
  
))                                   (  ) 

 حيث :

  
 ‖  ‖

  
  

  √  

  
‖  (  )‖

  
(√   √ )  

  
 

 

[((   )(  )      (   ))
 

 ]                (  ) 

 
 :النتائج والمناقشة

الشروط عند تغيير من الميم عند دراسة المسائل باستخدام الأنظمة الديناميكية ىو استقرار النظام الديناميكي, ف
كتعميم  ,    ,حد أعمى لطويمة المسارات عمى المجال عمى مسار جديد سوف نقوم بتحديد  الابتدائية نحصل

 .-   ,عمى المجال  B.Abbas  لمعلاقات التي درستيا
 .,    ,عمى المجال  (  ) (  ) (  ) (  ) (  ) (  ) (  ) (  )العلاقات م عمسوف ن
 :1.مبرىنة
 عندئذ: (  )حل لمسألة كوشي      ,    , (( )  ( ) ) الثنائية لتكن

∫ ‖ ̇( )‖   

  

 

 
 

  
((   )(  )      (   ))                                                     (  ) 

 ‖ ‖  (,   -  )    ‖  ‖  √
 

  
((   )(  )      (   ))

 

                            (  ) 

 .    محققة عندما  (  )المتراجحة 
  البرىان.

 يتحقق:    نجد أنّ من أجل كل  (  )من العلاقة 

∫‖ ̇( )‖   

 

 

 
 

  
,(   )(  )      (   )- 

عندئذٍ         فرض أنّ نمحققة, ول (  )تكون من أجميا العلاقة   ىي أكبر قيمة ل        ولتكن 
 يتحقق:        من أجل كل 
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∫ ‖ ̇( )‖   

  

 

 
 

  
((   )(  )      (   ))                                               (  ) 

 من جية أخرى لدينا:

∫ ‖ ̇( )‖   

  

 

 ∫ ‖ ̇( )‖   

    

 

 ∫ ‖ ̇( )‖   

  

    

 

 أصبح لدينا:

∫ ‖ ̇( )‖   

    

 

 ∫ ‖ ̇( )‖   

  

    

 
 

  
((   )(  )      (   ))                   (  ) 

∫عندئذٍ         بأخذ  (  )جحة من المترا ‖ ̇( )‖   
  

    
 نجد: وبالتالي     

∫ ‖ ̇( )‖   

    

 

 
 

  
((   )(  )      (   )) 

ىذا يعني أنّ محققة,  (  )تكون من أجميا العلاقة   أكبر قيمة ل        مع كون  نحصل عمى تناقض 
 . (  )المتراجحة وبيذا يتم برىان         الفرض الجدلي خاطئ و 

 :(  )الآن لنبرىن العلاقة  
 يتحقق:    من أجل كل  ونجد أنّ  (  )من العلاقة 

‖ ( )‖  (     )  ‖  ‖  √
 

  
,(   )(  )      (   )-

 

  

        أنّ  اجحة السابقة محققة, ولنفرض جدلاً تكون من أجميا المتر   أكبر قيمة ل        كن ولت
 يتحقق:        عندئذٍ من أجل كل 

‖ ‖  (,    -  )  ‖  ‖  √
  
  

((   )(  )      (   ))
 

                           (  ) 

 ينتج لدينا:      بأخذ  (  )من المتراجحة 
‖ ‖  (,    ,  )     

وىذا يعني أنّ الفرض  (2.2) مبرىنةحسب  ,    ,محدود عمى  ( )   وىذا تناقض مع كون المسار 
 .       الجدلي خاطئ و 

 :2.مبرىنة
عندئذٍ العلاقات  (  )لمسألة كوشي العام القوي والوحيد الحل      ,    , (( )  ( ) ) الثنائية كنلت

 :     الآتية محققة عندما 

∫ ‖ ̇( )‖   
 

 

 ‖  ‖
    ‖  (  )‖

 

 
     

 

  
((   )(  )      (   ))            (  ) 
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‖ ‖  (,   -  )  ‖  ‖  √  ‖  (  )‖

 √
 

  
   ((   )(  )      (   ))

 

           (  ) 

 البرىان.
 يتحقق:    نجد أنّو من أجل كل  (  )من العلاقة 

∫‖ ̇( )‖   

 

 

 ‖  ‖
    ‖  (  )‖

   
     

 

  
((   )(  )      (   ))  

, عندئذِ        أنّ  لاقة السابقة محققة, ولنفرض جدلاً تكون من أجميا الع  قيمة ل  أكبر       لتكن 
 ينتج لدينا :        من أجل كل  

∫ ‖ ̇( )‖   
  

 

 ‖  ‖
     ‖  (  )‖

 

 
   

   
 

  
((   )(  )      (   ))              (  ) 

 من جية أخرى لدينا: 

∫ ‖ ̇( )‖   
  

 

 ∫ ‖ ̇( )‖   
    

 

 ∫ ‖ ̇( )‖   
  

    

                                                 (  ) 

 ينتج : (  ) (  )من العلاقتين 
∫ ‖ ̇( )‖   
    

 
 ∫ ‖ ̇( )‖   

  

    
 ‖  ‖

 +   ‖  (  )‖   
   

   
 

  
((   )(  )      (   ))         (  ) 

∫فإنّ         وعندما  ‖ ̇( )‖   
  

    
 نجد: (  ) وبالتالي من العلاقة   

∫ ‖ ̇( )‖   
    

 
 ‖  ‖

 +     ‖  (  )‖
  

     
   

 

  
((   )(  )      (  

 )) 
 ذا يعني أنّ ىسببو الفرض الجدلي الخاطئ و        مع كون العلاقة محققة من أجل وىذا تناقض 

 .    محققة عندما  (  ) العلاقةبالتالي  , و        
 .(  )لنبرىن الآن العلاقة 

 يتحقق:    نجد من أجل كل  (  )من العلاقة 

‖ ‖  ,   -  ‖  ‖  √  ‖  (  )‖  
√    

  
 

 

((   )(  )      (   ))
 

  

,        أنّ  لسابقة محققة, ولنفرض جدلاً تكون من أجميا العلاقة ا  أكبر قيمة ل        لتكن  
 ينتج لدينا :        عندئذِ من أجل كل  
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‖ ‖  (,    -  )

 ‖  ‖  √   ‖  (  )‖

 √
 

  
    ((   )(  )      (   ))

 

  (  ) 

 نجد أنّ :      وعندما 
‖ ‖  (,    ,  )     

( ) )        نلاحظ أنَّ  (2.2مبرىنة )من ال    ( ( ))) ( )        , أي أنّ         
(  ,    ,)  ‖ ‖بالتالي من غير الممكن أن يكون  متقاربة فيي محدودة و ( )    وبالتالي     

 .    محققة عندما  (  ) العلاقةبالتالي  , و        الفرض الجدلي خاطئ, و  إذاً 
 : 3.مبرىنة
-   ,    لتكن  وليكن      و     من أجل كل  مطمقاً  دالتين مستمرتين ,     , 

 حمين لمسألتي كوشي الآتيتين عمى الترتيب:     ,    , (( )  ( ) ) (( )  ( ) )
 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))    ( )      ( )     

 ( ) ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))     ( )      ( )     
-   , ( ) لنعرف الدالة   بالشكل :   

 ( )  √   ‖ ( )   ( )‖  ‖ ( )   ( )‖  
 .    عندئذٍ يتحقق الآتي عندما 

‖ ‖  (,   -  [
 ( )   ( )

 
‖     ‖  ‖     ‖  

 

 
‖   ‖  (,   -)] 

    (
‖ ̇   ̇‖

  

   
  (  

  
  
))                   (  ) 

 (  )المعرّفة بالعلاقة   حيث 
 فإننا نحصل عمى التالي :            عندما لا يحدث تغيير عمى الشروط الابتدائية ,أي عندما 

‖ ‖  (,   -  
 

 
‖   ‖  (,   -)     (

‖ ̇   ̇‖
  

   
  (  

  
  
))                         (  )  

 (  )المعرّفة بالعلاقة   حيث 
 البرىان.

, ولتكن (  ) (  ) (  ) (  )العلاقات  حسب -   ,محققة عمى المجال  (  ) (  )  لدينا العلاقتين
 عندئذِ:        أنّ  ولنفرض جدلاً تكون من أجميا العلاقات السابقة محققة,   أكبر قيمة ل        
 يكون:          من أجل كل 

‖ ‖  (,    -  [
 ( )   ( )

 
‖     ‖  ‖     ‖  

  
 
‖   ‖  (,    -)] 

    (
‖ ̇   ̇‖

  ,    -

   
   (  

  
  
)                           (  ) 
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‖  ‖  ‖  ‖

  
 
  √   

  
(‖  (  )‖  ‖  (  )‖)   

(√    √  )  

  
 

 

[((   )(  )      (   ))
 

 

 ((   )(  )      (   ))
 

 ]              (  ) 
 حيث:

‖   ‖  (,    -)  ∫ ‖   ‖  

  

 

 ∫ ‖   ‖  

    

 

 ∫ ‖   ‖  

  

    

         (  ) 

‖ ̇   ̇‖
  ,    -

 ∫ ‖ ̇   ̇‖  

  

 

 ∫ ‖ ̇   ̇‖  

    

 

 ∫ ‖ ̇   ̇‖  

  

    

           (  ) 

 نجد :        عندما 

∫ ‖   ‖  

  

    

   ∫ ‖ ̇   ̇‖  

  

    

   

 وبالتالي :
‖   ‖  (,    -)  ‖   ‖  (,      -)

 ‖ ̇   ̇‖
  ,    -

 ‖ ̇   ̇‖
  ,      -

      
 نحصل عمى:        وبالتالي عندما 

‖ ‖  (,      -

 [
 ( )   ( )

 
‖     ‖  ‖     ‖  

 

 
‖   ‖  (,      -)

]

    (
‖ ̇   ̇‖

  ,      -

   
     (  

  
  
)) 

 تناقض سببو الفرض الجدلي الخاطئ. وىذا       محققة من أجل  (  ) وىذا تناقض مع كون العلاقة
 .(  )نيا حالة خاصة من العلاقة كو      عندما  محققة (  ) العلاقة 

 
 :والتوصياتالاستنتاجات 

 :الاستنتاجات
, وبالتالي من أجل ,    ,مسارات والمسافة بينيا عمى المجال الدراسة السابقة سمحت لنا بإيجاد حد أعمى لم إنَّ 

تتحقق لدينا جميع الشروط السابقة لمحد المنظّم, وبالتالي ينتج لدينا  موجب تماماً  ثابت  حيث     الحد المنظّم 
 المسألة :

{

 ( )   ( ( ))                                              

  ̇( )   ( )   ̇( )    ( ( ))        

 ( )      ( )          (  )             

                                    (  ) 
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برىنات ضعيف, وكذلك تتحقق المالمسألة السابقة تشكل حالة خاصة ويتحقق من أجميا الوجود والوحدانية والتقارب ال
 ( كحالة خاصة لمحد المنظّم.4.3(, )4.2(, )4.1)

 :التوصيات
المنظّم التقارب الضعيف واستقرار النظام في حالة الحد من وجود ووحدانية الحل العام القوي و دراسة النتائج السابقة 

 .(Bounded variation)التغيّر محدود  ( )   
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