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   ممخّص 

 
 صغيرة جداً الأجساـ عندما تكوف كتمة أحد . لنيوتفجاذبية قوة التفاعؿ ثلاث كتؿ مف خلاؿ  مسألة ثلاثة أجساـ تصؼ

عمى مدى ونظريتيا تطورت دراسة ىذه المسألة الأجساـ الثلاثة المقيدة. مسألة، تظير مقارنة بكتمة الجسميف الآخريف
مقيدة. عامة و  ثلاثة أجساـ المسألة ونقدـ وصفًا رياضيًا لمسألة ىذه ىذا العمؿ لمحة عف نقدـ فيعاـ الماضية.  300

. قمنا في النياية، بالتطرؽ لمسألة المسألةبالإضافة إلى ذلؾ، نقدـ أيضًا بعض نتائج المحاكاة التي تسمط الضوء عمى 
عدومة السرعة باستخداـ المحاكاة الحاسوبية وتـ توضيح منحنيات م لاغرانج()نقاط التوازفالمدارات الدورية ونقاط 

(matlab)  معرفتنا وتعمؽ فيمنا لمسألة ثلاثة أجساـ ككؿ ستزيدكؿ ىذه الأمور. 
 

: مسألة ثلاثة أجساـ مقيدة دائرياً، طاقة جاكوبي، نقاط لاغرانج، المدارات الدورية، منحنيات السرعة الكممات المفتاحية
 المعدومة
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  ABSTRACT    
In this letter we study the three body problem, which describes three masses interacting 

through Newtonian gravity. When the mass of one of the bodies is negligible compared to 

that of the other two bodies, the restricted three-body problem arises.The study and the 

theory of this problem has developed over the last 300 years. It is therefore,in this work we 

present a review of the problem and give a mathematical description of the general and 

restricted three body problem. In addition, we also present some simulation results which 

highlight the rich dynamics of the problem. At the end, we dealt with the problem of 

periodic orbits and equilibrium points (Lagrange) and zero velocity curves were illustrated 

using computer simulations (matlab)  . Allof these would enrich our knowledge and deepen 

our understanding about the famous three-body problem as a whole. 

 

Keywords: Circular restricted three body problem(CR3BP),Jacobi integral, points, 

periodic orbits, zero velocity curves (ZVC).Lagrange  
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:مقدمة  
حموؿ تقريبية لمسألة ثلاثة أجساـ ولكنيـ لـ ينجحوا في ذلؾ حاوؿ العديد مف الفيزيائييف وعمماء الفمؾ والرياضيات إيجاد 

وىذا يجعؿ مسألة ثلاث أجساـ واحدة مف أكثر المسائؿ  لا يمكف التنبؤ بحركات الأجساـ الثلاثة بشكؿ عاـ. بسبب أنو
 تحدياً في تاريخ العمـ.

( حيث أخذ بعيف Principia)[ في كتابة 1] Newtonبداية تمت صياغة ىذه المسألة ودراستيا مف قبؿ نيوتف 
 الاعتبار حركة الأرض والقمر حوؿ الشمس ولـ يستطع إيجاد حؿ تقريبي يتفؽ مع الملاحظات.

أجساـ بكتؿ محدودة  3حيث اعتبر  Euler [2]العامة لثلاثة أجساـ مف قبؿ أويمر لمسألةتـ اقتراح شكؿ خاص،ا 
جساـ ستبقى دائماً عمى ىذا الخط مف أجؿ شروط بدء واختيارية ووضعيا عمى طوؿ خط مستقيـ.  أظير أف ىذه الأ

مناسبة وأف الخط سوؼ يدور حوؿ مركز كتمة الأجساـ مما يؤدي إلى حركات دورية لجميع الأجساـ الثلاثة عمى طوؿ 
 القطوع الناقصة.

عامة. حيث  أجساـ 3ثافٍ مف المدارات الدورية في مسألة  صنؼLagrange[3] في نفس الوقت تقريباً، وجد لاغرانج
متساوية تتحرؾ عندئذٍ عمى طوؿ القطوع  أظير أنو إذا تـ وضع الأجساـ بطريقة تجعميا تشكؿ مثمثاً مف أضلاع

. إف حموؿ أويمر ولاغرانج معروفة الآف كحموؿ نفسومحددة، وتحافظ دائمًا عمى الترتيب مف أجؿ شروط بدء الناقصة
 عامة.  أجساـ 3 خاصة لمسألة

  Circular Restricted Three Body(CR3BP)ثلاثة أجساـ مقيدة دائرياً  مسألة صاغ أوؿ مفEuler كاف 
Problem  نظاـ إحداثيات دوار،وكاف ىذا تطورًا ميمًا في دراسة ىذه المسألة. درس لاغرانج أيضاً في CR3BP 

عندىا قوى الجاذبية  ( والتي يكوفLagrange points)تعرؼ الآف نقاط لاغرانج  [4] وجود خمس نقاط توازف وأثبت
 للأجساـ متوازنة.

[ حيث استخدـ نظاـ احداثي دوار مطابؽ تماماً 5] Jacobiمف قبؿ جاكوبي  CR3BPقُدمت مساىمات ميمة لمسألة  
ليبرىف آف ىناؾ تكامؿ لمحركة، والذي يعرؼ الآف باسمو )تكامؿ جاكوبي( وتـ استخداـ ىذا التكامؿ مف قبؿ  Eulerلػِ 

Hill  أجساـ وينتج ما يُسمى سطوح بسرعة معدومة  3لُيحدد حركة كويكب في مسألة  [6]ىيؿzero velocity 
curves ((ZVC . 
بحيث لدينا كتمتيف أصغر بكثير مف الكتمة الأولى )وتعرؼ المسألة الآف بمسألة CR3BP حالة خاصة مف Hillاعتبر 

Hillكانت مساىمتو الرئيسية في تقديـ نيج جديد لحؿ [7]  ( وبيذه الطريقة اكتشؼ صنؼ جديد مف الحموؿ الدورية .
 أجساـ: قمر. أرض. شمس. 3مسألة

نظريتو القمرية  Hillبعد ما يقرب مف مائتي عاـ مف الصياغة الأصمية لممسألة بواسطة نيوتف، طور ىيؿ 
lunartheory[8]مع بعض التعديلات التي أدخميا [9] تستخدـ حتى يومنا ىذا في الميكانيكا السماوية لاتزاؿ ، والتي

 . Brownبرواف 
وطور حّؿ لمسألة ثلاثة أجساـ في كتابو Poincaré  [10,11 ]في النصؼ الثاني مف القرف التاسع عشر درس 

، أدى عمؿ ”Les M´ethodes Nouvelles de la M´ecanique C´eleste الضخـ المكوف مف ثلاث مجمدات "
Poincaré إلى عمميات بحث منيجية لممدارات الدورية في مسألة الثلاثة أجساـ.  
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في  . شيد القرف العشريف تقدماً كبيراً في جبيات عديدة مختمفةPoincareبعد أف تـ وضع الكثير مف الأسس مف قبؿ 
 .[12,13] مسألة ثلاثة أجساـ باستخداـ الطرائؽ التحميمية جميع الدراسات السابقة اىتـ العمماء بدراسة

 [15,14]توسيع التطبيقات الحديثة  ، كانت أجيزة الكمبيوتر متطورة بما يكفي لتكامؿ المسألة عددياً، فتـ1960بحموؿ 
لمسألة ثلاثة أجساـ بشكؿ كبير لتشمؿ الأرض والقمر والأقمار الصناعية، بالإضافة لأنظمة الكواكب البعيدة خارج المجموعة 

 تـ اكتشافيا مؤخراً.  التي extrasolar)الشمسية )
 

 أىمية البحث وأىدافو:
بأنػػو يتنػػاوؿ موضػػوعاً ىامػػاً ومػػازاؿ العمػػؿ بػػو قػػائـ مػػف قبػػؿ العممػػاء والبػػاحثيف، فدراسػػتنا لمسػػألة ثلاثػػة أجسػػاـ  البحػػث يػػةىمأ فتكمػػ

خاصػػة تيػػدؼ لمحاولػػة فيميػػا أكثػػر وتوضػػيح رياضػػيات المسػػألة بشػػكؿ مختصػػر وكيػػؼ لجػػرـ سػػماوي أو مركبػػة فضػػائية يخضػػع 
قشة قابميػة الحػؿ ونقػاط التػوازف والحمػوؿ العدديػة مػف خػلاؿ مثػاؿ: مسػار لتأثير الجاذبية القادمة مف الجسميف الآخريف الأثقؿ ومنا

 مركبة فضائية.-قمر-أرض
 

 طرائق البحث ومواده:
 :عامةثلاثة أجسام  الوصف الرياضي لمسألة

 :الأساسية الصياغة
المتبادلة فقط في حاؿ تحت تأثير قوة الجاذبية  البعد أجساـ عامة ثلاث أجساـ تتحرؾ بفراغ ثلاثي ثلاثة لدينا في مسألة

 كانت حركة ىذه الأجساـ ضمف مستوٍ واحد تسمى: مسألة ثلاث أجساـ عامة تقع في مستوٍ 
'' The planar general three-body problem " 

 لحؿ ىذه المسألة. يتوجب معرفة حركات الأجساـ السابقة والمستقبمية ومف خلاليا نستطيع تحديد المواقع والسرعات الآنية.
 في نظاـ إحداثي عطالي ديكارتي   ⃗⃗⃗⃗    ( ومواضعيا  =1,2,3)   كتؿ 3نعتبر أنو  لدينا 

⃗⃗  نعرؼ شعاع الموضع النسبي  ⃗    ⃗⃗⃗                     =       ⃗⃗ ⃗⃗        ⃗⃗ ⃗⃗    
 نضع معادلات الحركة باعتبار قوة نيوتف ىي القوة الوحيدة المؤثرة عمى الأجساـ: 

(1                 )  
    ⃗⃗⃗  

   
       ∑

    

   
 

 
        ⃗⃗  

                       ثابت الجاذبية الكوني  (
 

⇒
     
   

     (
       

   
 )    (

       

   
 ) 

     
   

     (
       

   
 )    (

       

   
 )                                      

     
   

     (
       

   
 )    (

       

   
 ) 

 معادلة مف الدرجة الأولى. 18معادلات تفاضمية مف الدرجة الثانية أو  9وبناء عمى ذلؾ توصؼ المسألة بػ 



 أميف العرابي، جودية، نظاـ،                                                                                 مقيدة دائرياً مسألة ثلاثة أجساـ 
 

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

73 

تكاملات لمعزـ الزاوي  3حركة مركز الكتمة و تكاملات 6 ،فمف نستطيع إيجادتكامؿ مستقؿ 18أصبح النظاـ بحاجة لػِ 
 تكامؿ معروؼ. 12تكاملات لمطاقة فيصبح لدينا  3و

 تكاملات الحركة:
 معادلات : 3ونقوـ بجمعيا فنحصؿ عمى    ( بػ 2نضرب المعادلات )

∑   

     

   

 

   
                                               

 وبمكاممة ىذه المعادلة مرتيف نحصؿ عؿ المعادلات:
                           (3                    )∑             

 
    

 ثوابت التكامؿ      
 مف تعريؼ مركز الكتمة

 ⃗    ∑
    ⃗⃗ 

∑  

 

   
 

الست تُعبر عف تكاملات الحركة  وبأخذ المركبات       الكتمة وبالتالي الثوابت  فيذه المعادلة تعبر عف حركة مركز
 ليذه الثوابت نستطيع وصؼ حركة مركز الكتمة في نظاـ إحداثي عطائي .

وبإجراء التكامؿ و إجراء     والثالثة بػ     وبنفس الطريقة لممعادلة الثانية بػ     ( بػ 2إذا ضربنا المعادلة الأولى مف )
 تغير دائري لممتحولات نحصؿ عمى المعادلات :

∑       

 

   

    
  

     
    
  

                 

∑       

 

   

    
  

      
    
  

                    

∑          

 

   

    
  

      
    
  

                  

( تكتب 2العزـ الزاوي لمنظاـ وبالتالي ىذا العزـ يبقى ثابتاً أثناء الحركة ، المعادلات ) ظتٌعبر ىذه المعادلات عف انحفا
  بالشكؿ :                        

     

   
  

  

    
    

    نحصؿ بضربيا بػ  

  
 تابع للإحداثيات فقط ) الطاقة الكامنة لمنظاـ (  وجمعيا عمماً أف نعمـ أف  

⇒ ∑    

 

     

     

   
  

  

  
 

 بعد التكامؿ نحصؿ عمى                   
                                   (6   )∑

   
 

   

 
           

لمنظاـ نضع ثابت التكامؿ بالشكؿ   ثابت التكامؿ ، طالما  الجزء الأيسر مف المعادلة عبارة عف الطاقة الحركية    :
 .ويعبر عف انحفاظ الطاقة      

جسـ وتكوف المعادلات التفاضمية   ، يمكف تعميـ ىذه النتيجة لمسألة  درجات حرية 6مف اختصار النظاـ بػ تمكنا 
 ( درجة حرة.  -12وباستخداـ نفس التكاملات ليذا النظاـ يختصر النظاـ بػ )   المشكمة لمنظاـ مف الدرجة 
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(9) 

 مسألة ثلاثة أجسام مقيدة دائريا :
 أجسام مقيدة دائريا : 3اشتقاق معادلات الحركة لمسألة 

 أجساـ مقيدة دائرياً. 3أجساـ عامة تحميمياً، لذلؾ سوؼ نبسط الحؿ وذلؾ بدراسة مسألة  3لايمكف حؿ مسألة 
نأخذ الحالة الخاصة التي يكوف فييا الجسـ الثالث أصغر بكثير مف الجسميف الآخريف وبالتأكيد نتجاىؿ قوة الجاذبية 

والتقييد الأخر ىو عمى المسار )إىميجي أو دائري( في حالتنا دائري ويكوف المركز  m1,m2منو عمى الجسميف الباقييف 
 barycenterويدعى.  m1,m2ىو مركز الكتمتيف 

  لندرس الجسـ الثالث في حقؿ الجاذبية المتكوف مف قبؿ الجسميف الآخريف.
 (7) ( ̈     

   

|   | 
     

  

|   | 
      

 مف خلاؿ مصفوفة الدوراف:     لنعرؼ التابع

      


















100

0)cos()sin(

0)sin()cos(

wtwt

wtwt

 

 سنقوـ بتغير المتحولات:إف الدراسة بجممة إحداثيات دوارة لذلؾ 
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0)cos()sin(

0)sin()cos(
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*  :نعرؼ المتحوؿ الجديد
 
 
 
+                        [

  
 

  
 

  
 

]                

   حيث 
      

      
 .   مكونات الػ 

في الإحداثيات الجديدة فإف مواضع الأجساـ الأساسية ثابت ونشتؽ معادلات الحركة لمجسـ الثالث بيذه الإحداثيات لػ 
 (barycenterنظاـ إحداثي دوار يدور حوؿ مركز الكتمة )

⇒      
                                                                   8  

  ̇  
 

  
[  

        ]   ̇ 
           

       ̇ 
 ̈   ̈ 

          ̇ 
    ̇           ̈ 

[   ]  حيث          [   ] 
( لدينا:7مف )   

 ̈    [
   

      
  

          
  

      
    

      ] 

 ̈      
       

  

|   | 
̈

     
  

|   | 
       

 نحصؿ عمى :      ( في ىذه المعادلة ونقوـ بضرب طرفيف المعادلة ب 8نعوض قيمة )
 ̈          ̈ 

               ̇ 
    ̇     

  

|   | 
     

  

|   | 
       

 معادلة اشتقاؽ شعاع مف الدرجة الثانية مف أجؿ الجسـ الثالث في نظاـ إحداثيات دوار.ىذه 
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(11) 

 ̈       نعرؼ عف قيـ 
 ̈       وبعد إجراء الحسابات اللازمة:             

               

       ̈ 
      *
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          *
   

 
 

+  *
 
 
 
+   [
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          *
   

 
 

+  *
 
 
 
+   [

    

 
 

] 

 (:9إف معادلة الحركة لمجسـ الثالث)

[
 ̈
 ̈
 ̈
]  

[
 
 
 
 
  

      ̇        
  

  
    

  

  
    

       ̇        
  

  
    

  

  
    

                 
  

  
    

  

  
    

]
 
 
 
 
 

                                 

 حيث
   √                                        √                

 
 :إحداثيات بلا أبعاد

إفّ التعامؿ مع احداثيات بلا أبعاد يساعدنا باستخداـ نتائجنا في مختمؼ الأنظمة والتطبيؽ بشكؿ أفضؿ، نقوـ بأخذ 
ذا جعمنا ىذه   اليميف ) ( والكتمة الآخؼ عمى  مركز الكتمة عند المبدأ الساكف و الكتمة الأثقؿ عمى اليسار ) ( وا 

       الإحداثيات عمى طوؿ الخط الواصؿ بيف الكتؿ المار بالمبدأ عندىا  
                  انحفاظ العزـ الخطي:                  يُعطى

⇒    
  

  
     

                                                                               المسافة ىي :
                           نعرؼ البارامتر:        

  

     
            

 
 

        (       ( وتكوف المسافة بيف الأجساـ الأساسية) duنعرؼ واحدة المسافة )  -
          وبالتالي الكتمة الكمية لمنظاـ  muنعرؼ واحدة الكتمة  -
في  2π( تقوـ بدورة خلاؿ      خر أف الأجساـ )آ بمعنى 2πنعرؼ أيضا واحدة الزمف بحيث يكوف تردد النظاـ  -

          (       tuواحدة الزمف )
⇒      أصبح لدينا                         ⇒ μ      

 ثابت الجاذبية  G=1ولدينا أيضاً 
 ( بالشكؿ 01الأف تصبح معادلات الحركة)
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(13) 

(14) 

[
 ̈
 ̈
 ̈
]  
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     ̇    

   

  
        

 

  
   (       )

    ̇    
   

  
    

 

  
   

 
   

  
         

 

  
   

]
 
 
 
 
 
 

 

 
        الجسـ الأوؿ يقع عند

         
               √             وكتمتو  
              الجسـ الثاني يقع عند  

                   √         وكتمتو      
 نعرؼ التابع:

           
 

 
        

   

  
 

 

  
 

𝜕 

𝜕 
    

     

  
        

 

  
             

 وبشكؿ مشابو 
𝜕 

𝜕 
   

     

  
    

 

  
                                      

𝜕 

𝜕 
  

   

  
    

 

  
                                                   

 (  يصبح لدينا :00نعوض بمعادلات الحركة )

[
    ̈
 ̈
 ̈

]    

[
 
 
 
 
 
  ̇  

𝜕
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    ̇  
𝜕
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̇

𝜕

𝜕 
  ]

 
 
 
 
 
 

 

 ( بالشكؿ:03نعبر عف معادلات الحركة )
             

   ̇    ̇   ̇   ̇  (          )          
 

* ̇̇
 ̇
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(15) 

 تكامل الحركة :-طاقة جاكوبي 
 لدينا العلاقة التالية:

 ̈  ̇ ̈  ̇ ̈  ̇  
 

 
  

 

  
    ̇   ̇   ̇   

 ̇     ̇       ̇(   ̇    )   ̇    
 

  
  

 

 
 
 

  
  ̇   ̇   ̇   

 بالنسبة لمزمفنكامؿ 
 

 
    ̇   ̇   ̇               

 

 
  

C ثابت اختياري :                               ̇   ̇   ̇   
 :  نعوض قيمة 

           
     

  
   

 

  
   ̇   ̇   ̇   

 ىذه الكمية المحفوظة ىي عبارة عف ثابت جاكوبي )طاقة جاكوبي( 
                                                           | |   ̇   ̇   ̇  مربع السرعة

منحنيات السرعة المعدومة أو منحنيات تساوي د طاقة معينة سوؼ تحؿ المعادلة :)في حالة السرعة معدومة عن
 : وتصبح المعادلة بسطح ذو بعديف ( الكموف

         
     

  
   

 

  
                                                    

 مواقع نقاط التوازن :
أجساـ مقيدة دائرياً. إذا وقع الجسـ السماوي أو القمر الصناعي عند إحدى ىذه النقاط  3نقاط توازف في مسألة  5لدينا 

كف ولف يكوف ىناؾ اضرابات . ىذه مع سرعة ابتدائية معدومة بالنسبة لنظاـ إحداثي دوار. سوؼ يبقى ىذا الجسـ سا
وىي نقاط التوازف   مف ىذه النقاط تقع عمى المحور 3المواقع الخاصة تدعى نقاط لاغرانج أو نقاط التوازف. لدينا 

 .      (equilateralمنيا مثمثية ) 2و          ( collinearالخطية )

 
 (: توزع نقاط لاغرانج الخمسة1الشكل)
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        عند أي نقطة        ومف أجؿ ىذا النظاـ ىي جذور لممعادلة 
 ( تختصر إلى :04ومعادلات الحركة)      بداية مف أجؿ النقاط الخطية أي 

𝜕 

𝜕 
   

     

   
       

 

   
 (       ) 

𝜕 

𝜕 
                                              

𝜕 

𝜕 
   

               
𝜕 

𝜕 
   

  
     

   
       

 

   
 (       )                                 

 وبالتالي لدينا ثلاثة حالات ) ثلاث نقاط ( : 0  و   وبيف   نقاط التوازف الخطية تقع عمى المحور 
                                               
                                            
                                            

 معادلات لا خطية : 3أصبح لدينا

      
     

      
 

 

        
                                         

      
     

      
 

 

        
                                 8  

      
     

      
 

 

        
                                          

أسيؿ بالحساب طالما أنيا تقع عند مثمث متساوي الأضلاع الذي  ((equilteral triangleقع نقاط التوازف المثمثية امو 
 قاعدتو الخط بيف الجسميف والمسافة مف الجسـ الأوؿ لمثاني يجب أف تكوف واحد .

    √                 وارتفاع العمود الثالث   القاعدة تقع عمى المحور 

         
√ 

 
                                                   

 

 
                     

          
√ 

 
                                                 

 

 
                   

 
 النتائج والمناقشة:

 نقاط وطاقة إحداثيات لحسابMATLABفي بيئة الػ برنامج بوضع( 21( و )09( و )08قمنا بدراسة المعادلات ) 
 . CRTBPلػ الخمسة التوازف

  
  

  
 

  

  
 

كتمتو القمر
كتمتو الأرض

ذأخ  في المجاؿ[    ]                                           تـ 

 عمماً أف:                                                                 
             الأرض   مة،     كت                القمر  ة،  كتم
 تـ التوصؿ لمنتائج التالية:
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energy y-coordinate x-coordinate location 

-1.5838206546e+00 0.000000 0.848079 L1 

-1.5771597543e+00 0.000000 1.146765 L2 

-1.5049988584e+00 0.000000 -1.004167 L3 

-1.4950500000e+00 0.866025 0.490000 L4 

-1.4950500000e+00 -0.866025 0.490000 L5 

 
 لحساب المدارات الدورية

     نفرض لتخفيض معادلات الحركة مف الدرجة الثانية إلى الأولى 
 ̇           و                    و    ̇           و          

 ( نجد :00مف المعادلة )

  ̇  
  

  
  ̇         

  ̇  
   

  
               

    

  
    

      

  
  

  ̇  
   

  
  ̇         

  ̇  
   

  
                

  

  
    

  

  
  

   √          
           √            

    
 

 تشكم انجدول انتاني:

L3 L2 L1 

                
 

      8  8     ة

 
              

 

  ̇              
 

  ̇               
 

  ̇               
 

              
 

           8  
 

              
 

        8      
 

           8 88 
 

               
 

 
وجميع    ودور المدار   ونسبة كتمة الأرض والقمر ̇   ومركبة السرعة    كؿ مدار معرؼ بمركبة الموضع البدائية

 لجميع المدارات ىي صفر .  ̇  ومركبات السرعة البدائية    مركبات الموقع البدائية 
 واستخداـ الػ (ode45مف المرتبة الرابعة ) ( Runge-Kuttaرانج كوتا)  خوارزميةباستخداـ ىذه القيـ والاعتماد عمى 

Matlab ( حوؿ 2توصمنا لممدار في الشكؿ )عمى اليسار( )L1( في المرجع 2وىو يماثؿ الشكؿ ) 06[ ( )عمى اليميف[.  
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 .]21[ عمى اليسار الشكل الذي تم التوصل لو وعمى اليمين نفس الشكل من المرجع   ( : المدار الدوري حول نقطة لاغرانج 2)الشكل 

    و  والأمر نفسو لممداريف حوؿ 
 

 
 .]21[ عمى اليسار الشكل الذي تم التوصل لو وعمى اليمين نفس الشكل من المرجع   ( : المدار الدوري حول نقطة لاغرانج 3)الشكل 
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 .]06[ عمى اليسار الشكل الذي تم التوصل لو وعمى اليمين نفس الشكل من المرجع   (: المدار الدوري حول نقطة لاغرانج 4الشكل )

 
 (15فإذا وضعنا مركبات السرعة مساوية لمصفر في معادلة الطاقة لجاكوبي )

             (  
  

 

  
)   (  

  
 

  
)                                

 طاقة المدار في حالة السرعة معدومة :   
وبالتالي نحصؿ عمى سطح متساوي الجيد مف  و   أو لػ   و   كتابع لػ  أو    نلاحظ أف ىذه المعادلة تعطينا

 .   أجؿ 
 حيث:

   
 

 
         

   

  
 

 

  
 

والتي تعبر مف خلاؿ ZVC)أو منحنيات السرعة المعدومة)  (equipotential)قمنا بتوضيح منحنيات متساوية الجيد 
قمر. ولكي نتمكف مف حساب ىذه  -ولكنيا جميعيا مف أجؿ نسبة كتمة أرض   التوازف مف أجؿ قيـ مختمفة لػ   نقاط

 ثابت جاكوبي.  مف أجؿ إعطائنا مجموعة قيـ لمثابت       المنحنيات نحؿ المعادلة 
( ىو مأخوذ 5( بينما الشكؿ )4الشكؿ ) بعلامات نجمية ويظير الأرض والقمر كنقاط صغيرةيتـ تمييز نقاط التوازف 

 .]06[مف المرجع 
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 أرض-(: منحني السرعة المعدومة لنظام قمر5الشكل )

 3نقاط التوازف أو ما يسمى نقاط لاغرانج لمسألة  5ىذا الشكؿ يوضح منحنيات معدومة السرعة التي تعبر مف خلاليا 
 .     وذلؾ في المستوي (CRTBP)أرض -أجساـ مقيدة دائرياً لنظاـ قمر

تسمح لنا دراسة ىذه الأسطح بتحديد ما إذا كاف مف الممكف لجسـ ما أف ينتقؿ مف الأرض إلى القمر أو ما بعده. أي 
تحديد سطح السرعة النسبية الصفرية، حيث لا يمكف لمقمر الصناعي أو الجسـ الفمكي العبور مف خلاؿ ىذه السطوح 

 .  عديمة السرعة مالـ يتجاوز الطاقة 
 ( نلاحظ تشابو كبير بالشكؿ  6وىو الشكؿ )] 06[المرجع ( الذي تـ التوصؿ إليو مع الشكؿ المأخوذ مف 5ا الشكؿ )وبمقارنة ىذ

 
 .]16[( توضيح منحني السرعة المعدومة من المرجع 6الشكل )
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 الاستنتاجات والتوصيات:
تـ في ىذا العمؿ وصؼ رياضي لمسألة ثلاثة أجساـ عامة وخاصة )المقيدة دائرياً( وتطبيؽ مباشر عمى ىذه المسألة 

قمر حوؿ مركز كتمتيما المشترؾ وتأثير ذلؾ عمى قمر صناعي )الجسـ الأخؼ( -بدراسة دوراف جسميف مثؿ أرض
ي نظاـ دوار، بسبب ىذه الحركة يظير لدينا خمس يخضع فقط لحقؿ الجاذبية بدوف تأثير الاضطرابات الأخرى وذلؾ ف

نقاط توازف تدعى نقاط لاغرانج، وقمنا بدراسة عددية ليا باستخداـ الحاسوب لإيجاد مواقع ىذه النقاط ورسـ المسار 
 .ZVC))حوليا بالإضافة إلى رسـ منحنيات معدومة السرعة 

الشمسية ومقارنة النتائج والدقة كما نوصي بدراسة مماثمة نوصي بتطوير ىذه الدراسة لتشمؿ نماذج أخرى مف الأنظمة 
 في حاؿ تـ أخذ الاضطراب بعيف الاعتبار والتأثيرات عمى الأجساـ وحركتيا ومدى تغير النتائج.
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