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 ممخّص  

 
ب دوراني ,أي البرىان عنى ىذا البحث بدراسة الحركات الصغيرة لمجموعة من السوائل المزجة الشعرية في أنبو ي  

تحويل المسألة إلى  لمن خلا,  ية الابتدائية التي تصف ىذه الحركاتوحدانية حل لمسألة القيمة الحد  عمى وجود و 
 مسألة كوشي ليا الشكل الآتي:

0( ) , 0 , (0)
dx

A x f t t T x x
dt

     

)حيث  )f t   ة مستمرة تأخذ قيميا في فضاء ىمبرت دالEوA  الفضاءىذا معرف في مؤثر, 
 ....( , مقاربة مؤثر,سقاط المعامدالإ مثل لتابعي )وذلك باستخدام طرائق في التحميل ا

 
 جمل ىيدروديناميكية , فضاء ىمبرت , مقاربة مؤثر , المعادلات التفاضمية في فضاء ىمبرت. الكممات المفتاحية:
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  ABSTRACT    

 

This Work suggests a study of small motions of system of  capillary viscous fluids in 

rotation vessels ,i.e: to prove the unique solvability theorem of the initial boundary value 

problem that describe these motions. For that we reduced to Cauchy problem that has the 

form: 

0( ) , 0 , (0)
dx

A x f t t T x x
dt

      

Where ( )f t is a continuous function with values in the Hilbert space E, A is an 

operator on E, 

By using Functional analysis methods (Orthogonal projector, Operator approach,…). 

 

 

Key Words: Hydrodynamical systems , Hilbert space, Operator approach, differential 

equations in Hilbert space. 
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 مقدمة:
في أواخر القرن رست مسائل الحركات الصغيرة لسائل لزج في أنبوب بشروط قريبة من شروط انعدام الوزن د  
 . في عدة ابحاثالعشرين 

في المراجعحة بالتفصيل لمسائل موض  طرائق المؤثرات المستخدمة في ىذه ا 1,2,3 . قام العالم
Kopachevsky في 4,5 برىن عمى وجود حل  إذ, بدراسة الحركات الصغيرة لسائل لزج شعري في أنبوب دوراني

 قوي وحيد لمسالة القيمة الحدية الابتدائية التي تصف ىذه الحركات. 
سائل لزج غير مختمط ويتمتع بالخاصة الشعرية في  mلج في ىذا البحث مسألة الحركات الصغيرة لـسنعا

التي تصف مسألتنا  لة القيمة الحدية الابتدائيةنشكل بدايةً مسأوس وية ثابتة ,أنبوب يدور بشكل منتظم وبسرعة زا
بالاستفادة من المراجع  1,2,3,4 ل مسألة القيمة الحدية الابتدائية إلى مسألة كوشي من أجل جممة من , ثم نحو 

أن  مسألة كوشي المذكورة أعلاه تؤول إلى  أثبتنا, أخيراً  سقاطبعض مؤثرات الإالتفاضمية بتطبيق  اتمعادلات المؤثر 
 :من الشكل  مسألة كوشي في فضاء ىمبرت

 0( ) , 0 , (0) 1
dx

A x f t t T x x
dt

     

 ة الابتدائية.قوي لمسألة القيمة الحدي   ا يسمح لنا بالبرىان عمى وجود وحدانية حل  وىذ 
 

 أىمية البحث وأىدافو :
ييدف البحث إلى دراسة مسألة الحركات الصغيرة لمجموعة من السوائل المزجة الشعرية في أنبوب دوراني 

لمسألة ألة القيمة الحدية الابتدائية الموافقة مسمنشور متعامد لفضاء ىمبرت لتحويل  ىسقاط عمطريقة الإ باستخدام
الحركات الصغيرة عمى مسألة كوشي في فضاء ىمبرت من الشكل 1 ,  والبرىان عمى وجود ووحدانية الحل ليذه

 المسألة.
 ليندسية.  الكثير من القضايا العممية الفيزيائية وا تكمن أىمية البحث في تطبيقاتو العممية في حل  

 
 ده:طرائق البحث وموا

الحركات الصغيرة لسائل لزج شعري في أنبوب  لمسألة ة الابتدائية الموافقةي  نبدأ أولًا بتشكيل مسألة القيمة الحد  
دوراني بالاعتماد عمى المراجع 1,2,3,4 ثم نعطي بعض التعاريف والمبرىنات الأساسية التي تستخدم , 

ل مسألة القيمة الحدية الابتدائية إلى مسألة كوشي في فضاء ىمبرت من الشكلفي تحوي 1 وبرىان النتائج,
 التي حصمنا عمييا.

 :تشكيل مسألة القيمة الحدية الابتدائية

 التي ة الشعريةمزجال ائلو سمن الmممموء بجممة مؤلفة من  أنبوبأن  في حالة السكون رض نف
,ياكثافات 1,i i m   1كون تبحيث 2 ..... 0m     مع  مع بعض,و بعضيا ل منتظموتدور بشك

0الحاوية بسرعة زاوية 0 3e   ,3حيثe  3الدوران  جو الواحدة عمى محورمتO x.1حيث 2 3O x x x  جممة
0حقل القوى الخارجية ليكن  .ديكارتية مرتبطة بالأنبوب  إحداثية 3F ge . نرمز لممنطقة الممموءة  ىو حقل الجاذبية

3بالسائل في وضع التوازن بـ  . 
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الضغط يكون في ىذه الحالة
0, ( )kP x  في كل سائل 2,4  : 

 2 2 21
0, 3 0 1 22

( ) ( ) , 1.... 2k k k k kP x gx x x c in k m         
 في حالة التوازن.kمنطقة مشغولة بسائل  kو,   ثوابت حقيقية kcو 

 :ط فييمامن خلال مساواة الضغ بالشكل الآتيلسائمين متجاورين  iمعادلة السطح تعطى

 2 2 2 1
3, 0 1 2 1

1
( ) ; ( ) : 0 , 1... 1 3

2 ( )

i i
i i i i

i

c c
x x x i m

g g
   







        


 

1mثوابت يمكن إيجادىا من خلال الشروط  icحيث    لحجم كل منطقةkمشغولة بسائلk  في
 الحالة القمقة ) غير المستقرة(:

 : ; 1,2,..., 4
k

k k kd mes V k m


     

i:عمى السطح تحقق شرط لابلاسيو  2,4 
0, 0, 1 1, 2,( ) ( ) ( ) ( )i i i i i iP x P x k k on     

,1ن السائل والغاز, وبي iمعامل توتر السطح الموجبiحيث  2,,i ik k التقوسات الأساسية لمسطحi. 
فإذا أخذنا بعين الاعتبار العلاقة  1 المعادلة الآتية: ىنحصل عم 

 2 2 2

1, 2, 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,.... 1 5i i i i i ik k g x x c c i m             
يونغ - ب  ر دو  القيمة الحدية  شرطيتحقق و  Durpe Y oungعمى السطحi 

 1, 0,cos ; 1,2,...., 1 6i i i i ion i m        
0حيث  i  بين جدار الأنبوب والسطح الاحتكاك ثنائيةi ,1,i معامل توتر السطح بين الغاز

 جسم الانبوب. السائل و معامل توتر السطح بينi,0وجسم الانبوب, 
,3 ت عرف المعادلات التفاضمية الجزئية اللاخطية لمدوال   1 2( , )i ix f x x  مع الشروط   6 , مسألة  4

لنرمز لمزوجة الحركية لمسائل . iلاخطية تيدف إلى إيجاد معادلة السطح المتوازن  ةحدي  قيمة 
:0بـ , 1,2,....,k k k m   حيث  ,ً0ومعامل المزوجة الحركية ووسيط المسألة أيضا

k .ثوابت موجبة 
ضغط لكل سائل ال مكن التعبير عنحيث ي, ندرس الحركات الصغيرة لجممة ) الأنبوب + مجموعة السوائل( 

0بالشكل :   1 2 3( , ) ( , ) ( , ), ( , , )k k k kP t x P t x p t x x x x x     ,0حيث ( , )kP t x الضغط في
)وضع التوازن و , )kp t x.ضغط ديناميكي 

نحصل عمى جممة معادلات عندئذ   Navier Stokes سرع الل من أجل حقالخطية( , )ku t x التي
1حداثيةفي الجممة الإ kحركة السائل تصف  2 3O x x x الديناميكيط الضغو( , )kp t x: 2,4 

 

0 3

1
2 , 0 ,

( , ) 0 ; 1,2,...., 7

k
k k k

k k

k

k

k

u
u e p u f div u in

t

u t x on S k m

 



         



 

 

kحيث kS S نبوبالأ جدارالقسم الموافق لS  ,و( , )f f t x.حقل القوى الخارجية الصغير 
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المنحنية حداثيةالجممة الإ لنأخذ 1 2 3
iO Curvilinear    في جوار السطحi ,الشروط  لإيجاد

 .الحركية والديناميكية 
:فنجد الشرط الديناميكي من أجل كل سائل 2,4 

 

 

1 1

,3 3, 1 ,3 3,

1

3,3 1 1 3,3

2 2 2

1, 2, 1 0

2 2

1 2

( ) ( ) ; 1,2, 1,2,..., 1 8

( 2 ) ( 2 ) : 9

: ( ) ( )[ cos( , ) cos( , )]

, 1,2,.

i i i

i

i i i i

i j j i j j i

i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i r

u u u u on j i m

p u p u L a

a k k g n e r n e

r x x i



 

     

   

 





   

 

      

         

     

   ..., 1m 

 

3حيث  3
,3 3, 3,3

3 3

: , : , :

i i i
ji i i

j j

j

u u u
u u u

  

  
  
  i

   ,   بيمترامي عمى الدوال  –مؤثر لابلاس

لمجممة الإحداثية  Orمتجو الوحدة لممحور  reو iالناظم عمى inو وىو مؤثر تفاضميiالمعرفة عمى 
3Orسطوانية الأ xفة من خلال الجممة الإا 1حداثية الديكارتيةلمعر  2 3Ox x x     .  

3بفرض أن   1 2ˆ ˆ( , ), : ( , )i i i i i it       لمسطح الحر رأسيةزاحة الترمز إلى الإ( )i t  من السطح
 عندئذ  نحصل عمى الشرط الحركي:iالافقي المتوازن 

 1: . , ( ) ; 1,2,..., 1 10

ˆ( , ) 0 ( ) , 0

i

i

i i i ii
n i i

i i i i i i

u u n u u on i m
t

t on S d



  






     



     
 

0tأخيراً, نكتب شروط القيمة الابتدائية عندما  : 
 , 0ˆ ˆ(0, ) ( ) , 1,2,.., , (0, ) ( ), 1,2,...., 1 11k k o

i i i iu x u x k m i m        
الابتدائية  -ىو إيجاد حل مسألة القيمة الحدية والمطموب   11 7يجاد حقول السرع , أي إ( , )ku t x 

)وحقول الضغط  , ) ; 1,kp t x k m  والدوال ,( , ); 1, 1i t x i m  . 
 تعاريف ومبرىنات أساسية:

تعريف 1:[6] 
)نقول عن دالة  )tتأخذ قيميا فيH  إن يا تحقق شرط ىولدر في المجال 0,T  إذا وجدت ثوابت مثل

 0,1 , 0c  :تحقق 
( ) ( ) ,0

H
t s c t s s t T



       
 

تعريف 2:[6]  يقال عن الأسرة{ ( ), }U U t t R   ن يا تشكل شبو زمرة إذا تحقق:من المؤثرات إ 
)ة الدال   .1 )U t x  مستمرة من أجل كلx E. 
2. ( ) ( ) ( ); ,U t U t U t R      
3. (0)U I 
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تعريف 3:[6] من أجل كل  يقال عن شبو زمرة إنيا تحميمية إذا كان*,x E y E   ,  فإن
(.)الدالة ,U x y  تحميمية في القطاع , ;| arg | ,0z z o z


        

مبرىنة  1:[6] 
في المسألة (analytic semigroup)د شبو زمرة تحميمية ل  و يAبفرض أن  المؤثر 1و ,

0 ( )x D A ,
تحقق شرط ىولدر. عندئذ  لممسألة fوبفرض 1  حل( )x t  قوي وحيد عمى المجال 0,T  . 

تعريف 4: 2 
 المجموعة تشكل

 
2

1

1

ˆ : { ( )} ; 12
k

m
k m k

k k k

k

u u x u d




 
    

 
  

2ونرمز ليا بـ فضاء ىمبرت
ˆ ( )L   ف بالعلاقة: لجداء الداخمي فيو معر  ا مع العمم أن 

   
2

ˆ ( )
1

ˆ ˆ, : . 13
k

m
k k

k kL
k

u v u v d
 



   

مبرىنة 2: 2 
k ,1,kالمنطقة  محيط)  kو منطقة جزئية kمنطقة مقسمة إلى لتكن  mوط ر ( تحقق ش

ليبشتز 2  يكون: . عندئذ 
 2 0, 0,

ˆˆ ˆ( ) : ( ) 14SL G J    
 حيث:

 
 

1
1 2 1 1

, 0, 11

ˆ : { } ( );{ } { }
ˆ : 15

; 0
i

k m k m k m
m

k k k k

o i ii
i

w w L w
G G

on



 


  

  

      
    

    

 

 
 

1 2

0, 0,
1

ˆ : { } ( ); 0 ( )
ˆ ( ) : ( ) 16

;( ) 0
k

k m k
m

k k k

S S k kk
n k

v v L div v in
J J

v on S





      
      

  

 
تعريف 5: 2 

2المجموعة إن   2 1 2 3( ): { ( ) / ( ), }mH f L D f L m              تشكل
 ف بالعلاقة:مع العمم ان  الجداء الداخمي معر  , فضاء ىمبرت 

 
( )

, : ( ) ( )mH
m

f g D f x D g x d 


 



  

Dترمزملاحظة:  f  ة مة لمدال  إلى المشتقات المعمf  حتى المرتبة. 
خاصة 1: 2 
0المجموعة تشكل ( ): { ( ) / 0}m m

f
H f H       من الفضاء اً فضاء جزئي( )mH . 
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ترمز  ملاحظة:
f

إلى قيمة الدالةf  عمى الحد  . 
خاصة 2: 2وتحسب سرعتيا بالشكل: , تؤدي قوى المزوجة إلى تبدد الطاقة 

 

23

1
2

1 , 1

ˆ ˆ ˆ( , ) : ( , ); ( , ) : ( )

17

; ( ) : , , 1,2,3 , 1,

k

m
k k k k k

k k k k k ij k

k i j

kk
jk i

ij

j i

E u v E u v E u v u d

uu
u i j k m

x x

   




 


   




  
         

 

خاصة 3: 2  مجموعة:الإن 

 

 

1 1

0, 0, 1 2
1

1

ˆ ˆ( ) : ( ) { : { } ( ); ( , ) ,

0 ( ) , 0 , 1,

, ( ) , 1, 1} 18

k

m
k m k k

S S k k k
k

k k

k k

i i

i

J J u u L E u v

div u in u on S k m

u u on i m






         

   

   

 

1سوبوليف فضاء من اً فضاء ىمبرت جزئي  تشكل  1

1

ˆ ( ) : ( ) ,
m

k
k

H H Sobolev


   النظيم في ىذا  , و
 :بالعلاقةالفضاء الجزئي يعر ف 

 
2

1,
ˆˆ ˆ ˆ: ( , ) 19u E u u


 

 
خاصة 4: 2:إن  المجموعة 

 
 

1

ˆ2, 2, 2, 2 0
1

2, 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ: , : ( ); ( ,1 ) 0
20

: ( ) {1 } , 1, 1

i

i

m

i

i i

L L L L

L L i m

 


   




      


    

 

2من الفضاء اً تشكل فضاء ىمبرت جزئي  
ˆ ( )L  :والنظيم فيو معرف بالشكل , 

 
1 22

0
1

ˆˆ : ( ) 21
i

m
i

i i i

i

d   





   

تعريف 6: 2 

المجموعة إن  
1

ˆ ( ): ( )
m

k
k

G G


     التي يمكن

كتابتيا 1 2
ˆ ˆˆ( ): : { } ( )m

k kG u p p L      الكمونية. فضاء الدوال  تشكل فضاء ىمبرت ندعوه ب 
 

مبرىنة 3: 2 المبرىنة لتكن شروط 2  يكون:قة . عندئذ  محق 
 , 0,

ˆ ˆ ˆ( ): ( ) ( ) 22h SG G G      
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:  مع العمم أن 

 

, , 1 2
1

1

1

1 1

ˆ ˆˆ( ) : ( ) : { { ( )} ( ) : ,

0 ( ) , 0, ( ) , 1, , , ( )

( ) 0, 1, 1} 23

k

i

m
m

h S h S k k k k k
k

k i i
k k k i

k i i

i i i i i

G G v v x L v

in on S k m on
n n n

d i m



  


   








 


        

  
      

  

    

 

مبرىنة 4: 2 1الفضاء الجزئي

0,
ˆ ( )SJ  0كثيف في الفضاء,

ˆ ( )SJ  1, و

0,
ˆ ( )SJ   طمور تراصاً في

,0الفضاء
ˆ ( )SJ   ,1مؤثر أن  ال أي

0, 0,
ˆ ˆ ˆ: ( ) ( )S SA J J  1حيث متراص  و  وموجب محدود

ˆ : { }m

k kA diag A  
مبرىنة 5: 2 1الفضاء الجزئي 1

2 2

2,
ˆ ˆ ˆ: ( )H H L   2كثيف في الفضاء,L̂  1, و

2Ĥ   ًطمور تراصا
L̂,2في الفضاء . 

مبرىنة 6: 1:إذا تحققت الشروط 

   
* *1

0,
ˆ ( ) ,Sf J G    

حيث  
*

G   فة عمى الفضاء فضاء جميع الداليات الخطية المعرG, و 
*

1

0,
ˆ ( )SJ  فضاء جميع الداليات

1ى الفضاءفة عمة المعر  الخطي  

0,
ˆ ( )SJ  . 

 : ستوكس الآتية لمسألةيكون عندئذ  
   

   

   

0,

3

3 3

1

: , 0 , 0

( )

0 , 0 , 0

S u

i u i i

i

u
u u

Au P u p f div u in u on S

u u p e on

p
p in on S p d

n

  




       

    


    







 

1وحيد حل  

0, ( )Su J  , :1لو التمثيل التالي ,M u v wu v w A f T p p p       
 الأولى(:) مسألة كرين المساعدة الآتية ضعيف لممسألة حل   vحيث 

   

 

   

0,

3 3

: , 0 , 0

( ) 0 , 1,2,3

0 , 0

S v

i i

v
v

Av P v p f div v in v on S

u p on i

p
p in on S

n

 

       

   


   



 

 ضعيف لممسألة) مسألة كرين المساعدة الثانية(: حل   wبينما 
   

 

   

0, , 0 , 0

0 , 0 , 0

S w

w
w w

P w p f div w in w on S

w on

p
p in on S p d

n





      

  


     

 

 

و    
* *1 1

0, 0,: ( ) ( ) , ; | :S S M M M MA J J T M G         

1من أجل كل  وبالعكس

0, ( )Su J   يوجد ليا   
* *1

0,
ˆ ( ) ,Sf J G     ,بحيثu v w  
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 ضعيف لمسألة كرين المساعدة الثانية.  حل   wو  , ضعيف لمسألة كرين المساعدة الأولى حل   vحيث  
 جممة معادلات المؤثرات التفاضمية: 

ة الابتدائية ندرس في ىذا القسم مسألة القيمة الحدي     11 7  , التفاضمية  مؤثراتالمعادلات ونجد جممة 
 ., والمرتبطة بيذه المسألةفي فضاء ىمبرت

يتضح من العلاقات   10   أن
2,

ˆ( , ) , 1, 1 , 0
ii t L i m t       .

,لذلك 1, 1
i i i i m     2حيث 2,: ( )

i iiL L    ودي.سقاط عممؤثر إ 
 بالشكل :  0iBلنعرف المؤثر 

 2

0 0 0 2,: ; ( ) : ( ) 24
i i ii i i i i i iB L D B H L          

معرف بالعلاقة iLو 9 1. نعرف المؤثر

0 0 1
ˆ : ( )m

i iB diag B 

 
تمييدية  1: 1ر المؤث

0 0 2, 2,: ( )
i ii iB D B L L    ًغير محدود ومترافق ذاتيا. 

مبرىنة 7: المؤثر
0 0 2, 2,

ˆ ˆ ˆ ˆ: ( )B D B L L    فة غير محدود ومترافق ذاتياً , وصيغتو التربيعية معر 
بالشكل: 2 

 
2,

1
2

ˆ0

1

ˆ ˆ ˆ( , ) : ( , ) 25
i

i

m

i i i i i iL
i

B a d     









    
   

 الاثبات:
1بما أن  

0 0 1
ˆ : ( )m

i iB diag B 

   و مترافق ذاتياً أن يكونفيكفي لإثبات أن *

0 0 , 1, 1i iB B i m    مترافق(
تمييديةوىذا واضح بالاعتماد عمى ال ,ذاتياً(  1  0, وبنفس الطريقةB̂.غير محدود 

نوجد صيغة أخرى لمعلاقة  9  باستخدام المؤثر
0B̂ بحيث نفترض أن ,: 

 1( ) 0 1, 1 26
i

i i ip p d i m


     

و باستخدام  العلاقة :
 

 1

3,3 3,3( ) 0 1, 1 27
i

i i

iu u d i m


     

 نحصل عمى :
 1

3,3 1 1 3,3 0( 2 ) ( 2 ) ( ) , 1, 1 28i i

i i i i i i ip u p u B on i m  

           
العلاقة  دلًا منب  9. 

ممة من العلاقات التفاضمية من المسألة نيدف إلى الحصول عمى ج   11 7  عندئذ  نحصل عمى مسألة ,
 كوشي بمعادلة مؤثرات تفاضمية في فضاء ىمبرت.

إن  جميع حدود المعادلة 7  تنتمي إلى الفضاء
2

ˆ ( )L :  , ومن الواضح أن 
 1

0, 1
ˆˆˆ( , ) ( ) , { } ( ) 29m

S k ku t x J p p G 

       
و الحل 

1
ˆ( , ) { ( , )}k m

ku t x u t x   لممسألة   11 7 :ممثل بالشكل 
 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) 30u t x v t x w t x  

حيث 
1

ˆ( , ) { ( , )}k m

kv t x v t x   ىو حل لمسألة القيمة الحدية الآتية I : 
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(1)

0 3

1 1 1

,3 3, 1 ,3 3,

(1) (1) 1

3,3 1 1 3,3

2 ( )

0 ( ) , 0 ( ) , 1, 31

0, ( ) ( ) 0, 1,2

( 2 ) ( 2 ) 0 ( ) , 1, 1

k
k k

k k k k k

k k

k k

i i i i i i

i j j i j j

i i

i i i i i

u
v p u e f

t

div v in v on S k m

v v v v v v j

p v p v on i m

    

 

 

  





 


        



   

      

         

 
و 

1
ˆ ( , ) { ( , )}k m

kw t x w t x   ىو حل لمسألة القيمة الحدية الآتية II: 

 

(2)

1 1 1

,3 3, 1 ,3 3,

(2) (2) 1

3,3 1 1 3,3

0

0 ( ) , 0 ( ) , 1,

0, ( ) ( ) 0, 1,2 32

( 2 ) ( 2 ) ( )

( ) , 1, 1

i i

k

k k

k k

k k

i i i i i i

i j j i j j

i i

i i i i i i

i

w p

div w in w on S k m

w w w w w w j

p w p w a

on i m



 

   

  





   

   


    


       


         


   

نرمز لـ  ملاحظة:
(1)

ip  بالضغط الديناميكي الموافق لمحقلkv ,(2)

ip بالضغط الديناميكي الموافق لمحقلkw       . 
سقاطات العمودية نحصل بتطبيق الإعندئذ  , 

0, 0,
ˆ ˆ, S   عمى الفضاءات الجزئية

0, 0,
ˆ ˆ, ( )SG J   عمى

الترتيب , لطرفي المعادلة  7ة:عمى العلاقات التالي 

 

 

1

0 0, 3 0, 0,

0,

1

0 0, 3 0, 0,

0,

( ) 2 ( )
33

: , 1, 1

( ) 2 ( )
34

: , 1,

i i i

i

k k k

k

k i

i i

i i

k
k k

i k S S S

k S k

u e u f

p i m

du
p u e u f

dt

p p k m

   



  



  





        


      


         


     

 
ينتج من العلاقة 33   أنi يحسب من خلال, kf u  في العلاقة 34 ومن ناحية ثانية ,i غير

موجودة في العلاقة  34   ية الابتدائية والشروط الحد   11 8 . 
ينتج من       26 , 33 , 34 , 1أن  15 1 1 1( ) ( ) ( ) ,( ) 0i i i i i i i i i

p p p p        
       

1وبالتالي 1( ) | ( ) |
i ii i i ip p p p     . 

الشرط يصبحوعندئذ   28 :بالشكل 
 1

3,3 1 1 3,3 0( 2 ) ( 2 ) ( ) , 1, 1 35i i

i i i i i i ip u p u B on i m  

           
ية الابتدائيةاً إلى أعلاه تؤول مسألة القيمة الحد  استناد   11 7  إلى العلاقة 33  و مسألة ستوكس الواردة

في المبرىنة 6 ,  حيث تستبدلf بالطرف الأيمن من العلاقة 34  و بالطرف الأيمن من العلاقة 35 . 
نجد من خلال المبرىنة عندئذ   5ن  المسألة أ   11 7  مكافئة لمعلاقة 33 ,  وجممة المعادلات الآتية

 ط القيمة الابتدائية:وشرو 
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1

0 0

0, 1 0 0, 3 1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 36

ˆ ˆˆ ˆˆ{ } , : { } 37
k

m k m

S k S k

du
u v w v A i S u f

dt

f f S u i u e

 

 

 
      

 

    
 

 
1 1 1 1
2 2 2 2

1

0 1

* 1

0, 2,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ , { } 38

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ: : ( ) ( ) , : ( )

m

i i

S

w TB

T H H J H H L

    





   

  

     

 0 ,0 0 ,0 1

1 1

ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ, (0) : { ( )} , (0) : { ( )} 39k m i m

n k i i

d
u u u u x

dt


     

      
 حيث
 

1
21 1

1 0,: {( . ) } , : 40
i i i

i i m

n i i n Su u n J H 

    
 ملاحظة:

يمكن الاستغناء عن المعادلة 33   ةلأن و يمكننا إيجاد الدال, 1, 1i i m  وال  بواسطة الد 
( , ) , ( , )ku t x f t x من المعادلة 34.

 
ˆˆيجاد نستطيع إ ,u   من     36 , 38 , باستخدام العلاقة الأولى في كل 39   36 , 38  . 

نحصل باشتقاق المعادلات لذلك    38 , عمى مسألة كوشي من أجل جممة معادلات  tالنسبة لـ ب 30
 تفاضمية: -مؤثراتية

 

 

 

,0

0 0, 0,

1 ,0

0

,0 ,0 ,0 ,0 1 ,0

0

2 ( ) , (0) 41

( ) 0, (0) , 1, 1 42

: 43

k

i

k k
k k k k k

k k S

i
i i i i

i i n

i i i i i

i i

dv dw
A v i S v w f v v

dt dt

dw
T B v w w w i m

dt

v u w w T B

 

 

 





      

     

   

 

 وتكتب بالشكل:

 

 

 

0

0 0 0,

1 0

0

0 0 0 0 1 0

0

1 1

1 0 0 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) , (0) 44

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0, (0) 45

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ: 46

ˆ ˆ ˆˆ: : { } , : { } , : { } , : { }
i

S

n

m m m m

k k k k n n i i i

dv dw
Av i S v w f v v

dt dt

dw
TB v w w w

dt

v u w w TB

A diag A S diag S diag T diag T

 

 

 

 





 

   

      

   

   

   

 

 نحصل نتيجة تغيير المتحولات :
 

1 1
2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, 47v A w A 

 
  

عمى طرفي المعادلات Âو تطبيق المؤثر    45 ,  عمى مسألة كوشي الآتية: 44
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1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

1

0 0 0,

1 1 * 0 0

0

* *

0

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ2 ( ) ( ) 48

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) 0, (0) , (0) (0) 49

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ: , : , : 50

S

n

d
A i A S B A f

dt

d
B Q B A u

dt

B Q B Q Q A Q A T


       


       





 



      

      

  

 
 نبدأ بدراسة قابمية الحل لمسألة الحركات الصغيرة لجممة من السوائل المزجة الشعرية الدورانية , أي:

المسألة    11 7 انطلاقاً من المسألتين   44 46و   48 50. 
 تيتين :ذلك نعرض التمييديتين الآ . من أجلجمل ىذه المعادلاتالموجودة في  المؤثرات لذلك نوجد أولًا خواص  

تمييدية 2: 2 
1لمفضاء 

0,
ˆ ( )SJ د :المنشور المتعام 

 1

0, 1 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 51SJ N M     :حيث

 1

1 1 1 0,
1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) : ( ) : { { } ( ); } 52
m

k m

k k S n
k

N N v v J v


         
1والفضاء 

ˆ ( )M   ىو فضاء جزئي من الحمول الضعيفة لممسألة 32. 

ولمفضاء
1

12
0, 0,

ˆ ˆ( ) ( )S SJ A J  لآتي: ا المنشور

 
1 1

2 2
0, 0 0 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) : ( ) ( ) 53SJ N M A N A M         
 

تمييدية 3: 
 المؤثران  
 

1 1
2 2*

0, 2, 2, 0,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ: : ( ) , : : ( ) 54n S SQ A J L Q A T L J



       المعرفان
في العلاقة 50 ومتراصانمترافقان. 
 :ثباتالإ 

ˆ*إثبات أن   ˆ,Q Q المرجع  كما في مترافقان 4  1. بما أن
2Â

 متراص 2  ولكون المؤثرˆ
n ينتج أن   اً محدود

Q̂ متراص و*Q̂  المؤثر المرافق لمؤثر متراص ىو متراص لأن   , دوماً متراص. 
 

تعريف 7:[2] 
 .  اً موجب 0B̂يقال إن  الجممة المدروسة في حالة توازن مستقر فيما يتعمق بالتقريب الخطي إذا كان المؤثر

 
مبرىنة 8: 
المعرف في العلاقة B̂المؤثر  50  ً0حيث , مترافق ذاتيا,

ˆ ˆ( ) ( )SD B J  و
0

ˆ ( )
ˆ |

M
B


 قابل لمعكس 

 لكي يكون موجباً أن تكون الجممة في حالة توازن مستقر فيما يتعمق بالتقريب الخطي. ويكفي
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 ثبات:الإ 
ˆ*بما أن   ˆ,Q Q مترافقان من التمييدية 30, وB̂  ًلمبرىنةا منمترافق ذاتيا 7 ينتج أن  المؤثرB̂ مترافق

ˆ*, وبما أن  اً موجب 0B̂في حالة توازن مستقر فيما يتعمق بالتقريب الخطي يكون المؤثر . إذا كانت الجممةذاتياً  ˆ,Q Q 
ˆ*مترافقان يكون ˆQQ  وىذا يقتضي أن  ,  اً موجبB̂ ثبات أن  موجب في حالة التوازن المستقر. إ

0
ˆ ( )

ˆ |
M

B


قابل لمعكس  
واضح من المبرىنة 6  , كونو

1
ˆ ( )

ˆ |n M



 .B̂وتعريف المؤثر [1]لمعكس قابلاً  

 من المرتبة الأولى في فضاء ىمبرت: خطية مسألة كوشي بمعادلة تفاضمية
ية الابتدائيةلمسألة القيمة الحد   وحدانية حل  ندرس وجود و    11 7 باستخدام المسألة   44 46لذلك , 

 نقوم في ىذا القسم بتحويميا إلى مسألة كوشي بمعادلة خطية من المرتبة الأولى.     
 لنعر ف المؤثرين:

 

 

1 1

2 2
0, 0 0, 0

1 1 1

2 2 2
0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ: : ( ) ( ) , : ( ) ( ) 55

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ: , ( ) : ( ) ( ) 56

S SV B A J M J M

V A B D V D B M




 

        

    

 

0لأن  الفضاء الجزئي, في العلاقة ̂يمكن أن نحذف المؤثر ملاحظة:
ˆ ( )M متغير بالنسبة لممؤثرين  لا

1

2ˆ ˆ,B B  وبالتالي
1 1 1 1

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB B B B      . 
ˆنوجد الخواص العامة لممؤثرينل ˆ,V V . 

تمييدية 4: 
1المؤثرمتراص ,  Vˆالمؤثر

2

*

ˆ( )

ˆ ˆ
D B

V V ,المؤثر*ˆ ˆV V متراص. 

 :لاثباتا
متراص في  Vˆتم برىان أن المؤثر 5 يتضح من العلاقات , و   56 , 1أن  55

2

*

ˆ( )

ˆ ˆ
D B

V V  و

*ˆ ˆV V    لأن
1

2ˆ( )D B0كثيفة في
ˆ ( )M ,  وˆV    متراص  ىو  متراص لأن  المؤثر المرافق لمؤثر متراص. 

 
ˆن ستخدم المؤثرين ˆ,V V   المسألة لتحويل   46 44 الشكل إلى مسألة كوشي من 1 من أجل ذلك ,

ˆ1ل نبد   ẑ    Vفي العلاقات   46 44  ق , ثم نطب
1 1

1 2 2ˆˆ ˆ( ) B A 


   V  العلاقة طرفي  عمى 45  ,
 فنحصل عمى جممة المعادلات:

 

 

1 * 1

0 0 0 0 0,

1 1

12 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 2 57

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ 0 58

S

dv d z
V Av i S v i S V z f

dt dt

d z
B A v Bz

dt

   



  



     

  

 

*حيث  ˆˆ ˆˆ( )
d d z

V z V
dt dt

  تمييدية من ال 4 

 والتي ليا الشكل المصفوفي الآتي:
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1 * 0

0 0

1 1

1 1 2 21 1
0 0

0 0

( ) , (0) 59

0 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
: 2 2 60

ˆ 0 0 0

d y
y f t y y

dt

S A S A Bi S i
V



   



 
 

 

    

  
     
    

V

V

 

 
0

00,
0 0 01

ˆ ˆˆ0 ˆ
: , , ( ) , 61

ˆ ˆ ˆ00

S
vA vf

y f t y
z zB



 

       
                

 

لممسألة المذين يمعبان دوراً ىاماً في البرىان عمى قابمية الحل   V,المؤثرين يجاد خواص  لإ   11 7 ,
 نحتاج إلى التمييدية الآتية: 

تمييدية 5: 
المؤثر 

0Ŝ  ف في العلاقة المعر 37  ًىو مؤثر محدود ومترافق ذاتيا. 
 الإثبات:

لإثبات أن   0 0 1 0 , 3
ˆ : { } , , 1,

k

m k

k k k o SS diag S S u iP u e k m     محدود و مترافق ذاتياً, يكفي أن
0بت أن  نث , 1,kS k m  ًوىذا واضح من كون , محدود و مترافق ذاتيا, , 1,

ko SP k m إذ كل مؤثر  , سقاطمؤثر إ
 سقاط محدود ومترافق ذاتياً .إ

مبرىنة 9: 
1ومتراصة ,  V,المؤثرات *  Vحقق:محدود وي عكسيال مؤثرهلمعكس و  قابل 

 
1

1 * 1 * 


   V V 
المبرىنةينتج من  :ثباتالإ  8 أن   المؤثرˆV  وبالتالي , متراصV  لكون ,  متراص  . و متراص

0Ŝالتمييدية     اً محدود( 5 ) , و
1

1 2,A B


   ىو مؤثر متراص دوماً.  متراصان, تركيب مؤثر محدود ومتراص 
إن  المعادلة  

1
1 * 1 * 


   V Vواضحة من العلاقة 60  لكون*V. مصفوفة مؤثراتية مثمثية 

 
نطبق المؤثر  

1
1 *


 V  طرفي المعادلة , فنحصل عمى مسألة كوشيعمى 

الآتية:
   

        

0

0 0

1 * 1 *

0 0

( ) , (0) 62

: , ( ) ( ) 63

d y
y f t y y

dt

f t f t  

   

     V V

 

 والتي نستطيع أن نكتبيا بالشكل:

   0

0 0 ( ) , (0) 64
d y

y f t y y
dt

     

 قابمية حل مسألة القيمة الحدية الابتدائية:
لمسألة القيمة الحدية الابتدائية  درس في ىذا القسم قابمية الحل  ن   11 7  باستخدام المسألة 64. 

تعريف 8: 
ن  لمسألة كوشي نقول إ 64 ًحلًا قويا( )y tلمجال عمى ا 0,T  ويأخذ قيمو في الفضاء 
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0, 0
ˆ ˆ: ( ) ( )SH J M   يمي: إذا تحقق ما 

1) 0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ([0, ]; )y t D D A D B y t C T H    

2) ([0, ]; )
dy

C T H
dt

 

تتحقق المعادلة  (3 64من أجل كل 0,t T 0, والشروط الابتدائية من أجلt . 
 

مبرىنة  10: 
الدالة  بفرض أن

2( , ) ( )f t x L  المسألة  في   11 7تحقق شرط ىولدر و 
 0 0 0 0 0 1 0 1

0, 0, 1 0,
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), , ( ) ( ), ( ) ( ) 65S S Su J u v w v D A J w M J          

فإن  لممسألة  64  حل( )y t عمى المجال  اً وحيدو  وي اً ق 0,T. 
 :الاثبات

المؤثر أن   لنبرىن أولاً   0  لد شبو زمرة تحميمية في القطاع يو 
 . 

استناداً إلى المبرىنة 4 يكون المؤثرÂ والمؤثر  اً ذاتياً وموجب اً مترافق ,B̂ استناداً إلى  اذاتياً وموجب أمترافق
ةالمبرىن 8 , مترافق ذاتياً وموجب فيو يولد شبو زمرة تحميمية في القطاع  0وبالتالي المؤثر

[2], 
1من ناحية ثانية المؤثر  * 1 *:      V V متراص لكون,V   المبرىنةحسب ب اً متراص 9, 

والمؤثر   المبرىنةلو مؤثر عكسي محدود استناداً إلى 9ومما سبق ,  0   يتمتع بنفس
 [7].0خاصة المؤثر

بما أن  
2( , ) ( )f t x L  , 0عندئذ  تحقق شرط ىولدر, 0,

ˆˆ ( )S Sf J  تحقق شرط ىولدر 
0وبالتالي 0,

ˆ( ) ( ,0)t

Sf t f H   .تحقق شرط ىولدر 
0بقي أن نبرىن أن   0 0

0
ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( )ty v z D D A D B     0, واضح من الفرض أن ˆˆ ( )v D A ,

0فيكفي أن نبرىن أن   ˆˆ ( )z D B.  0من خلال العلاقة 1 0ˆ ẑ    V  ينتج
1أن   1

2 20 1 0 0 1

0 0,
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Sz B A R B D B M J   

         V. 
نة نجد بالاعتماد عمى المبرى 1 .أن المطموب قد تحقق 

مبرىنة  11: 
)لالحبفرض أن   )y tمسألة كوشيل 64:يحقق الشروط الآتية 

     
1 1
2 2ˆˆ ˆˆ ˆ( ) [0, ]; ( ) , ( ) [0, ]; ( ) 66Bz t C T D B PAv t C T D B  

)وتحقق الدالة  , )f t xعندئذ  لممسألة . شرط ىولدر   58 57   وحيد عمى المجال حل قوي 0,T بحيث,
في العلاقة  ن  كل حد  إ 58 ينتمي إلى 

1
2[0, ]; ( )C T D B  من أجل ذلك الحل, ولممسألة   43 41  قوي  حل

في العلاقة  ن  كل حد  إيث بح, وحيد  41ينتمي إلى 0,
ˆ[0, ]; ( )SC T J   ,  العلاقة ي ف حد   وكل 42  ينتمي

إلى 1

0,
ˆ[0, ]; ( )SC T J  .من أجل ذلك الحل 
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 الإثبات:
ينتج من الشرط 66   أن   

1 1
2 20 0ˆˆ ˆˆ ˆ( ) [0, ]; ( ) , ( ) [0, ]; ( )Bz t C T D B PAv t C T D B    أي أن

شروط المبرىنة 12  لممسألة  فيكون, محققة 64حل( )y t  وحيد عمى المجال قوي و 0,Tلممسألة , 59  حل 
قوي وحيد عل المجال 0,T  المبرىنةبالاعتماد عمى 9. 

*الآن استناداً إلى العلاقة  ˆˆ ˆˆ( )
d d z

V z V
dt dt

  يكون لممسألة   58 57   وحيد عمى  قوي   حل

المجال 0,T و كل حد في العلاقة , 58  إلىينتمي 
1
2[0, ]; ( )C T D B اعتماداً عمى 66. 

1لنطبق المؤثر * 1ˆ ˆV V     عمى طرفي العلاقة 58 :نحصل عمى العلاقة التالية 

 1 1

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0; 68n

dw
TB v w w z

dt
        V 

في العلاقة حد   حيث ينتمي كل   68  إلى 1
ˆ[0, ]; ( )C T M   1. وبتبديلˆ ˆw z   V 

في 57نحصل عمى المسألة   43 41 ,  وبالتالي نستنتج أن  لممسألة   43 41  ً بحيث أن  ,  اً وحيد اً قوي   حلا
في العلاقة  حد   كل   41 ينتمي إلى 0,

ˆ[0, ]; ( )SC T J  ,  العلاقة  في حد   وكل 42  ينتمي
إلى 1

0,
ˆ[0, ]; ( )SC T J  من أجل ذلك الحل. 

 
من المبرىنة  11  لممسألةنستنتج أن     39 , 38 , عمى المجال اً وحيد اً قوي   حلاا   36 0,T 

 
بما أن  المسألة ملاحظة:    11 7 مكافئة لممسألة     39 , 38 ,  اقوي   ليا حلاا  ينتج من أعلاه أن  36

عمى المجال اً وحيد 0,T. 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
 ا إليو من نتائج :إن  أىم ما توصمن

سائل لزج غير مختمط ,  mمسألة الحركات الصغيرة لـ  ة الابتدائية التي تصفتشكيل مسالة القيمة الحدي   .1
 .ويتمتع بالخاصة الشعرية في أنبوب يدور بشكل منتظم وبسرعة زاوية ثابتة

معادلات المؤثرات التفاضمية , ثم دراسة خواص تحويل المسألة أعلاه إلى مسألة كوشي من أجل جممة من  .2
 المؤثرات الموجودة في المسألة.

 بمعادلة تفاضمية خطية من المرتبة الأولى.تحويل مسألة كوشي التي حصمنا عمييا إلى مسألة كوشي  .3
 قوي لممسألة المطروحة. وحدانية حل  البرىان عمى وجود و  .4

 ديناميكية.و استقرار الجممة الييدر  ونوصي بالاستفادة من النتائج أعلاه في دراسة
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