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 ملخّص  
 

مكانية تطبيقها لإيجاد الحل شبه المتدر   العشوائيَّةق ائالغاية من البحث هي دراسة وتحليل بعض الطر  جة وا 
 تقارب بعض هذه الطرق ثباتإوقد تم  .م فيها الصدفةة وظروف تتحك  رات عشوائي  ة تخضع لمؤث  أمثلي  لمسائل الأمثل 
دة دة بدالة هدفية وقيود محد  والمزو   وغير الملساء بةغير المحد   العشوائيَّةالمسائل وفعاليتها من أجل بعض ة الرياضي  
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  ABSTRACT    

 

The purpose of research is the study and analysis of some of the stochastic semi-

gradient methods and their applicability to find the optimal solution for the issues of 

optimization are subject to the effects Random and conditions are controlled by chance, as 

we proved the convergence of some of these mathematical methods and their effectiveness 

for some of the issues of stochastic non-convex and equipped objective function and 

specific constraints and where taken energy complex solar as an example. 
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 مقدمة: 
تعتبر مسائل النمذجة الرياضية العشوائية من المسائل الهامة في وقتنا الحاضر وذلك لتعدد مجالات استخدامها, 

, وبحثت في الأعمال  في الخطط والتخطيط الأمثليين وفي بحوث العمليات وغيرها من المجالات نجدها حيث
 ذ, كوبال.أ.ذ, يرموليفأ.ى وغيرهم.التالية:روبنس .ك, مانور. س, كيفير. د, كاتكوفينكا.يا.

مكانية شبه المتدرجة العشوائيَّةق ائالطر  طريقتين هامتين منفي هذا الموضوع سنناقش   تطبيقها على مسائل وا 
 العشوائيَّةتقاربها من أجل بعض النماذج الرياضية  إمكانية ثم سنبرهن,غير المحدبة وغير الملساء العشوائيَّة الأمثليات
 ن هما:ان الطريقتاتوها,الخاصة

a-  العامة العشوائيَّةالتدرجات  مسقططريقة. 
b- شبه المتدرجة العشوائيَّةكورفيتس( -طريقة )أررو . 
 

 أهمية البحث وأهدافه:
لإيجاد الحل الأمثل لبعض المسائل شبه المتدرجة  العشوائيَّةالطرق  دراسة وتحليل بعضيهدف البحث إلى 

طريقة مسقط تقارب البرهان على إمكانية , والهدف المهم الآخر هو الصدفةكم فيها لظروف تتح الخاضعةالرياضية 
 .الخاصةة رياضيالذج انمالبعض  على هاتطبيقو العامة  العشوائيَّةالتدرجات 
 

 طرائق البحث ومواده:
تبر أقل والتي تعمفهوم نظرية القيم المثلى من  وبشكل خاص للأمثلياتالمفهوم العام  تنطلق فكرة البحث من

تطوراً حتى الآن نظراً لارتباطها بتعدد القيم القصوى للمسائل التحليلية غير الملساء وغير المحدبة والخاضعة بشكل عام 
 لشروط احتمالية.
 مفاهيم أساسية:تعاريف و 

 [1]القابلة للتفاضل بشكل عام: العشوائيَّةالعامة والدوال  العشوائيَّةالتدرجات  -1
 (:1تعريف)

إذا وجد في جوار ما لـ  إنها قابلة للتفاضل بشكل عام في النقطة   الدالة   نقول عن
 بحيث تكون:   المتعدد القيم والنصف مستمر من الأعلى بـ  التطبيق  

 :اً يكون النشر التالي صحيح  مجموعات غير خالية محدبة ومحدودة, وفي جوار 

 
 تحقق الشرط: , والدالةحيث:

 

 
 . وذلك من أجل أي متتالية: 
 .في النقطة  تمثل شبه تدرجات )تدرجات عامة( للدالة وعند ذلك نقول إن الأشعة
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 في التزايدات المحدودة تكون نظرية لاغرانج العامة الدوال القابلة للتفاضل بشكل عام لأجل -
 أي: صحيحة

 :أيضاً  صحيحة الآتيةتكون العلاقة التكاملية كما 
 )ينظر لهذا التكامل على أساس تكامل ليبنغ(.

 .متدرجالشبه قيمة من التطبيق اختياري وحيد المقطع هناو 
 ضف إلى أن صفأ, وبالتالي فهي مستمرة تشزالدوال القابلة للتفاضل بشكل عام تحقق موضعياً شرط ليب -

 الدوال القابلة للتفاضل )بشكل عام( هو صف مغلق.
 تقريباً  تتألف مللدالة القابلة للتفاضل بشكل عا متدرجةالمجموعة التطبيقات شبه  -

المجموعة  وبالتالي الدالة القابلة للتفاضل )بشكل عام( تكون قابلة للتفاضل وتدرجها مستمر على ,من نقطة واحدة
 المعرفة عليها.
الشروط الضرورية القصوى في مسائل إيجاد القيم الصغرى للدوال القابلة للتفاضل بشكل عام  ينالواقعوفي 
كي تبلغ الدالة القابلة للتفاضل بشكل أضف إلى أنه ة.ز فقط بخواص موضعي  صف أو تتمي  تت   ,بةل المحد  وبخلاف الدوا

 من الضروري أن يكون:x = x*في النقطة اً أدنى موضعي اً حد عام 
 )الحد المتبقي(.  

 [3](:1نظرية)
دالة قابلة  الي مثلًا(, ولتكن:احتم فضاءمقيس منته موجب) فضاءبفرض 

 ,لأجل كل  وقابلة للتكامل على  لأجل للتفاضل بشكل عام في النقطة
 .عند كل والشبه متدرج بـ  لأجل كل تطبيقها المقيس بـ  ثم ليكن:

توجد الدالة  مركبةوبفرض لأجل كل , تفاضل كلارك( )يمكن اعتبار
 بحيث يكون: القابلة للتكامل

 . للاحتمال بالرمز شيرن, وحيث قابلة للتفاضل بشكل عامعندها: 
 . تطبيق شبه درجي لأجل و: 
 - [3]:الآتيةغير المشروطة  العشوائيَّة الأمثليةمسألة ال لتأخذ 

 
: رضولنف(,1تحقق شروط النظرية) حيث: ( لأجل 1التطبيق المحقق لشروط النظرية) أنَّ

 .( تفاضل كلارك )كمثال قد يكون عبارة عن  الدالة 
 وبفرض:

 مقيس. - وهذا المقطع موجود طالما  ,مقطع مقيس من عبارة عن  
 و: 
 ( له الشكل:1ريتم عشوائي لحل المسألة )و أبسط الغإن 
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 ,يةمعامل الخطى - , متتاليات تقريبية لحل المسألة - , نقطة ابتدائية - حيث:
 عشوائي.  متغير -  

لتدرج  اً عشوائي اً تعتبر مقدِّر  التي في النقطة  الواقعة تحت إشارة التكامل تدرج الدالة -
 ساب قيمتها الصغرى.ح المرادالدالة 

 حيث:  بـ  نرمز للمتتالية ول ,ات المقيسة فضاءمقيس من ال فضاءبفرض 
(, الرقم  يذ على المضروب  فضاء)مسقط ال نعرف التطبيق ول

فإن القياس يلعب دوراً أساسياً وذلك  العشوائيَّة .)نريد القول إنه عند بناء الطرق الأمثلية : الشكلب
 الواقعة تحت إشارة التوقع الرياضي(. العشوائيَّةالمحددة و  للمتحولاتبالنسبة 

 (:2تعريف)
 فضاء احتمالي. - بفرض 

 من أجل إذا كانت مقيسة ,قابلة للتفاضل بشكل عامال العشوائيَّةالة دبالتسمى الدالة
 . لأجل كل من أجل, وقابلة للتفاضل بشكل عام من أجل كل 

 (:3تعريف)
كل  القابلة للتفاضل)بشكل عام(  العشوائيَّةنسمي شبه تدرج عشوائي)تدرج عام( للدالة 

 مقطع مقيس. - 
القابلة  العشوائيَّة(, وكل الدوال اً عام اً يسمى تدرج العشوائيَّة: )أي تطبيق شبه متدرج للدالة خرآ بمعنى

 للتفاضل بشكل عام لها تدرجات عامة.
 فإن مقطعه: اً مقيس إذا كان التطبيق  -

 مقيس. –يضاً أ 
 

 النتائج والمناقشة:
 [3]العامة: العشوائيَّةالتدرجات  مسقططريقة  -2

 :الآتيةبة المحد   العشوائيَّة النمذجةلحل مسألة 

 
الواقعة تحت  العشوائيَّةشبه المتدرجة حيث يستخدم في هذه الطريقة تدرج الدالة  العشوائيَّة التقريبطريقة  قترحت  
 الاحتمالي فضاءال , ثموكذلك عملية الإسقاط على المجموعة المحدبة , لتوقع الرياضيإشارة ا

 والإجراء التالي:

 
امل مع - ,الجبر( - قيمة الخطوة )عبارة عن شعاع مقيس بالنسبة لـ  - , نقطة اختيارية - حيث: 

 الشرطيةشعاع عشوائي يحقق العلاقة الرياضية  - ,الجبر( - الترقيم )عبارة عن شعاع مقيس بالنسبة لـ 
 التالية:
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المولد بالقيم  على شعاع عشوائي)مقيس بالنسبة للجبر الجزئي –, ة غير سالبةقيمة عشوائي    –حيث:
 . العشوائيَّة

 .مقيسة بالنسبة لـ  ,  كذلك
 بمسقطها يقابل كل نقطة على المجموعة المحدبة المغلقة إن مؤثر الإسقاط
 كون:بحيث ي 

 :المتباينةهو تدرج عام, بمعنى الشعاع الذي يحقق لأجل كل قيمة مثل  الشعاع: و 

 
غير المحدبة ذات الدوال  العشوائيَّةالنمذجةلأجل حل مسألة  [3,4]العامة العشوائيَّةحثت طريقة التدرجات وقد ب  

 :محددة وبشروطالقابلة للتفاضل بشكل عام 

 
 عند الشرط:

 احتمالي. فضاء - , حدث احتمالي )شعاع( –, إشارة التوقع الرياضي - حيث:
, قابلة للتفاضل بشكل عام لأجل كل دالة عشوائية مقيسة بالنسبة لـ  - 

 . تركيبلأجل كل ليبتشزقابلة للتكامل مع ثابت و , لأجل كل  بالنسبة لـ
 . بحيث:دالة قابلة للتفاضل بشكل عام,  –

 المسألة المساعدة التالية: لنعالج 
 بة والقابلة للتفاضل بشكل عام, أي:غير المحد :إيجاد القيم الصغرى للدالة 

 
 .للدالة الموضعية( عند القيم الصغرى 5) –(4ولندرس إمكانية تقارب الإجراء السابق)

 كتب بالشكل:( ت  5) –( 4فالعلاقات )  بما أن: 

 
 حيث: 

 
 

والذي نختاره غالباً في الناحية التطبيقية على  مقطع شبه درجي من مجموعة التدرجات العامة –
 تفاضل كلارك.شبه أنه 

 : زشتليب وتحقق شرط ( هي دالة عشوائية قابلة للتفاضل بشكل عام7الواردة في العلاقة )لتكن 

 
 .ليبتشزمع ثابت  وقابلة للتكامل بـ  ,ومحدودة عليه تراص وذلك لأجل كل

 أي: منتظم بـ  تراص كل فيx( محدود بـ )التدرج العشوائي العام للدالة
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( من أجل 9) –( 8إن النظرية التالية صحيحة: )نظرية عن التقارب الموضعي لطريقة التدرج العشوائي العام)
 .المحدبة القابلة للتفاضل بشكل عام(غير القيمة الصغرى للدالة  إيجاد( )مسألة 7المسألة )

 [.3,1](:2نظرية)
بحيث  المولدة بالقيم  الجبر الجزئي على  مقدار عشوائي مقيس بالنسبة لـ  بفرض
 يكون: تراص من أجل كل

 
 يحقق الشرط:امل الترقيموع

 بحيث يكون: و , على الجزئيالجبر  -مقيسة بالنسبة لـ  حيث القيم: 
 ) باحتمال مؤكد( 

 كذلك:

 
وحيث كل , ةتقاربمالمتتالية تكون(9) –( 8المعرفة بالعلاقات) عندئذٍ من أجل متتالية النقاط

 لمجموعة:إلى اتنتمي  النقاط الحدية 
 :الآتيةبهذا الشكل نحصل على النتيجة 

 [3,1]:(1)نتيجة
 العامة: العشوائيَّةالتدرجات  مسقطلتقارب طريقة 

 
 لساء:غير المحدبة وغير الم العشوائيَّة النمذجةلأجل مسألة 

 
 بحيث يكون: يكفي اختيار 

 زشتشرط ليب}()أي يغطي تراصمن أجل كل {وتحققيجب أن تكون محدودة  عند ذلك
محدودة بالقيمة المطلقة في  للدالة لعامةا العشوائيَّة, كذلك تكون التدرجات لأجل كل بالمتغير 

 :أن .أي لأجل كل  التراصهذا 
 .  دالة محدودة وكذلك تدرجاتها  المحقق للشروط السابقة يجعل من اختيار

 [3]:المنتهية( ائيَّةالعشو ) طريقة الفروقات كورفيتس–. طريقة آررو3
 ليكن المطلوب حساب القيمة الصغرى للدالة:

 
 عند الشروط:

(17) 
 

 لشعاع التدرج العام لدالة لاغرانج: -لنرمز بـ
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 عند تثبيت  للمتغيربالنسبة                

 بالنسبة لـدرج هذه الدالة ت -وَ 
 .واضح أن هذا التدرج يساوي

 : [3]المعرفة بالشكل التالي ولتكن متتالية النقاط

 
 

 الإسقاط مؤثر- , معامل الترقيم -, قيمة الخطوة - , اختياريابتدائي تقريب  -حيث:
 فيدالة لاغرانجلستقرارلامن نقاط ا , والحاوية على المركبةعلى المجموعة المحدبة والمغلقة

 )شريطة وجود نقطة الاستقرار(. وحيث:  المجال 
 أشعة عشوائية تحقق: -    ,

 
 

 الجبر الجزئي على  –( مقيسة بالنسبة لـ و ) العشوائيَّةوالأشعة  العشوائيَّةالقيمة بحيث 
 .العشوائيَّةالمولد بالقيم 

مجموعة محدبة ومغلقة( وبحيث قيود  –) مستمرة ومحدبة على والد ولنفرض أن: 
 من أجل الدالة:أي: .(SLAITER)المسألة محققة لشرط سليتر

 
 يكون: فإن شرط سليتر عدد ما(  ) ومن أجل: 

 
 لمجالعلى ا أو نقطة استقرار  (saddle point)سرجيةنقطة  لدالة لاغرانج أن أي

هي أيضاً  المنتمية للمجموعة , وكذلك المجموعة أو المركبةوحيث  
 محدودة.

 أي لحل المسألة: (30) –( 28العامة ) العشوائيَّة النمذجةلحل مسألة 

 
 عند الشروط:

على المجال الموسع لأجل كل  بالمتغير  شزليبتمحدبة تحقق شرط وحيث:
 . مجموعة محدبة مغلقة ومحدودة في  حيث للدالة,  

 [1الطريقة التالية: ] تقترح
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 حيث:

 تدرج الدالة:
 .(للمتغير )بالنسبة

 أو قيمها التقريبية.  :والتدرج الد -
[ أنه 2] يتبينما يخص الدوال غير الملساء وبشكل خاص الدوال غير القابلة للتفاضل و 

في هذه  وكذلك العشوائيَّة كورفيتس-يمكن الحصول أو البرهان على تقارب طريقة آرروبضبط مناسب لـلخطوة 
 الحالة المدروسة. 
ع  لمتحولات لإيجاد الحل الأمثل العامة العشوائيَّةتقارب طريقة مسقط التدرجات  إمكانية الآنسندرس  مجم 
المسألة  فإن ,يوماً  وبافتراض أن المحطة أو المجم ع يعمل  الخاص بالحصول على الماء العذب الطاقة الشمسية

 ة ومجموعة شروط( تكون: ة )دالة هدفيالمطروح
 في  المسألة التالية: يطلب إيجاد

 
 حيث:

 

 

 
 

 
 

 وحيث تشير الرموز:
. احتياطي الماء العذب,  - , سعة مجمع الماء العذب - , مساحة المجمع الشمسي -

 تمثل نفقات إنشاء خزان الماء العذب بحجم –, بناء المحطة بمساحة قدرها  تمثل نفقات –
ثوابت تتعلق  ,  التوقع الرياضي للخسارة –, تمثل نفقات لتأمين الماء الاحتياطي العذب –,  

:برأس المال المستثمر. كم  هي ثوابت أيضاً. ا أنَّ
 [4]التالية: العشوائيَّةنفترض المتغيرات   (ولأجل كل

 مجمل الإشعاع الشمسي اليومي الساقط.  - 
 . (/ يوم 6م ,)المحطة الشمسيةمن  2م1مردود–

 .(6مقدار النقص في الماء العذب )م -  
 ماء عذب )ل.س(. 6م 1الخسارة الناتجة عن نقص كل  -
فة على ال وكل  الاحتمالي التالي:  فضاءهذه القيم معرَّ
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,  بة بة وغير ملساء على المجموعة المحد  المسألة المعطاة هي مسألة نمذجة عشوائية غير محد  وبذلك تكون 
 العامة. العشوائيَّةتخدام طريقة مسقط التدرجات لذلك لحلها يمكن اس

 العامة نكتب الدالة الهدفية بالشكل: العشوائيَّةلحساب التدرجات 

 
 حيث:

 
 الواقعة تحت إشارة التوقع الرياضي عند تثبيت  لكن الدالة  ,ملساء الدالة:

 .   , ,ء بـ بالحالة العامة تعتبر غير ملسا
 :3نظرية 

طة االمعطاة بوس كثافة توزيع, فإن الدالة العشوائيَّةقيم للإذا كان 
 قابلة للتفاضل حسب كلارك على المجموعة:تكون (30) –( 28العلاقات)

 . 
 ويكون: 

 
 حيث:
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 البرهان:

فيها تعتبر قابلة للتفاضل  )30(-)29(بعد تعويضالحقيقة الدالة:في 
 باستثناء الشعاع من أجل أيذلك و  أكيدباحتمال   , ,النسبة لـ بـ

 . 
 :يكونهي قابلة للتفاضل فيها  في النقاط التي مشتق الدالة 

 

 

 
 (.37) –( 34بالعلاقات) محددةحيث:

 
 للدوال: د التوقعات الرياضيةو وجنستنتج بسهولة ( 38) –( 34من العلاقات )و 

 محققة: التقديرات التاليةطالما 

 

 

 
 وقعات رياضية.لها ت المتبايناتوالدوال الواقعة في القسم الأيمن من هذه 

 [2]:غنللتفاضل باحتمال مؤكد ينتج من نظرية ليب قابلية الدالة

 
 

 
 

 
 

 كذلك:  
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 .وذلك مهما يكن  

نفسها  المتبايناتالثلاث الأخيرة لها توقعات رياضية, وهذه  المتبايناتالدوال الواقعة في القسم الأيمن من 
 على الترتيب. : لـ تعتبرمقدِّرات

محددة  )صيغة تفاضل كلارك(,حيث: )33(وعند ذلك نحصل على  
 وهو المطلوب برهانه.. (37) – (34)بالعلاقات

( 30) –( 27للمسألة)القابلة للتفاضل بشكل عام: العشوائيَّةالدالة بما أن 
 شكل خاص في المجال المقتطع:وب محدودة في المجال

 
 نحصل على النتيجة الهامة التالية:, فإننا بثابت محدد زشتوتحقق شرط ليب

 :(2)نتيجة
 التالية: (14)التدرج العشوائي مسقططريقة  

 
 المقتطعوبالتالي في المجال في المجال )30(-)27(الموضح بالعلاقات: متقاربة من أجل الأنموذج

 من المجال  وذلك عند اختيار التقريب الأول )الابتدائي(: 
 بحيث يكون:و: 

 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
يمكن مقارنة طرق عشوائية  أخرى بالطريقتين المذكورتين, ومن ثم تحديد الطريقة الأمثل في نفس الشروط التي 

العامة على نماذج مماثلة لأنموذج مجم ع  العشوائيَّةة, كما نقترح تطبيق طريقة مسقط التدرجات تخضع لها المسأل
 الطاقة الشمسية وبعدد أكبر من المتغيرات.
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