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  ABSTRACT    

  
In most researches that have studied the consistency of nonparametric k-nearest neighbors 

estimator have been depended on tie breaking by indices strategy. We hope in this paper to 

study the regression function estimation by using nonparametric k-nearest neighbors 

estimation under strong mixing concept. Where the consistency results of k-nearest 

neighbor regression estimator in    have been expanded as independent case to the 

dependent case with using tie breaking by randomization instead of indices strategy. 
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 الأكثر قرباً  -kانحدار الجوارات الـ  اتساق  مقدّر
 الارتباط مع إزالة الربطات بالعشوائيةتحت شرط 
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 ممخّص  
 

الأكثر قرباً لدالة الانحدار تم الاعتماد فييا عمى  في معظم الأبحاث التي تمّ فييا دراسة اتساق مقدّر الجوارات
 kاستراتيجية إزالة الربطات بالأدلة. نرغب في ىذا البحث بدراسة مسألة تقدّير دالّة الانحدار باستخدام مقدّر الجوارات الـ 

    دالّة الانحدار في تحت شرط الارتباط القوي. حيث تم توسيع نتائج اتساق مقدّر الجوارات ل  الأكثر قرباً اللاوسيطي
 من الحالة المستقمّة إلى الحالة المرتبطة وباستخدام استراتيجية إزالة الربطات بالعشوائية بدلا من استراتيجية الأدلة. 

 
, إزالة االأكثر قربً  kمقدّر الجوارات الـ  المزج القويّ, ,معاملات المزجطي, وسيّ الانحدار اللاّ الكممات المفتاحيّة: 

 .  التّقارب في ,   التقارب في  بالعشوائية, الربطات
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 مةمقدّ 

يمعب دورا ىاماً في  التّي تبين طبيعة العلاقة بين المتغيرات في الإحصاء, حيثتحميل الانحدار أحد أىم الأدوات عتبر ي
  الكثير من الظواىر الاقتصادية والطبية والاجتماعية وغيرىا.

            الوسيطيّ  ( و الانحدار غيرparametric regression)الوسيطيّ  الى نوعين: الانحداريقسم تحميل الانحدار 
(nonparametric regression). 

يتطمب الانحدار الوسيطي عدّة افتراضات قوية حيث يفترض أنّ البيانات مستقمة, كما يفترض أنّ شكل نموذج الانحدار 
وذج الانحدار ليس دائما معموم في التطبيقات الحقيقة. لذا لا يعد الانحدار معموم مسبقاً ولكن الشكل الصحيح لنم

الوسيطي خيارا جيداً في معظم الحالات لتقدير دالة الانحدار ويتم المجوء إلى طرائق الانحدار اللاوسيطيّة والتي يتم 
عمق بشكل العلاقة بين المتغير التابع فييا تقدّير دالّة الانحدار ككل أي أنّيا لا تعتمد عمى افتراضات قوّية فيما يت

 والمتغيرات المستقمة وبدلًا من ذلك فإنّو يسمح لمبيانات بالتحّدث عن نفسيا في تحديد شكل دالّة الانحدار المقدّرة.
كرة الأكثر قرباً في تحميل الانحدار والتصنيف من قبل باحثين كُثر. تمّ اقتراح الف  دُرس الاتساق لطريقة الجوارات الـ 

( تحت فرضية الاستقلال Royall,1966, ثمّ عممت من قبل )(Fix;Hodges,1951)الاساسية ليذه الطريقة من قبل 
(i.i.d).  وىناك العديد من الدراسات حول خصائص طريقة الجوارات الـk-  الأكثر قرباً حيث قامRoyall بدراسة 

والتقارب الطبيعي لممقدّر مع دالّة  الخطأ التكامميبعض ىذه الخصائص مثل متوسط مربعات الخطأ ومتوسط مربعات 
بتوسيع ىذه النتائج لتشمل الحالة التي تكون فييا الأوزان غير منتظمة,  (Mack,1981)وزن منتظمة. فيما بعد قام 

 حيث درس التحيز والتقارب الطبيعي, أيضاً تحت شرط الاستقلال. 
اثبت لباحثين مستخدمين استراتيجية إزالة الربطات بالأدّلة, حيث دُرس اتساق مقدّر الجوارات من قبل العديد من ا

(Stone,1977)  من أجل أنواع مختمفة لمقدرات الجوارات الـ   التقارب في-k  .ًدراسة التقارب شبو  تمتالأكثر قربا
( Devroye,1982) (, درس أيضاً Devroye,1981محدودة من قبل)  الاكيد لممقدّر في الحالة التي تكون فييا 

كالتقارب  (Collomb,1980)التقارب القوي والتقارب المنتظم لنفس المقدّر. أنواع أخرى لمتقارب تم دراستيا من قبل 
بدراسة اتساق مقدر    (Azhary; Younso; Kanaya,2021) بالاحتمال والتقارب شبو الاكيد والتقارب شبو التام.

 يز.الجوارات تحت شرط المزج لدالة قرار با
 ي لمقدّر الجوّارات الأكثر قرباً لدالّة الانحدار من قبلايضاً تمّ دراسة معدل التقارب المنتظم القوّ 

 (Silverman,1982) و;Kudraszow,2013) .(View  قام و(Biau,2010)  بدراسة بعض أشكال التقارب تحت
(        ,)Deveroy; Gyorfi,1985))   الأكيد لممقدّر تحت  استراتيجية إزالة ربطات المسافة قاما بدراسة التقارب شبو

 بالأدلة.
الأكثر قرباً  k-قاموا بدراسة التقارب القوي لمقدّر الجوارات الـ (Deveroy; Gyorfi; Krzyzak;Lugosi,1994) فيما بعد

(under L1 risk)    ايضاً تحت فرضية الاستقلال  ولكن باستخدام استراتيجية إزالة الربطات بالعشوائية حيث كان
(. إنّ رغبتنا في ىذه الورقة بتوسيع بعض النتائج التي توصل إلييا covering lemmaالاختلاف في مبرىنة التغطية)

Deveroy من الحالة المستقمة (Deveroy et al.,1994 إلى الحالة )المرتبطة بمفيوم المزج القوي 
(𝛼  .(tie-breaking by randomization( واستخدام استراتيجية ازالة الربطات عشوائياً )                 

قبل البدء لا بد من التعرف عمى بعض المفاىيم الأساسية في نظرية الاحتمالات التي تمثل عادة أيّة ظاىرة عشوائية 
 . (     ). ركزنا عمى الطّوريّات بمتغيرين ةيا بالزمن بطورية عشوائيتتأثر قيم
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 .   نسخة الشعاع في المحظة  (     )حيث  (   )كثنائية قيم مماثمة التوزيع لشعاع عشوائي   (     )نعتبر أنّ 
حيث أنّ  (independent variable) المتغير المستقل  و  (dependent variable)المتغير التابع   نسمي 
 .    ويأخذه قيمو في  (     )معرّف عمى الفضاء الاحتماليّ  (   )

 بالشكل:   عمى   يُعرف نموذج الانحدار لـ 
   ( )                                           ( ) 

 regressionدالّة الانحدار)  ( ) فرضاً و   وىو مستقل عن  (random error)يمثّل الخطأ العشوائي   حيث 
function:وتعُطى بالعلاقة ) 

 ( )   ( |   )                              ( ) 
 . القيمة   عندما يأخذ   أي القيمة المتوّقعة لـ 

جراء التّنبؤات باستخدام النّموذج المقدّر.  ( ) نرغب في تقدّير دالّة الانحدار   وا 
 

 أىمية البحث وأىدافو

 يتحقق شرط استقلال البيانات وعند وجود ربطات المسافة. تأتي أىمية ىذا البحث من إمكانية تطبيقو عندما لا
لدالّة الانحدار من الدالّة الحقيقية في الحالة الأكثر قرباً  kارات الـ الجوّ  تعميم تقارب مقدّرييدف ىذا البحث إلى  

 ربطات المسافة.المستقمة إلى الحالة المرتبطة في حال حدوث 
 

  طرائق البحث ومواده
بعرض بعض الطرق المستخدّمة في  وقمنا .مقدّر الجوارات لدالّة الانحدار لبيانات مزوجة بقوةفي ىذه الورقة  طرحنا

 .  يضمن الاتساق في  والذي بدوره   إزالة ربطات المسافة ومن ثم درسنا اتساق المقدّر في 
 الأكثر قرباً:-kطريقة الجوّارات الـ 

. يعطى المقدّر (   )من المشاىدات لمشعاع العشوائي   عينة حجميا  +(     )    (     )*   لتكن 
 بالشكل التالي:   باستخدام العينة   (2المعطاة بالعلاقة )    عندما  ( ) ر التقميدي لدالّة الانحدا

  ( )  ∑   ( )  

 

   

                                     ( ) 

 تابع احتمال يسمى تابع وزن مترافق مع الجوارات, و يعطى في الحالة العامة بالشكل: ( )   حيث 

 (    )  
 (
    
  
)

∑  (
    
  
) 

   

                                       ( ) 

 تابع كثافة احتمالية محدود.       الأقرب. حيث   والمجاورة الـ   يشير إلى المسافة بين    حيث 
 وقد يعطى تابع الوزن بالشكل:

   ( )  {
            

 

 
             ‖    ‖               

                                  
    ( ) 

∑الأقرب. حيث  k-المجاورات الـويسمى الوزن المنتظم لأنو يعطي نفس الوزن لجميع     ( )   
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  .(5سنركز في ىذه الدراسة عمى الوزن المعطى بالعلاقة )
 معرفة كالتالي:( )   حيث تصبح 

  ( )    
 

 
∑ ( )

 

   

 

 أي أنّ: ‖( )   ‖ىي القيم المرتّبة بحسب تزايد القيم  (( )  ( ) )    (( )  ( ) )حيث 
‖   ( )‖    ‖   ( )‖ 

 أي أنّ:  متساويا البعد عن    و    إذا كان 

‖    ‖  ‖    ‖ 

تابع كثافة فإنّو يمكن أن  تحدث ربطات المسافة باحتمال غير صفري, لذا عمينا  μيكون لدينا ربطة, إذا لم يكن لـ 
 . ىي القياس الاحتمالي لـ   μالتعامل مع مسألة إزالة الربطات. حيث 

 زالتيا:سنقدّم بعض الطرق لإ
 :(Tie breaking by indices)إزالة الربطات بالأدلة 

. إنّ ليذه الطريقة بعض    إذا كان    من   أقرب إلى    , فإنّ  متساويا البعد عن           , إذا كان
 الخصائص غير المرغوب بيا.  

 :(Stone’s tie breaking)إزالة الربطات بطريقة ستون 

بالمعنى الدقيق, من أجل مقدّره قاعدة الجوارات الأكثر قرباً والتي ليست ىي قاعدة الجوارات  (Stone,1997)عزّف 
فإنّ مقدّر ستون يعطى  ( )  بـ   الأكثر قرباً لـ   جوّار. إذا عرّفنا المسافة بين الجوار الـ   استخدم أكثر من 

 بالشكل التالي: 

 ̂ ( )  
 

 
 ( ∑   

 

  ‖    ‖   ( )

  
   ‖    ‖    ( )

 ‖    ‖    ( )
∑   

 

  ‖    ‖   ( )

) 

‖    ‖التي تحقق   يدل عمى عدد القيم   حيث أنّ الرمز     ( ). 
 :Tie breaking by randomization) ) عشوائيةإزالة الربطات بال

شعاع عشوائي مستقل عن  (   )تعد ىذه الطريقة من اكثر الطرائق الطبيعية لإزالة الربطات العشوائية. نفترض أنّ 
. نقوم بتوسيع البيانات بتوليد -   ,وتتبع لمتوزيع المنتظم عمى المجال   مستقمة عن   البيانات حيث 
, -   ,مستقمة ومتماثمة التوزيع أي تخضع لمتوزيع المنتظم عمى المجال  (            )حيث:  (       )

 . (   )ليا نفس توزيع  (     )وبالتالي كل
 لتكن 

. ( )(   )  ( )(   )/    . ( )(   )  ( )(   )/ 
أقرب إلى  (     ). في حالة  ربطات المسافة, نوضح أن ‖    ‖البيانات المرتبة بحسب القيم المتزايدة لـ 

|    |تتحقق بـ   (     )من   (   )  |    |. 
(   )      في ىذه الحالة يتم الترميز بـ  

 

 
∑  ( )
 
 لمقدّر الجوارات لدالة الانحدار.     
  قمنا في ىذه الورقة بدراسة تقارب المقدار
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   ∫|  (   )   ( )| ( (   ))                                     ( ) 
𝛼تحت شرط المزج )   في   ( والذي سنعرفو لاحقاً وذلك باستخدام استراتيجية إزالة الربطات بالعشوائية,        

 .(   )ىو القياس الاحتمالي )غير المعموم( لـ   حيث 
Devroye;Gyorfi,1985))  نثُاَاخ يسرمهح ونكٍ ذى افرزاض وجىد دانح كصافح نـ  درسى اذساق يمدّر انجىاراخμ ,

 نذنك نى َكىَى لهمٍُ حُال حدوز رتطاخ انًسافح. 
(Devroye et al.,1994)  قامو بدراسة الاتساق القوي لنفس المقدّر ولكن دون افتراض وجود دالة كثافة حيث تم

   ((Devroye;Gyorfi,1985في   (10.1تعميم مبرىنة )اعتماد طريقة العشوائية لازالة البيانات. من أجل ذلك قامو ب

 لاشثاخ الاذساق نرشًم حانح عدو وجىد دانح كصافح.
 .فيما يمي سنتعرف عمى نوع من انواع الارتباط بمفيوم المزج

 (: Strong Mixing Conditions) القويشرط المزج 3.
 :المتغيرات العشوائيةاستقلال من التعريف بمفيوم  قبل التطرق لمفيوم المزج لابدّ 

انيا مستقمة  (     )والمعرفة عمى الفضاء الاحتمالي  (           )نقول عن المتتالية من المتغيرات العشوائية 
 (.            )      ىو الجبر التام المولد بـ (  )σ مستقمة, حيث (  )σإذا كانت الجبور التامة 

في الاستدلال التقاربي لمتغيرات عشوائية مرتبطة, من الضروري معرفة مدى قوة الارتباط بين الجبور. مفيوم المزج: 
 βومعامل المزج   α (Rosenblat,1956)إنّ أول مفاىيم الارتباط التي قدّمت ىي معامل المزج 

(Razanov;Volkonskii,1959استخدمو .)  ىذه المفاىيم قانون الاعداد الكبيرة ونظرية النياية المركزية لمطوريات
 العشوائية. في دراستنا نيتم بمعامل المزج القوي فقط.

𝛼)  أنيا ألفا مزوجة (      )نقول عن المتتالية  القوي: المزج  أو )مزوجة بقوة( إذا تحقق : (       
𝛼( )     

   
   

    
        

 
| (   )   ( ) ( )|           

   حيث 
      

َعرثز يعايم  عهً انررانٍ. (          )و  (           )انجثىر انجزئُح انًىندج تـ  

( ونه ذطثُماخ واسعح فٍ الإحصاء (Rio,2017,  ( Bradely,2005)انًزض انمىٌ يٍ أكصز يعايلاخ انًزض شُىعاً 

Bosq,2012).) 

𝛼( )   (   )                                   ( ) 

𝛼في تعريف معامل المزج   past randomىي حدث مرتبط فقط بالمتغيرات العشوائية الماضية )  , إنّ        

variables)  يرتبط بالمتغيرات العشوائية المستقبمية فقط   بينما( future random variables.)  بالتالي اذا كان
سيكون مساوٍ بشكل تام لـ  (   ) , فإنّ الاحتمال  فعمياً مستقل عن الحدث الماضي   الحدث المستقبمي 
 ( ) ( ). 

𝛼لذلك فإنّ معامل المزج  يقيس مدى اقتراب الأحداث المستقبمية للاستقلال عن الاحداث الماضية وذلك         
 .( ) ( ) و  (   ) تٍُ هاذٍُ انمًُرٍُ   لمفرق supremumبأخذ الـ 

 

 النتائج والمناقشة
تحت شرط الارتباط, في المبرىنة التالية  (6)المعرف بالعلاقة     لممقدار     قمنا في ىذه الفقرة بدراسة الاتساق في  

 (Deveroy et al.,1994محدودة كما في )   افترضنا أنّ 
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محدودة فإن النتائج المبرىنة من أجل   بيّنوا أنو بما أنّ   (Deveroy; Gyorfi; Krzyzak;Lugosi,1994)كما أنّ  
 , أي أنً (        )صحيحة أيضاً من أجل  (        )

  
( )
 (∫ ∫|  (   )   ( )|

  (  )
 

 

  )

   

                               ( ) 

 .(        )تسعى إلى الصفر في    تسعى إلى الصفر فقط واذا فقط كانت 
 :مبرىنة
, و بفرض    مع   (7وتحقق ) (   )لمزوج العشوائي مزوجة – αمتتالية من المشاىدات العشوائية الـ    لتكن 
 أنّ الشروط التالية محققة:محدودة و   أنّ 

                  ⁄                          
                                                         
                 

 

√ 
          

               ∑𝛼( )

 

   

 ∑   
 

   

         

                    فإنّ:                       
 (  )                                       

 (Bosq; Lecoutre ,1987)(11.3ح )انُظزَىو أضعف من الشرط الموجود في    إنّ الشرط 

 

 البرهان:

  لإشثاخ انًثزهُح سُعزف  
 (  )  

 

 
∑    {(     )  (   ) (     )}
 
                 حُس    

 ذحمك         (   )      (   )      

 ( (   ) (     ))  
 
 ⁄                               ( )        

 تابع المميز, أي يحقق:+ *  حُس 
  ( )  {

                   
                   

 

 .الكرة المغمقة    (     ) (  )    حيث
(   )  |لنكتب الحد   عمى الشكل التالي: |( )  

∫ |  (   )   ( )| ( (   ))
 

  
  

 ∫ |  (   )     
 (   )| ( (   ))

 

  

 ∫ |   
 (   )   ( )|

 

  
 ( (   ))                       (  )  

وبالتالي لإثبات أن الحد في الطرف الأيسر يسعى لمصفر يكفي أن نثبت أنّ كل حد من الحدود في الطرف الايمن 
  يسعى إلى الصفر.

 لدينا: (9من )  
 
 ⁄        (   )    

 َكىٌ ندَُا:  ( (Wheeden; Zygmund,1977وبالتالي بحسب مبرىنة كثافة لوبيغ )
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 (   )  

 

 ( (   )(     ))
∫  ( |   ́) ( (  ́  ́)   ( |(   )  (   ))
 

 (   )(     )

  ( ) 
  ٌّ  يحدودج, َكىٌ ندَُا تحسة يثزهُح انرمارب انًحدود :  وتًا أ

∫ | ( )     
 (   )| ( (   ))

 

  
  .                         (11) 

∫( بقي أن نثبت أنّ 10وبالتالي بحسب ) |  (   )     
 (   )| ( (   ))   

 

  
. 

 لدينا:

 ∫|  (   )     
 (   )| ( (   ))

 

  

  ∫ |  (   )    
 (   )| ( (   ))

 

  

  ∫ |  
 (   )     

 (   )| ( (   ))                             (  )
 

  
 

 .   يسعيان إلى الصفر عندما  (12)في الطرف الأيمن من العلاقة    و   سنثبت أنّ الحدّين
 :بحسب متراجحة كوشي شوارتز لدينا أولاً 

           ∫ |  
 (   )     

 (   )| ( (   ))    
 

  

 (∫    ( (   ))
 

  
)

 
 

(∫  (  
 (   )     

 (   ))  ( (   ))
 

  
)

 
 

 

          ∫ √ (   (   )      (   ))  ( (   ))
 

  
                               

  ∫ √   (   (   )) ( (   ))    
 

  
 

                                      ∫ √
 

  
   .  {(   )  (   ) (     )}

/    (   ) ( (   ))      
 

  
 

 ٌّ |تحُس     يحدود فإَهّ َىجد   وتًا أ |  , وَكىٌ    

  (   )  
 

  
∑|   .   {(     )  (   ) (     )}

    {(     )  (   ) (     )}
/|                                    

   

 

 

  
   .  {(   )  (   ) (     )}

/  
 

  
    {(   )  (   ) (     )}

 ندَُا يٍ جهح:                                   

                                  
 

  
   ( (   ) (     ))      

 

  
  
 

 
   

 

 
  

 ويٍ جهح أخزي:

  ( )  
 

  
∑ ‖   {(     )  (   ) (     )}

‖
 
‖   {(     )  (   ) (     )}

‖
 
𝛼(|   |)     

 
   

  
∑𝛼(|   |)

   

 

 
    

  
∑𝛼( )
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 يٍ انفزض ندَُا:

∑𝛼( )

 

   

 ∑   
 

   

         

  (   )  
  

  
∑     
    

  

  
                                          وتانرانٍ:

 ∫|  
 (   )     

 (   )| ( (   ))

 

  

                                 (  )  

: َصثدتمٍ أٌ  ٌّ   أ

   ∫|  (   )    
 (   )| ( (   ))

 

  

                             (  ) 

( ) ‖   ولنعرف   لـ الأكثر قرباً -kالجوار الـ  ( ) لتكن    ‖     | ( )  , وبالتالي:|  

|  (   )    
 (   )|  

 

 
|∑   {(     )  (   ) (     )}

 ∑   {(     )  (   ) (     )}

 

   

 

   

| 

 
 

 
∑| {(     )  (   ) (     )}

  {    (    )}
|

 

   

 

  |
 

 
∑ {(     )  (   ) (     )}

 

   

  | 

  |  ̃(   )      ̃(   ) | 
 ٌّ   أَها  ذعزف عهً  (   )̃  حُس أ

ٌّ  .   تًرغُز عشىائٍ شاتد   تاسرثدال كم  (   )  وتانرانٍ لإشثاخ أ

I انحد ٌّ  ذسعً نهصفز َكفٍ اشثاخ أ

∫ |  ̃(   )      ̃(   ) |
 

  
 ((    ))                                       (  ) 

       انثزهاٌ.وتهذا َكىٌ لد ذىّ  (  )اشثاخ َرى  تُفس انطزَمح انرٍ ذى فُها   

 
 :الاستنتاجات والتوايات

من    لدالّة الانحدار في حالة الارتباط كما تم تعميم تقارب ىذا المقدّر في   الآکثر قرباً  kالجوارات الـ  تم تقديم مقدّر 
 . αالحالة المستقمة الى الحالة المرتبطة بمعامل المزج 

 في ضوء النتائج سابقة الذكر نوصي بما يمي:
 غير محدودة.  إلى الحالة التي تكون فييا  تطوير النتائج 
 تشمل انواع اخرى من الارتباط كالارتباط بمفيوم المزج  توسيع النتائج لتشمل انواع اخرى من الارتباط𝛽  

 .وغيرىا                          
  كالتقارب شبو الأكيد والتقارب بالاحتمال وغيرىا.توسيع الدراسة لتشمل أنواع أخرى من التقارب 
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