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  ABSTRACT    

  
In this research, we found the integral Cauchy – Pompeiu's formula in the octal of unit disk 

   of the complex plain, for the class   (    )   (  
̅̅ ̅̅   ) ,by editing the Cauchy – 

Pompeiu's representation in the unit disk, using the reflection method, to determine the 

Integral's Cauchy – Pompeiu's Operator, in this domain, the integral Cauchy – Pompeiu’s 

formula in a domain   ,separated onto two integrals, the first is on the boundary of   ,and 

represents an analytic function on  , the second is on the domain  , and represents the 

Cauchy – Pompeiu’s Operator.  

 

Keywords: operator theory – Cauchy pompeiu's operator – octal unit disk – integral's 

representation – Schwartz's problem – complex analysis. 
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 قرص الواحدةفي ثُمن  ةالتكامميّ  بومبيو –كوشي  صيغة
 *د. حسن بدّور

 د. عبد الباسط يونسو**
 أنس قر ***

 (2022/ 10/  22قُبِل لمنشر في  . 2022/  6 / 21تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 

لصي   مين المسيتوي العييدي    بومبييو التكامميةية فيي ن مين قيرا الواحيدة  –قمنا بتعيين صيغة كوشيي هذا البحث في 
(    )  الييييدوا   باسيييييتطدام  رييييييية   بتعيييييدي  الصيييييغة الموجيييييودة مسيييييبياً فيييييي قييييرا الواحيييييدوذلييييي   (̅    )  

بومببييو التكياممي فيي هيذم المن يية  يذ تنيسيم صييغة كوشيي بومبييو التكامميية فيي  –الانعكاس  ب غيية ييجياد مي نر كوشيي 
  حميا التكامي  النياني فتيو تكامي   يلى مجموع تكياممين  ححيدهما ىميى حيدود المن يية وي منةي  دالية تحميميةية فيي   من ية 

 . بومبيو التكاممي في  –  وي منة  م نر كوشي  ىمى المن ية 
 
 مسيللة شيوارتز – التمنيي  التكياممي – قيرا الواحيدةن مين  – مي نر كوشيي بومبييو – نظريةة المي نرات :مفتاحيةالكممات ال
 .التحمي  العيدي –
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 قدمة:م
الميي نرات ) ط ييي   محييدود   مسييتمر   الي  تييدرس طصييا ا التحمييي  الييدة فييروع ت عييد نظريةيية الميي نرات فرىيياً متميياً ميين 

  وفضياا اليدوا  اليابمية  فيي المن يية  (   ) تيميا   ... ( ىمى الفضيااات الشيتيرة مني  فضياا اليدوا  المسيتمرة 
      في هذا البحث سنوجد  وغيرها(   ) لممكاممة 

قيرا الواحيدة مين بومبييو التكياممي فيي ن مين  –م نر كوشيي   
 . بومبيو التكامميةة في قرا الواحدة –وذل  بتعدي  صيغة كوشي      المستوي العيدي
 :دراسات مرجعيّة

 قييام H.Begehr   و T.Vaitekhovich( بتعييييين صيييغة كوشييي 2009ىييام )– بومبيييو فييي نصيي  الحميييية 
[1]. 
  قامB.Shupeyeva ( بتعيين صيغة كوشي 2012ىام )– [2] بومبيو في ر بع الحمية. 
  قامB.Shupeyeva بومبييو فيي النصي  العميوي لممسيدس ذو الير وس  –( بتعيين صيغة كوشي 2016) ىام

       √  [3]. 
  قامH.Begehr ( بتعيين صيغة كوشي 2018ىام )– تجة من اقت ياع دا يرة مين دا يرة بومبيو في المن ية النا

   .[4]وغير مشتركتين بالمركز  تم ستا داطلً  حطرى
 

 أىمية البحث وأىدافو:
حييي  مسيييللة ي سييياىد فيييي تعييييين       بومبييييو التكييياممي فيييي المن يييية   –مييي نر كوشيييي حن تكمييين حهميييية البحيييث فيييي 

 :[5] شوارتز الحديةة الآتية
{

  ̅             

  ( )             
 

 وذل  بالاستفادة من المساواة:
  ̅     

 البحث يلى:ويتد  
o  المستوي العيدي قرا الواحدة من التكاممية في ن منبومبيو  –تعيين صيغة كوشي 

   2    | |          ( )  
 

 
3 

o  بومبيو التكاممي في هذم المن ية  –تعيين م نر كوشي   
. 

 
 ده:طرائق البحث وموا 

سييتند بشيك  حساسييي يو نظريية الميي نرات و التحميي  الييدالي و التمنيي  التكياممي تييرب  بيين وتعياري  يشيم  البحيث مبرهنييات 
فة ىمى من ية نظاميةة كيفيية  –تعدي  صيغة كوشي ىمى  قيرا الواحيد فيي ميع ن مين  وافي لتت    بومبيو التكاممية المعرة

 . المستوي العيدي
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 التعاريف الأساسية:
ي مجموىة من التعاري  الأساسية وبعض الملحظات التي تساىدنا فيي فتيم المصي محات العمميية اليواردة لتي نذكر فيما

   :في البحث 
 : Regular Domain [6] طقة النظاميّةالمن (1) تعريف

  من ية نظامية يذا كانت مفتوحة ومحدودة و حدودها منحنٍ حممس حو اجتماع منتهٍ لمنحنيات    ت دىى المن ية 
ه بعكس ىيارب الساىة.  ممساا  وموجة

نذكر حمنمةً لممنا   النظامية : الدا رة  الحمية  نص  الحمية  وربعتا  نص  الدا رة  وربعتا المنمث  المست ي   
 متوازي الأضلع  ...

 :Cauchy – Pompeiu's representation formula [7] ةبومبيو التكاممي –كوشي  صيغة
(   )     من ية نظامية  ولتكن الدالة     لتكن          و       ىند ذٍ لك  (  ̅ )  

 بإحدى الصيغتين: ( )   ت منة  الدالة 

 ( )  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

 ( )   
 

   
∫  ( ) 

  ̅̅ ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 ممحوظة:
 بومبيو السابيتان ىمى النحو الآتي: –صيغتا كوشي    تصبح̅     ىندما 

  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

   
 

   
∫  ( ) 

  ̅̅ ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 
   ىمى النحو الآتي: [8]بومبيو التكاممية بشك  آطر  –كوشي  كتابة صيغةومنه  يمكننا 

 

   
∫  ( ) 

  

     
 

 

 
∫   ̅( ) 

    

    
 {

 ( )         

                 ̅
 

 
 

   
∫  ( ) 

  ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 {
 ( )         

                 ̅
 

 
 :Cauchy – Pompeiu's Oparator [7] بومبيو -مؤثّر كوشي  (2) تعريف
 من ية نظامية  ي دىى الم نر التكاممي     لتكن 

  ( )   
 

 
∫  ( )

    

    

              

 . (   )      حيث   المن ية  فيبومبيو  –بم نر كوشي 
 :The Schwartz's problem [5]( مسألة شوارتز الحديّة 3تعريف )

 : معادلةال  تحي       في المن ية  الحدية هو ىممية ييجاد دالة  شوارتزينة ح  مسللة 
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{
  ̅                

          ( )                   
 

 هما دالتان مفروضتان. (    )      (   )    حيث 
 ي  الشر  الحدةي لمسللة شوارتز. بومبيو التكاممية من من ية يلى ح طرى  لتحي –ت عدة  صيغة كوشي  :حوظةمم
 

 :والمناقشة النتائج
 ي عرة  ن من قرا الواحدة بالشك  الآتي:

   2    | |            
 

 
3 

 :ولنفرض
 -   ,لمي عة المستييمة       
   0لميوس       

 

 
 1   ,    حيث       

 

 
- 

 0لمي عة المستييمة      
 

 
   1  

 .  بومبيو التكاممية  وتعريفتا في المن ية  –سنستطدم  ريية الانعكاس  لتعدي  صيغة كوشي 
منيه يكيون انعكياس   و ̅  يع يي      بالنسيبة لمي عية المسيتييمة     ينة انعكاس      حيث        نفرض 

 ىمى الترتيب    و  ̅  بالنسبة لمحور التراتيب هما  ̅  و   
 ىمى الترتيب  ̅              ̅ بالنسبة لمحور الفواص  هي      ̅    ̅     وانعكاس النيا : 
 :نماني مجموىات هي  نحص  ىمى   من   مع مراىاة كيفية 

        
     2     | |     

 

 
      

 

 
3  *  ̅      + 

     {     | |     
 

 
      

  

 
}  *        + 

     {     | |     
  

 
       }  *  ̅      + 

     {     | |            
  

 
}  *        + 

     {     | |     
  

 
      

  

 
}  *   ̅      + 

     {     | |     
  

 
      

  

 
}  *         + 

     {     | |     
  

 
        }  * ̅      + 

: من الواضح  حنة

⋃    
̅̅ ̅̅ ̅̅

   

   

  ̅  *     | |   + 

 ينة انعكاس النيا  الآتية:
     ̅        ̅         ̅        ̅ 
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 يع ي ىمى الترتيب النيا  الآتية:  بالنسبة ليوس دا رة الواحدة 
 

 ̅
  

 

 
  

 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
  
 

 
 

 مجموىات حطرى هي:  نحص  ىمى نماني   من   مع مراىاة كيفية 
     2     | |            

 

 
3  {

 

 ̅
      } 

     2     | |     
 

 
      

 

 
3  {

 

 
      } 

     {     | |     
 

 
      

  

 
}  {

 

 ̅
      } 

     {     | |     
  

 
       }  { 

 

 
      } 

     {     | |            
  

 
}  { 

 

 ̅
      } 

     {     | |     
  

 
      

  

 
}  { 

 

 
      } 

     {     | |     
  

 
      

  

 
}  { 

 

 ̅
      } 

     {     | |     
  

 
        }  {

 

 ̅
      } 

:  ونلحظ حنة

⋃    
̅̅ ̅̅ ̅

   

   

     *     | |   +      ⋃[    
̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅ ]

   

   

   

 حيث:

    
̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅  {     
  

 
      

(    ) 

 
}              

 
 
 
 
 
 
 

 
 

(    )    كل دالّة  :1مبرىنة    (  
̅̅ ̅̅  تُمثّل بالشكل الآتي: (  

 ( )  
 

  
∫ {  , ( )- [

     

     
 

      

      
]}

  

 
 | |  

       
 
 

 
 

 
∫   , ( )-

  

 
 | |  

       
 
 

 

𝔻    

𝔻    

𝔻    

𝔻    𝔻    

𝔻    

𝔻    

𝔻    

𝕊    

𝕊    𝕊    

𝕊    

𝕊    𝕊    

𝕊    𝕊    
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∫   0 .   

 
 
 /1  [

  

     
 

    

      
]   

 

 

 
 

  
∫   , ( )- [

  

     
 

    

      
]   

 

 

 

 
 

 
∫ {  ̅( ) [

   

     
 

     

      
]    ̅( )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]}     

  

 

 البرىان:
 ىمى النيا  الآتية:التكامميةة بومبيو  – كوشي صيغةن بة  

     ̅        ̅         ̅        ̅  
 

 ̅
  

 

 
  

 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
  
 

 
 

   نجد:     فتي تنتمي يلى    باستنناا    مع ملحظة حنة جميع النيا  السابية تيع طارج 

 ( )  
 

   
∫  ( ) 

  

      

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

     

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

   ̅   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

   ̅  

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

      

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

     

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

   ̅   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

   ̅  

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

      

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

     

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

    ̅   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    ̅  

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

       

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

      

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

    ̅   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    ̅  

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
  

  

    (   ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 ̅

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
 ̅ 

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
    

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 ̅

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
 ̅ 

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
  

  

    (    ) 
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∫  ( ) 

  

  
 
 ̅

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
 ̅ 

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
  

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

  
 
 ̅

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

  
 
 ̅ 

  

    (    ) 

 من جتة حطرى نجد: (   )و  (   ) بجمع من جتة  و (   )و  (   )بجمع 
 ( )  

 

   
∫  ( ) 

  

     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

     
    

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

    ̅ 
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

    ̅ 
    

  

    (    ) 

 من جتة حطرى نجد: (   )و  (   )من جتة  وبجمع  (   )و  (   )بجمع 
  

 

   
∫  ( ) 

  

     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

     
    

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

    ̅ 
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

    ̅ 
    

  

    (    ) 

 من جتة حطرى نجد: (    )و  (    )من جتة  وبجمع  (    )و  (   )بجمع 

  
 

   
∫  ( ) 

    

      
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

      
    

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

   ̅ 

 ̅     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

   ̅ 

 ̅     
    

  

    (    ) 

 من جتة حطرى نجد: (    )و  (    )من جتة  وبجمع  (    )و  (    )بجمع 

  
 

   
∫  ( ) 

    

      
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

      
    

  

    (    ) 

  
 

   
∫  ( ) 

   ̅ 

 ̅     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

   ̅ 

 ̅     
    

  

    (    ) 

 من جتة حطرى نجد: (    )و  (    )من جتة  وبجمع  (    )و  (    )بجمع 

 ( )  
 

   
∫  ( ) 

   

     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

   

     
    

  

    (     ) 

  
 

   
∫  ( ) 

   

    ̅ 
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

   

    ̅ 
    

  

    (     ) 

 من جتة حطرى نجد: (    )و  (    )من جتة  وبجمع  (    )و  (    )بجمع 

  
 

   
∫  ( ) 

     

      
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

     

      
    

  

    (     ) 

  
 

   
∫  ( ) 

    ̅ 

 ̅     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

    ̅ 

 ̅     
    

  

    (     ) 

 من جتة حطرى نجد: (     )و  (     )من جتة  وبجمع  (     )و  (     )بجمع 
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 ( )  
 

   
∫  ( ) [

   

     
 

     

      
]   

   

 
 

 
∫   ̅( ) [

   

     
 

     

      
]     

  

    (      ) 

  
 

   
∫  ( ) [

   

    ̅ 
 

    ̅ 

 ̅     
]   

   

 
 

 
∫   ̅( ) [

   

    ̅ 
 

    ̅ 

 ̅     
]     

  

    (      ) 

 بالشك  الآتي: (      )ي مكننا صياغة 

 ( )  
 

   
∫  ( ) [

   

     
 

     

      
]   | |  

       
 
 

 
 

   
∫  .   

 
 
 /  [

   

     
 

     

      
]   

 

 

 
 

   
∫  ( ) [

   

     
 

     

      
]   

 

 

 
 

 
∫   ̅( ) [

   

     
 

     

      
]     

  

  ( ) 

ىادة صياغة الناتج  (      )بلطذ مراف   رفي     نحص  ىمى:وا 

  
 

   
∫  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ [

 

      
 

   

     
]
  

 
 | |  

       
 
 

 
 

   
∫  .   

 
 
 /

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 [

   

     
 

     

      
]   

 

 

 
 

   
∫  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  [

   

     
 

     

      
]   

 

 

 
 

 
∫   ̅( )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]     

  

  (  ) 

 حيث:
| |        ̅        ̅   

  

  
 

  ( )       ̅    
 نحص  ىمى: ( )من  (  )ب رح 
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 وهو الم موب.
 الشك  الآتي:ب    في المن ية  الم عدة  بومبيو التكاممي –م نر كوشي  تعيينمن المبرهنة السابية  يمكننا 
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 :والتوصيات الاستنتاجات
 توصمنا في هذا البحث يلى:

  مع ن من قرا الواحدة. التكامميةة لتتواف  بومبيو –تعدي  صيغة كوشي 
  بومبيو التكاممي في ن من قرا الواحدة  –تعيين م نةر كوشي  . 

 باستمرار البحث من طل : نوصي
  دراسة بعض طصا ا الم نر الذي ق منا بتعيينه   

. 
  بومبيو التكامميةة في منا   جديدة. –تعيين صيغة كوشي 
  بومبيو في منا   جديدة غير قرا الواحدة ودراسة طصا صه –ييجاد م نةر كوشي. 



 بدور  يونسو  قر                                                                    بومبيو التكامميةة في ن من قرا الواحدة –صيغة كوشي 
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