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  ABSTRACT    
 

Fibonacci NIM is an impartial combinatorial game, usually played with a single pile of 

stones, Its analysis involves the Fibonacci numbers and the Zeckendorf representation of a 

natural number. In this paper we will deal a study and a mathematical analysis of the case 

of 2-pile and 3-pile with the condition that the stones are deleted from exactly two piles, 

and we find Grundy values for two piles (n1, n2; r1, r2) and the winning strategy which 

amounts to understanding positions of Grundy value 0, and we will calculate all the 

positions of Grundy value {0,1,2,3}, and use Fibonacci words to calculate all Grundy 

values for any position in which r1 is {1,2,3,4,5}. 
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 غراندي لمعبة وبعض قيموخاسرة أوضاع رابحة 
Exact-2-Fibonacci NIM 

 *هبربار  سمير ىديل د.
 وجد عمي **

 (2022/ 12/  1قُبِل لمنشر في  . 2022/  7 / 20تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 

Fibonacci NIM عداد فيبوناتشي و أتمعب بكومة واحدة مف القطع، تحميميا يتضمف  عادة   ،متوازنة ىي لعبة توافيقية
وثلاث  pile-2لحالة كومتيف  وتحميؿ رياضيدراسة  ا البحث. سنتناوؿ في ىذعداد الطبيعيةللأ Zeckendorfتكرارية 
 (n1,n2;r1,r2)جؿ كومتيف أغراندي مف  ونوجد قيـ، ع شرط حذؼ القطع مف كومتيف تماما  م pile-3 كومات

   كؿ الأوضاع لقيـ غراندي وسنقوـ بحساب، 0لأوضاع التي قيـ غراندي ليا ىي التي تحتاج فيـ ا واستراتيجية الربح
{0 , 1 , 2 , 3} G = ولحساب كؿ قيـ غراندي لأي وضع في استخداـ كممات فيبوناتشي، وr1 = {1,2,3,4,5}. 

 
 توافيقية.لعبة ، كممات فيبوناتشيغراندي، قيـ ، نيـ، فيبوناتشي نيـ مفتاحية:الكممات ال
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 :مقدمة
 للأعدادرارية زيكندورؼ تك ، بؿ أيضا  عداد فيبوناتشي فقطأيا لا يتضمف ، تحميمناتشي نيـ لعبة توافيقية بلاعبيففيبو 

       فيي لعبةلاعبيف بالتالي ، القواعد نفسيا لكلا ال)القطع(ى كومة واحدة مف الأحجارعم تمعب عادة  ، و الطبيعية
ربح كاممة تعتمد عمى النظرية الشييرة ؿ  عطى استراتيجيةوأ [2]في  Whinihanمف قبؿ المعبة درست ، [1] متوازنة

Zeckendorf ، ثـ قاـLarsson وSalzedo   بتوسيع تحميؿ  [1]فيWhinihan  بحساب كؿ الأوضاع لقيـ غراندي
 .3عمى الأكثر 

يمعباف مع بعضيما فإف  Hو  Gمعبتيف ال فإذا كانت ،نة تحت عممية الجمع المنفصؿالمتواز الكثير مف الألعاب  تدرس
و  Larssonلذلؾ قاـ  ،[5,4,3,1] او ليس في كمييم Hأو في G تكوف إما في  G + Hالحركة في مجموعيما 

Salzedo 2لحالة كومتيف  كاملا   بمعب فيبوناتشي نيـ بعدة أكواـ و وضعوا حلا   [6] في-pile باستخداـ كممات فيبوناتشي. 
 لكف ماذا لو كاف أحد الشروط أف يتـ إزالة القطع مف كومتيف بالضبط بشكؿ إلزامي؟

تحوي الشرط الإضافي  بحيث Exact-2-Fibonacci NIM الجديدة المعبة التوافيقية المتوازنةفي ىذا البحث  درسن
 .مف كومة واحدة لزامي بدلا  إباف إزالة القطع مف كومتيف بشكؿ : يتناوب اللاعالتالي

الة القطع ، يتناوب اللاعباف إز و قطع نقدية(أحجار)ألحاوية عمى كواـ اتتكوف المعبة مف مجموعة مف الأ: قواعد المعبة
قطعة فإف اللاعب التالي يأخذ مف  rj   ri ,خذ منيماأرض اللاعب الأوؿ اختار كومتيف و ، بفلزاميإبشكؿ مف كومتيف 

 i , j ≤ k ≥ 1حيث  (n1,n2,…,nk ; 2ri , 2rj)، نستخدـ الترميزقطعة 2rjالى  1و مف  2riالى  1نفس الكومتيف مف 
بة عندما ، تنتيي المع2ri , 2rjزالتو ىو إعظمي المسموح العدد الأ و  n1,n2,…,nkلى الوضع بأكواـ أحجاميا إلنرمز 

 .Normal Playبطريقة المعب الطبيعية  يقوـ باخر حركة ىو اللاعب الرابحاللاعب الذي  قانونية ولا يوجد حركة 
 

 :أىمية البحث وأىدافو
ف إزالة أيـ في حاؿ إضافة الشرط الجديد " تكمف أىمية ىذا البحث في أنو يوجد حموؿ بعض أوضاع المعبة فيبوناتشي ن

لى وضع طريقة واضحة باستخداـ كممات فيبوناتشي إ وييدؼ البحث"  لزاميوبشكؿ إ القطع تتـ مف كومتيف معا  
 .5و يساوي أ أصغرط الحركة فييا لحساب كؿ قيـ غراندي لكؿ الأوضاع التي شر 

 
 :طرائق البحث ومواده

 Mex Rule [13,8,7,5,4,3,1] غراندي و قاعدة مكس-نظرية سبراغ1.

( ) فإف:  Xمف أجؿ أي لعبة متوازنة     مجموعة كؿ الأوضاع الناتجة مف    (+( ) *)    
 أي مف أجؿ معرفة قيمة أي لعبة متوازنة “ n* مف حجـ Nim تكافئ كومة نيـ G أي لعبة متوازنة”  بالتالي فإف

Grundy value واستراتيجية الربح ليا يتـ مكافأتيا لكومة نيـ Nim ،ة باستخداـ قاعدة الػمكسأتتـ عممية المكاف حيث 

mex (minimum excludant) التي تنص عمى أنو إذا كانت خيارات لعبة G لأكواـ نيـ مكافئة Nim  بأحجاـ مف
  :، حيثnهي حجن   Nimة لكومة نيـمكافئ Gفإى   S مجموعة

   min 0;n mex S k k S    

 P-position [13,9,8,6,1] والوضع الخاسر N-position الوضع الرابح .2
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 :فإف `G والوضع التالي Gإذا كاف الوضع الحالي لمعبة 
 N-position  :              

 P-position  :              

يمكف أف يتـ تمثيمو بشكؿ وحيد كمجموع أعداد  nإف أي عدد صحيح موجب  Zeckendorf [10,6,1] نظرية .3
 غير المكررة غير المتتالية و فيبوناتشي 

    ( )    ( )      ( )                
، Ft-1أو  Ft+1هى إها  Z1(n-k)فإى  Z1(k) = Ft، إذا كاى n > 1 , Z1(n) > k ≥ 1بفزض  [1] (1) ملاحظة 4.

  .Z1(n-k) ≤ 2k-2فإى  k ≥ 4و إذا كاى  Z1(n-k) ≤ 2k  بالعوىم

 عداد فيبوناتشي الأولىتعطى أو  t ىو عدد فيبوناتشي ذو الدليؿ t F  [10] عداد فيبوناتشيأ 5.

                  

    حيث              العلاقة التكزارية و

    حيث          &     حيث          وهي خىاصها 

W  كلمة فيبوناتشي 6.
x,y

 = f0 f1 f2 ... ىي سمسمة مف الحرفيف {x,y} ىناؾ طرؽ عديدة [12,11,6]في و 
 :لتوليدىا

 .n ≥ 2حيث   S0 = x , S1 = xy ⇐ Sn = Sn – 1 Sn – 2ليكي  (1

 حيث … f0 f1 f2كلوة فيبىًاتشي هي السلسلة  (2

   {
         ( )

         ( )
 

 …xyxxyxyxxyxxyxyxxyxyxxy نحصؿ عمى كممة فيبوناتشي وبكلا الحالتيف

 

 :النتائج والمناقشة 
اللاعبيف يحاوؿ الفوز وفي حاؿ استحالة الفوز ، أي أف كؿ مف ف اللاعبيف يمعبوف بطريقة مثاليةأ في دراستنا نفترض

 .P2 واللاعب الثاني P1 ، اللاعب الأوؿ نسميوفإف اللاعب يحاوؿ تأخير خسارتو

 حيث (n1,n2,…,np ; ri , rj) ذات الوضع الابتدائي Exact-2-Fibonacci NIM لتكف لعبة

1 ≤ i ≤ p , 1 ≤ j ≤ p 

لمعبة )إزالة القطع مف شرط ا والبرىاف واضح zero game الأوؿ للاعب P-position وضع خاسر :كومة واحدة. 1
 .(مف كومتيف

عندما افترضنا أف اللاعبيف يمعبوف بطريقة مثالية فيذا يعني أف اللاعبيف ييدفوف إلى الربح بالكومة  :كومتين. 2
 الكومة الكبيرة.الأصغر بالتالي الكومة الصغيرة تحدد الرابح مع المحافظة عمى إزالة أصغر عدد مف 

الحركة الرابحة و   n1 ≠ Ft , r1 ≥ Z1(n1) ,إذا و فقط إذا كاف N-positionهى  n1 ≤ n2 ; (n1,n2;r1,r2) الوضع 1..2
 .n2 قطعة مف 1و إسالة   n1 قطعة مف Z1(n1) ىي إزالة

 فإى  n1 ≠ Ft لتكف الكومة البرىان:

     (  )    (  )    (  )       

P1 يأخذ Z1(n1) حجـ الكومة ويصبح  

     (  )    (  )    (  )    

   (     (  ))    (     (  ))    
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P2   2 سمح لو بأخذيZ1(n1)  حيثعمى الأكثر   (  )    (     (  ))     (  ) حسب خواص    
 عداد فيبوناتشي ويصبح حجـ الكومة أ

  (  )      (  )      (     (  ))      (     (  ))       

 .3 ويبقى 1 ويأخذ 3 + 1 = 4 الذي يكتب P1 ودور اللاعب 4بعد عدة تكرارات نحصؿ عمى كومة بحجـ 

P2 فقط 2او  1 يسمح لو بأخذ 

 ويفىس 2يأخذ  P1 فإف 1اخذ  إذا

 ويفىس 1يأخذ  P1 فإف 2اخذ  إذا

 .n1 =Ft  إذا كاى P-positionهى  n2   ≤ ; n1 (n1,n2;r1,r2) الوضع 2..2

 ذا كاف لدينا الوضعإف رابح،حدة عمى الأقؿ تؤدي الى وضع ذا وجدت حركة واخاسر إ ف الوضعأنعمـ  :البرىان

(n1,n2;r1,r2) حذوؼمبالتالي ميما كاف العدد ال k  هيn1: 

k ≠ Ft-2 , k ≠ Ft-1 ⇐ توجد حركة الى الوضع (n1 – k,n2 – h;2k,2h)  N-position  و حسب  (1.2.4)حسب

 .P-position  (n1,n2;r1,r2)وبالتالي  n1 – k ≠ Fi , 2k ≥ Z1(n1 – k)لأى ( 1) الملاحظة

k = Ft-1 ⇐ n1 – k = Ft-2  2و يكىىk > Ft-2  بالتاليو ىو وضع رابح (n1,n2;r1,r2)  P-position. 

k = Ft-2 ⇐ n1 – k = Ft-1  2و يكىىk > Ft-1  بالتاليو ىو وضع رابح (n1,n2;r1,r2)  P-position. 

 :كوماتثلاث  3.

3. 1.                                                      *               + 

 (                )             

عداد فيبوناتشي فإف لثلاثة أحجاميا أكواـ اعبة فيبوناتشي نيـ منفصمة و بما أف الأيمكف اعتبار كؿ كومة ىي ل :البرىان
 نحصؿ عمى n1+n2+n3 بالجمع المنفصؿ ليا، و منفصؿ ىي لعبة خاسرة للاعب الأوؿكؿ كومة منيا بشكؿ 

(              )            . 

3..2.                                                    *                +  

 (                )             

عداد عبة فيبوناتشي نيـ منفصمة و بما أف الأكواـ الثلاثة أحجاميا ليست أيمكف اعتبار كؿ كومة ىي ل :البرىان
 n1+n2+n3 و بالجمع المنفصؿ ليا، P1 فيبوناتشي فإف كؿ كومة منيا بشكؿ منفصؿ ىي لعبة رابحة للاعب الأوؿ

(              ) نحصؿ عمى            . 

عدد فيبوناتشي  ونحذؼ أصغرؼ بالاعتماد عمى نظرية زيكندورؼ نكتب حجمي الكومتيف الصغيرتيف بتمثيؿ زيكندور 
 .كؿ تمثيؿفي 

                   .3.3        *               +     *               + 

 (                )             

عدد فيبوناتشي في  ونحذؼ أصغربتمثيؿ زيكندورؼ  n1 , n2بالاعتماد عمى نظرية زيكندورؼ نكتب حجمي الكومتيف 
 .ؿكؿ تمثي
ما كومتيف الخطوات عند نياية أصغر كومة سيستمـ اللاعب الثاني إ حدففي أ n3 ميما كاف حجـ الكومة( 2.4حسب )

 لو كما رأينا سابقا P-positionبحجمي عدديف فيبوناتشي و ىو وضع 
بالتالي لو  P-positionىو وضع و  x ≤ Z1(n – Z1(n) – …) ; (n – Z1(n) – …, n3 ; x , rj) الوضعب كومتيف أو

(                )            . 
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3..4.                           *                +     *                +   
 

4.3...1                     (                )             

في  P2 فيصبح اللاعب 1تساوي  n1 , n2 الكومتيف ويجعؿ أحد n3 يطبؽ نظرية زيكندورؼ عمى الكومة P1 اللاعب

 P1 رابح للاعب وىو وضع)ليس فيبوناتشي > فيبوناتشي(  الوضع P1 سيعطي اللاعب والذي بدوره (Fi ,1,Y)وضع 

 .الحالي تحويمو الى عدد فيبوناتشيمف وضعو  P2 عدد طبيعي لا يمكف للاعب Y، حيث (2.4) كما رأينا في
4.3...2                    

لكومتيف الصغيرة و ذا لعب عمى او ذلؾ إP1  فالوضع رابح للاعب                    ذا كاى  إ
 . P1 ف الوضع خاسر للاعبتيف )فيبوناتشي < ليس فيبوناتشي(، و إلا فإف يخسر الصغيرة و يستمـ كومالكبيرة بيدؼ أ

4.3...3                                                       

 (                )             

والذي بدوره سيعطي  ( Y , n2 , 1)بالىضع  P2 فيضع اللاعب n1 = 1و يجعل  n3 يطبؽ زيكندورؼ عمى P1 اللاعب
عدد  Y، حيث (2.4كوا رأيٌا في ) P1 وىو وضع رابح للاعب الوضع ) ليس فيبوناتشي > فيبوناتشي (  P1 اللاعب

 .فيبوناتشيمف وضعو الحالي تحويمو إلى عدد  P2 طبيعي لا يمكف للاعب
 (9 , 8 , 5) : لتكف المعبة ذات الوضع الابتدائيمثاؿ

 (9 , 8 , 5) خطوات ربح المعبة ذات الوضع الابتدائي( 1) الجدول

P1 9 8 5 

P2 8 8 4 

P1 7 8 3 

P2 5 8 1 

P1 4 8 0 

P2 3 7 0 

P1 2 6 0 

P2 0 5 2      ⇐  خاسز 
 

 n1 ≤ n2 , r2 ≤ r1  كواـ حيثجدوؿ يوضح بعض قيـ غراندي لبعض أحجاـ الأ يمي فيما
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 .r1 < Z1(n1) ذا كاففقط إو  ذا كافإ G(n1,n2;r1,r2) = 0فإف  ،r1 < n1 , r2 < n2  n1 ≤ n2 ,ذا كافإ :1مبرىنة 
أي أنو مف أي وضع فيو العدد المسموح  (،0مف  كبرذلؾ سيكوف وضع رابح )أنو بخلاؼ أ أولا سنبرىف :البرىان

                                             فت يحصؿ اللاعب التالي عمى وضعذ  ذا ح  إ  k1 ≤ r1فتحقؽ أ k1يوجد   r1 ≥ Z1 (n1)حيث  r1زالتوإ
(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2)  2حيث سيكوفk1 < Z1(n1 – k1) = Z2(n1)  ف يحذؼ لف يستطيع أوZ1(n1– 

k1) حسب زيكندورؼ و يكوفG(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) = 0   وبالتاليG(n1,n2;r1,r2) > 0 ىذا العدد ، وk1 
)حسب  2k1 ≥ Z1(n1 – k1)ف فإ r1 ≥ k1أي  لأجؿبالتالي  r1 < Z1(n1)ذا كاف إنو ، ثـ  سنبرىف أZ1(n1)سيكوف 

 .mexحسب قاعدة  G(n1,n2;r1,r2) = 0وبالتالي  G(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) > 0بالتالي يكوف ( 1الملاحظة 
توجد   N-position (Z1(n1) ≤ r1) وضع رابح أي لأجؿنو ىذا يعني أ P-positionو  N-positionفي مفيوـ 

فإف كؿ  P-positionأي وضع  لأجؿو   P-position (Z1(n1) > r1) لمخصـ لى وضع خاسرتؤدي إرابحة حركة 
 .N-positionلى وضع الحركات تؤدي إ

وذلؾ   2Z1(n1) < Z2(n1) = Z1(n1 – Z1(n1)) فأ و نعمـ Z1(n1)توجد حركة ىي حذؼ   Z1(n1) ≤ r1بفرض 
أيضا عدد فيبوناتشي  Z2(n1)و  Ft  ،t ≥ 2عدد فيبوناتشي و ليكف  Z1(n1)حيث  ،غير متتاليةعداد فيبوناتشي لأنيا أ

 و بالتالي  Ft+2عمى الأقؿ يساوي 
  (  )                      (  ) 

(     )  أي     (  )     (  ) والحركة رابحة فإف ما سبؽ محقؽ  k1 = Z1(n1)عندما و       
 .G(n1,n2;r1,r2) > 0 الوضع الأصمي رابح يوجد وضع ناتج خاسر بالتاليو 

(  )     و ىذا يثبت أف  ⇐  (           )    
(     )   ( فإف1حسب الملاحظة )و  k1 ≤ r1 < Z1(n1)ف الاف نفرض أ لي كؿ الأوضاع بالتا،     

 ف الوضع الأصمي خاسرالناتجة رابحة أي أ
        (  )   (                     )     (           )    

لى الوضع             الذي ينقؿ المعبة إ k2 ≤ r2 ≤ Z1(n2)حيث  k2الكومة الكبيرة ميما كانت فإف المعب المثالي يقتضي حذؼ 
(n1 – k1,n2 – k2 ; 2 k1,2k2)  حيثn1 – k1 ≤ n2 – k2    مما يبقي الكومة الأصغرn1 .تحدد الرابح 

 .عدد فيبوناتشي n1ذا كاف ىو وضع خاسر إ n1 ≤ n2( حيث (n1,n2;n1-1,n2-1الوضع الابتدائي  خاصة:حالة 
      ذا كافو فقط إذا إ G(n1,n2;r1,r2) = 1فإف     r1 < n1  ,  r2 < n2  ,  r2 ≤ r1  n1 ≤ n2  , ذا كافإ :2مبرىنة 

Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 1. 
 :البرىاف مقسوـ إلى قسميف البرىان:

 r1 < Z2(n1) ≥ 1و  Z1(n1) = 1عندما  G = 1ف إثبات أ (1
a)  0برىاف وجود أوضاع ناتجة قيـ غراندي ليا. 
b)  1برىاف عدـ وجود أوضاع ناتجة قيـ غراندي ليا. 
 .Z2 (n1) ≤ rعندما و  Z1(n1) ≠ 1عندما  G = 1ف نفي أ (2
أي  G(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) = 0ف تحقؽ أ k1 ≤r1 ≥1ف يوجد يجب أ G(n1,n2;r1,r2) = 1حتى يكوف 

 G(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) ≠1فإف  k1 ≤r1 ≥1كؿ  لأجؿف يكوف أو  وضع ناتج خاسر يساوي الصفر،يوجد 
 .(1يساوي  mex)و ذلؾ حتى يكوف حسب قاعدة  1ف كؿ الأوضاع الناتجة لا تساوي أي أ
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 Z1 , Z2لأف  Z2(n1) ≠ 2ف حيث أ 2r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 1 = 2 ,بفرض ، G(n1,n2;r1,r2) ≠ 0ف لنبرىف أ
حسب  G(n1 – 1 , n2 – k2 ; 2 , 2k2) = 0و بالتالي   Z1(n1 – 1) = Z2(n1) > 2غير متتالييف فإف

 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 0، و بالتالي الوضع الأصمي (، بالتالي يوجد وضع صفري ناتج1)المبرىنة
فإف تمثيؿ زيكندورؼ سيحوي ، حيث في غير ذلؾ Z1(n1) = 1ف عمما أ Z1(n1 – 1) = Z2(n1) ≥ 3كاف  إذا

فإف الأوضاع  k1 < Z2(n1) = Z1(n1 – 1)حيث  k1نو لكؿ وىذا مستحيؿ. سنبيف الاف أتاليف عدديف فيبوناتشي مت
 .G(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) ≠ 1أي  1الناتجة لا تساوي 

 و أف      حيث  k1لأجؿ بعض قيـ  G(n1 – k1,n2 – k2 ; 2k1,2k2) = 1نفرض أف 
  (     )        (     )           (     )    

(     )  ذا كاف إ (     )    فإف      حسب تمثيؿ زيكندورؼ (       )   
(     )    ( يكوف 1حسب الملاحظة )و     (       )   ( )    

لى أوضاع بالتالي لا توجد حركات إ G(n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2) = 1ىذا تناقض سببو الفرض الخاطئ و 
 .1ذات قيـ غراندي 

 .Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 1ذا كاف إ G(n1,n2;r1,r2) = 1فإف  mexحسب نظرية و 
 Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 1فإف  G(n1,n2;r1,r2) = 1ذا كاف الاف سنبرىف أنو إ

 ،(1حسب المبرىنة ) r1;r2,n1G(n,02 = ( فإف  n1< Z 1r)1(ذا كانت ، إn11 < Z)1(بفرض 
  (n1 – (Z1(n1) – 1) , n2 – k2 ; 2Z1(n1) – 2 , 2k2) لى الوضعيوجد حركة إف r1 ≥ Z1(n1)ذا كانت إ ماأ

   (     (  )   )       
   (  )      (     (  )   )    (  ) 

Z2 لـ يتغير ،Z1 شكؿ اخر بما ، و ب1بالتالي الوضع الأساسي ليس و  1أي يوجد وضع ناتج قيمتو  1صبح تغير و أ
 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 1فإف   G(n1 – Z1(n1) + 1 , n2 – k2 ; 2Z1(n1) – 2 , 2k2) = 1                 فأ

 Z1(n1) = 1فإف  G(n1,n2;r1,r2) = 1كاف  إذابالتالي 
(    (  )           (  )     ) بالتالي  1r ≤) 1(n 2Z) = 1 , 1(n1Zبفرض  أخيرا      

(  )   حيث و     (  ) و  1لى وضع قيمة غراندي لو تساوي أي أنو يوجد حركة إ، ((  )     )   
 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 1بالتالي 

 وبالتالي حسب 1ف كؿ الأوضاع الناتجة لا تساوي ف عمى أنو يوجد وضع ناتج صفري ثـ برىنا أاعتمدنا في البرىا
ستكوف كؿ  بخلاؼ الفرضنو أنقض الفرض حيث برىنا  ثـ ،1و سبراغ غراندي فإف قيمة غراندي  mexنظريتي 

 .1فإف الوضع الحالي لا يساوي  1ي الأوضاع الناتجة تساو 
الذي ينقؿ المعبة إلى الوضع              k2 ≤ r2 ≤ Z1(n2)حيث  k2الكومة الكبيرة ميما كانت فإف المعب المثالي يقتضي حذؼ 

(n1 – Z1(n1),n2 – k2 ; 2Z1(n1),2k2)  حيثn1 – Z1(n1) ≤ n2 – k2    مما يبقي الكومة الأصغرn1 .تحدد الرابح 
ذا كاف                  إذا و فقط إ G(n1,n2;r1,r2) = 2فإف    r1 < n1 , r2 < n2 , r2 ≤ r1  n1 ≤ n2 ,ذا كافإ :3مبرىنة 

Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 2. 
 قسميف:لى البرىاف مقسوـ إ البرىان:

 r1 < Z2(n1) ≥ 2و  Z1(n1) = 2عندما  G = 2ثبات اف إ (1
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c)  1و  0برىاف وجود أوضاع ناتجة قيـ غراندي ليا. 
d)  2برىاف عدـ وجود أوضاع ناتجة قيـ غراندي ليا. 
 .Z1(n1) ≠ 2عندما  G = 2ف نفي أ (2
جد أي حركة و لا تو  1و  0أوضاع ذات قيـ غراندي لى يجب أف توجد حركات إ G(n1,n2;r1,r2) = 2حتى يكوف  

 .2لى وضع قيمتو تؤدي إ
 G(n1,n2;r1,r2) = 2فإف  r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 2 ≥ 2ذا كانت أنو إ الاف سنبيف

  (  )        (                 )    
 Z1(n1) = 2 ⇐ Z2(n1) ≠3غير متتالييف فإذا كاف  Z2(n1)و  Z1(n1) وذلؾ لأفلى وضع صفري أي يوجد حركة إ

⇐ Z2(n1) ≥ 5 ⇐ 4 = 2r1 < 5 = Z1(n1 – r1)  ( الوضع صفري1الي حسب المبرىنة )بالتو. 
  (    )    (  )     (                )    

يصبح  Z1نفسو، أما  Z2(n1 – 1) = Z2(n1)سيبقى  1بعد حذؼ  وذلؾ لأنو position-1لى وضع أي يوجد حركة إ
( 2برىنة )الم وبالتالي حسب Z1(n1 – 1) = 1 , Z1(n1 – 1) < r1 = 2 < Z2(n1 – 1)بالتالي  2مف  بدلا   1

 .1فالوضع الناتج يساوي 
، حيث في غير ذلؾ فإف تمثيؿ زيكندورؼ سيحوي Z1(n1) = 2ف أ عمما   Z1(n1 – 2) = Z2(n1) ≥ 5ذا كاف إ

فإف الأوضاع  k1 < Z2(n1) = Z1(n1 – 2)حيث  k1نو لكؿ سنبيف الاف أ، عدديف فيبوناتشي متتاليف و ىذا مستحيؿ
 .G(n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2) ≠ 2أي  2الناتجة لا تساوي 

 سيكوف لدينا فرضا   ،k1 ≤ r1حيث  k1جؿ بعض لأ G(n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2) = 2ف نفرض أ
Z1(n1 – k1) ≤ 2k1 < Z2(n1 – k1) ≥ 5 , Z1(n1 – k1) = 2 

 .Z1(n1 – k1) = 2 ⇐ 5 ≤ Z2(n1 –k1) = Z1(n1 – k1 –2)كاف  إذالكف 
وبالتالي لا توجد  وىذا تناقض Z2(n1 – k1) = Z1(n1 – k1 – 2) ≤ 2(2) ≤ 4 ≥ 5يكوف  (1) وحسب الملاحظة

 .2ت قيـ غراندي لى الأوضاع ذاحركات إ
 .Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 2ذا كاف إ G(n1,n2;r1,r2) = 2فإف  mexو حسب نظرية 

 Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) , Z1(n1) = 2فإف  G(n1,n2;r1,r2) = 2ذا كاف برىف أنو إالاف سن
 .r1;r2,n1G(n,12= ( ( فإف2بالتالي حسب المبرىنة ) n2< Z1r ≤1)1(و n1Z)11= (كاف  إذا، n1Z)1 (≠ 2 نفرض

 بالتالي Z2(n1) ≤ rو  Z1(n1) = 1ف الاف نفرض أ
 (     (  )               (  )        )    

(  )     )  فيصبح  2و مجموعيما  1ايضا  Z2و يبقى مف  Z1 = 1 يبقى لأنو   )  Z3و يبقى    
 نيما غير متتالييف وبالتالي لأ  2Z2(n1) < Z3(n1)نفسو و حيث 

    (     (  )   )     (  )      (     (  )   )    
 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 2 ⇐ 2لى وضع بقيمة غراندي بالتالي يوجد حركة إ

 بالتالي Z1(n1) ≤ r1< Z2(n1)و  Z1(n1) > 2ف الاف نفرض أ
 (     (  )               (  )        )    

(  )     )    و   Z1 = 2يصبح لأنو   )     (  )      (     (  )   )    
 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 2 ⇐ 2لى وضع بقيمة غراندي بالتالي يوجد حركة إ
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 .Z1(n1) = 2فإف  G(n1,n2;r1,r2) = 2كاف  إذابالتالي 
(    (  )           (  )     ) بالتالي  1r ≤) 1(n 2Z) = 2 , 1(n1Zأخيرا بفرض     

(  )   حيث و     (  ) و  2لى وضع قيمة غراندي لو تساوي ة إنو يوجد حركأي أ، ((  )     )   
 .G(n1,n2;r1,r2) ≠ 2بالتالي 

لى الوضع             و الذي ينقؿ المعبة إ r2 ≤ Z1(n2)حيث  r2الكومة الكبيرة ميما كانت فإف المعب المثالي يقتضي حذؼ 
(n1 – r1 , n2 – r2 ; 2r1 , 2r2 )  حيثn1 – r1 ≤ n2 – r2 . 

 ذا كاف إذا و فقط إ G(n1,n2;r1,r2) = 3فإف    r1 < n1 , r2 < n2 , r2 ≤ r1  n1 ≤ n2 ,ذا كافإ :4مبرىنة 
(  )  ما إ       (  )    (  )       (  )    
(  )  و  أ       (  )       (  )    

 .3و لا توجد أي حركة الى الوضع  2،  1،  0ف توجد حركات الى الأوضاع يجب أ G(n1,n2;r1,r2) = 3حتى يكوف  البرىان:
 .G(n1,n2;r1,r2) =3فإف  Z1(n1) = 1,Z2(n1) = 3,Z2(n1) ≤ r1 < Z3(n1)كاف  إذاالاف سنبيف انو  (:)برىاف إما

  r1 < Z1(n1 – 1) = 3 = Z2(n1) = 2ف لأ G(n1 – 1 , n2 – k2 ; 2 , 2k2) = 0( إف 1حسب المبرىنة )
                                     و Z3(n1) ≥ 8و  Z2(n1) = 3لأف  G(n1 – 3 , n2 – k2 ; 6 , 2k2) = 1( إف 2حسب المبرىنة )

n1 – 3 = 1 + Z3(n1) + Z4(n1) + …  وZ1(n1 – 3) = 1  1و ≤ r1 = 6 < Z2(n1 – 3) = Z3(n1) ≥ 8 
 .1بالتالي توجد حركة إلى الوضع و 

 Z1 = 1و يبقى  Z2مف  1يبقى  2لأنو بعد حذؼ  G(n1 – 2 , n2 – k2 ; 4 , 2k2) = 2( إف 3حسب المبرىنة )
 حيث … + n1 – 2 = 2 + Z3(n1) + Z4(n1) + … = 2 + Z2(n1 – 2) + Z3(n1 – 2)فيكوف  2مجموعيما و 

Z1(n1 – 2) = 2  2و ≤ r1 = 4 < Z2(n1 – 2)  2بالتالي يوجد حركة الى الوضع. 
 .3ف حذؼ قطعة او قطعتيف لا يضعنا في الوضع مف الواضح كما سبؽ أ ،3الاف سنبيف انو لا توجد حركات تؤدي الى الوضع 

 ف يكوفبالتالي يجب أ k1 < Z3(n1) ≥ 3حيث  k1بعد حذؼ  3وضع قيمة غراندي لو  أردنا إذا
(     )    (     )      ما إ       (     )    
(     )      و  أ       (     )    

 وبالتالي حسب  k1 < Z3(n1) = Z1(n1 – 4)وحيث  Z3(n1 – k1) = Z1(n1 – k1 – 4)في الحالة الأولى لدينا 
 (.الفرض )حالة إما وىذا يناقض Z3(n1 – k1) ≤ 2k1( فإف 1)الملاحظة 

 Z2(n1 – k1) = Z1(n1 – k1 – 3) ≤ 2(k1 – 1) لدينا (1في الحالة الثانية حسب الملاحظة )
  Z1(n1 – k1 – 3) ≤ 2 (3 – 1) ≤ 2 (k1 – 1); 3 ≤ k1   Z2(n1 – k1) + 2 ≤ 2k1  

 .3توجد حركات الى الوضع  وبالتالي لا 2k1 < Z2(n1 – k1) – 1الفرض )حالة أو(  وىذا يناقض
  Z1(n1) = 3 , Z1(n1) ≤ r1 < Z2(n1) – 1الاف نفرض  (:)برىاف أو

بالتالي توجد  Z1(n1 – 3) = Z2(n1) > 6لأف  G(n1 – 3 , n2 – k2 ; 6 , 2k2) = 0( فإف 1حسب المبرىنة )
 .0حركة إلى وضع 

 …+n1 –2 =1+Z2(n1)+Z3(n1)و  Z2(n1) ≥8لأف  G(n1 – 2,n2 – k2 ; 4,2k2) = 1فإف  (2حسب المبرىنة)
 .1بالتالي يوجد حركة الى وضع و  r1 = 4 < Z2(n1 – 2) ≥ 1و 
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و    … + n1 – 1= 2 + Z2(n1) + Z3(n1)لأف  G(n1 – 1 , n2 – k2 ; 2 , 2k2) = 2( فإف 3حسب المبرىنة )
Z2(n1 – 1) = Z2(n1) ≥ 8  وZ1(n1 – 1) = 2  2و ≤ r1 = 2 < Z2(n1 – 1)   2بالتالي توجد حركة الى وضع و. 

و نضع  k ≥ 4ف بالتالي يجب أف نفرض أ G(n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2) ≠ 3ف وجدنا أ k ≤ 3إذا كاف 
 .(1)نفسنا في الحالة الأخيرة مف الملاحظة أ

 يوجد:ف يجب أ 3بقيمة غراندي  (n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2)كاف يوجد حركة الى الوضع  إذا
(a) ما إ      (     )    (     )       (     )    
(b) و  أ      (     )       (     )    

ظة فإف الملاح k1 + 1 < Z2(n1) = Z1(n1 – 3)في حاؿ و  Z3(n1 – k1) = Z1(n1 – k1 – 4) (a):في الحالة 
                  فإف لذلؾو  (a)و ىذا يناقض الفرض   Z3(n1 – k1) ≤ 2(k1+1) – 2 = 2k1ف ( تدؿ عمى أ1)
       G(n1 – k1 , n2 – k2 ; 2k1 , 2k2) ≠ 3. 

 Z2(n1 – k1 – 3) ≤ 2k1( فػإف1وحسػب الملاحظػة ) Z2(n1 – k1)=Z1(n1 – k1 – 3) (b):فػي الحالػة 
 Z2(n1 – k1) ≤ 2k1 ⇐   ىذا يناقض الفرض و(b) 3حركات الى وضع قيمة غراندي لو بالتالي لا توجد  

 .G(n1,n2 ; k1,k1) ≠ 3ليس مف الشكميف المفروضيف فإف  (n1,n2 ; k1,k1)نو لأجؿ أي وضع الاف يجب أف نبيف أ
يوجد عمى الأكثر حركتيف و بالتالي يوجد عمى الأكثر قيمتيف غراندي  … + n1 = 1 + 3 + Z3و  r1 <3ذا كاف إ

 .G(n1 , n2 ; k1 , k1) < 3فإف  mexناتجة عف الحركات و بالتالي حسب نظرية 
  … + n1 = 2 + Z2و  r1 < 3ىذا صحيح أيضا عندما 

       قطعة لنحصؿ عمى الوضع Z3(n1)بالتالي نستطيع حذؼ  … + n1 = 1 + 3 + Z3و  r1 ≥ Z3(n1)ذا كاف الاف إ
(n1 – Z3(n1) , n2 – k2 ; 2Z3(n1) , 2k2)  3و الذي قيمة غراندي لو. 

قطعة لنحصؿ عمى  Z2 – 1بالتالي نستطيع حذؼ  … + n1 = 3 + Z2و  r1 ≥ Z2 – 1ذا كاف بشكؿ مشابو إ
بالتالي ىذه الحالات  ،3و الذي قيمة غراندي لو  (n1 – Z2(n1) + 1 , n2 – k2 ; 2Z2(n1) – 2 , 2k2)الوضع 

 .3ليس ليا قيمة غراندي 
 :… + n1 = 1 + Z2(n1)و  Z2(n1) ≥ 5الاف نفرض 

 r1 < Z2 ⇐ G(n1 , n2 ; r1 , r2) = 1ذا كاف إ
و الذي قيمة غراندي  (n1 – Z2 +2 , n2 – k2 ; 2Z2 – 4 , 2k2)  توجد حركة الى الوضع  ⇐ r1 ≥ Z2ذا كاف إ

 .G(n1 , n2 ; k1 , k1) ≠ 3و بالتالي  3لو 
 :… + n1 = 2 + Z2الاف نفرض 

  r1 < Z2 ⇐ G(n1 , n2 ; r1 , r2) = 2ذا كاف إ
 G(n1 – Z2(n1) +1 , n2 – k2 ; 2Z2 – 2 , 2k2) = 3  لى الوضع توجد حركة إ ⇐ r1 ≥ Z2ذا كاف إ

 .G(n1 , n2 ; k1 , k1) ≠ 3و بالتالي 
 : Z1(n1) ≥ 5ف أخيرا نفرض أ

 r1 < Z1(n1) ⇐ G(n1 , n2 ; r1 , r2) = 0ذا كاف إ
 G(n1 – Z2(n1) +3 , n2 – k2 ; 2Z2 – 6 , 2k2) = 3 توجد حركة الى الوضع ⇐ r1 ≥ Z1(n1)ذا كاف إ

 .G(n1 , n2 ; k1 , k1) ≠ 3و بالتالي 
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 [12,11,6]كممات فيبوناتشي و قيم غراندي 4..4
نحصؿ عمى كممة  1ب  yكؿ و  0ب  x، باستبداؿ كؿ …xyxxyxyxxyxxyxyxxyxyxxyكممة فيبوناتشي ىي 

 ىي {0,1}فيبوناتشي عمى الحرفيف 
01001010010010100101001… 

 .تكرر نفسيا مرتيف متتاليتيف i ≥ 2حيث  Fu + iبطوؿ حرؼ و  uكؿ كممة فيبوناتشي مؤلفة مف  :(2ملاحظة )
010  010  ; F4 = 3 بطوؿ     u = 2 , i = 2 
01001  01001  ; F5 = 5 بطوؿ   u = 2 , i = 3 
01001010   01001010  ; F6 = 8 بطوؿ   u = 2 , i = 4 
01201  01201  ; F5 = 5 بطوؿ   u = 3 , i = 2 
01201012  01201012  ; F6 = 8 بطوؿ   u = 3 , i = 3 
0120101201201  0120101201201  ; F7 = 13 طوؿب   u = 3 , i = 4 

 (Ft – 1 , Ft – 2)مقسومة الى كممتيف متصمتيف بأطواؿ  Ftاو يساوي  أكبركؿ كممة فيبوناتشي طوليا  :(3ملاحظة )
 .(Ft – 2 , Ft – 3 , Ft – 2)كممات متصمة بأطواؿ  3ومة الى أيضا مقسو 

 بالتالي S0 , S1لتكف 
S2 = S1S0  ,  S3 = S2S1 = S1S0S1  ,  S4 = S3S2 = S2S1S2 

 حيث S2 = 010ىي  {0,1}صغر كممة فيبوناتشي بحرفيف أ :(4ملاحظة )
 S0 = 0 , S1 = 01   S2 = 01 0   S3 = 010 01   S4 = 01001 010 

 . Sn = Sn – 1 Sn – 2أي يمكف توليد الكممة كاممة بالعلاقة التكرارية 
مف كممة فيبوناتشي بحرفيف  F2+3 = 5او يساوي  أكبربطوؿ  أحرؼ 3يمكف توليد كممة فيبوناتشي ب  :(1نتيجة )

 جراء التحويؿ بإ
(  )           (           ) 

           
                

 3مف كممة فيبوناتشي ب  F2+4 = 8او يساوي  أكبربطوؿ  أحرؼ 4يمكف توليد كممة فيبوناتشي ب  :(2نتيجة )
 جراء التحويؿ أحرؼ بإ

(  )           (               ) 
               

                       
 4مف كممة فيبوناتشي ب  F2+5 = 13و يساوي أحرؼ بطوؿ أكبر أ 5يمكف توليد كممة فيبوناتشي ب  :( (3نتيجة

 التحويؿ بإجراءحرؼ أ

(  )           {
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                  أي لأي وضع،  r1 = 1وفي Exact-2-Fibonacci NIMيمكف إيجاد قيمة غراندي لأي وضع  :(4نتيجة )
(n1,n2 ; 1,r2)  {0,1}بكتابة كممة فيبوناتشي عمى الحرفيف و ذلؾ  

                   
(             ) و يكوف      

              
 n1)   أي لأي وضع ،r1 = 2فيو  Exact-2-Fibonacci NIMيمكف إيجاد قيمة غراندي لأي وضع  :(5نتيجة )

,n2 ; 2 , r2)  جراء التحويؿ و إ{0,1}بكتابة كممة فيبوناتشي عمى الحرفيفو ذلؾ(T1)  لمحصوؿ عمى كممة فيبوناتشي
 .{0,1,2}الاحرؼ عمى

                   
(             ) و يكوف      

              
 ،r1 = 4    او  r1 = 3   فيو   Exact-2-Fibonacci NIM   يمكف إيجاد قيمة غراندي لأي وضع :(6نتيجة )

و  {0,1}بكتابة كممة فيبوناتشي عمى الحرفيف و ذلؾ  (n1 , n2 ; 4 , r2)او  (n1 , n2 ; 3 , r2)  وضع لأي  أي 
 .{0,1,2,3}عمى الاحرؼ  لمحصوؿ عمى كممة فيبوناتشي (T2)ثـ  (T1) جراء التحويميفإ

                            
(             ) و يكوف      

              
 (             )     

              
أي  r1 = 5فيػػػو    Exact-2-Fibonacci NIM  غرانػػػدي لأي وضػػػع  قيمػػػة   إيجػػػاد  يمكػػػف :(7نتيجػػػة )

جػػراء التحػػػويلات و إ {0,1}بكتابػػة كممػػة فيبوناتشػػي عمػػى الحػػرفيف و ذلػػؾ  (n1 , n2 ; 5 , r2)لأي وضػػع 
(T1)  ثػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػـ(T2)  ثػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػـ(T3) {0,1,2,3,4}حػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػرؼمحصػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػوؿ عمػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػى كممػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة فيبوناتشػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػي عمػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػى الأل. 

 
                            

(             ) و يكوف      
              

 . n1( و بالاستقراء الرياضي عمى 2يمكف ملاحظة و برىاف النتائج السابقة مف الجدوؿ)
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
-Exact مف لعبة pile-3ثلاث كومات و  pile-2لحالة كومتيف  وتحميؿ رياضيمنا في ىذه الورقة البحثية دراسة قد   

2-Fibonacci NIM   جؿ كومتيف قيـ غراندي مف أ وجدناأو ، مع شرط حذؼ القطع مف كومتيف تماما(n1,n2;r1,r2)، 
استخداـ كممات فيبوناتشي لحساب كؿ قيـ غراندي ، و = G {3 , 2 , 1 , 0}قمنا بحساب كؿ الأوضاع لقيـ غراندي و 

 r1 ≥ 6وحساب قيـ غراندي لأي وضع فيو  pile-4بدراسة حالة  سنقوـ لاحقا  ، و r1 = {1,2,3,4,5}لأي وضع فيو 
 .pile-2في حالة 
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