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  ABSTRACT    

The aim of this research to prove that the linear convergence towards an optimal solution 

to a structured convex optimization problem in real infinite dimensional Hilbert spaces is 

in good agreement with the proximal point algorithm. As we show that the proximal point 

algorithm which is an iterative procedure produces a sequence of better a pproximations to 

the fixed point of the resolvent operator. And we prove that this sequence is bounded and 

converges globally towards an optimal solution to the problem of structured convex 
optimizations and we also prove linear convergence towards the optimal solution of the problem. 
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 ممخّص  
 

في فضاءات ىمبرت  لمسألة أمثميات محدبة مركبة خطي نحو حؿ أمثؿالاليدؼ مف ىذا البحث ىو إثبات أف التقارب 
. إذ نبيف أف خوارزمية النقطة الأقرب و ىي الأقرببشكؿ جيد مع خوارزمية النقطة حقيقية غير منتيية الأبعاد يتوافؽ 

إجراء تكراري ينتج متتالية مف تقريبات أفضؿ لمنقطة الثابتة لمؤثر الحاؿ. و نقوـ بإثبات أف ىذه المتتالية محدودة و 
  لحؿ الأمثؿ لممسألة. تتقارب تقارباً شاملًا نحو حؿ أمثؿ لمسألة الأمثميات المحدبة المركبة و نثبت أيضاً التقارب الخطي نحو ا

 
 خوارزمية النقطة الأقرب، مؤثر مضطرد أعظمي، المؤثر الحاؿ، التقارب بنسبة خطية. :الكممات المفتاحية
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 مقدمة:
لتوابع معينة ضمف ضوابط معينة، وتأتي أىمية ىذا  عظمىعمـ الأمثميات ىو عمـ يبحث في إيجاد القيـ الصغرى و ال

العمـ مف كوف النماذج الرياضية لمعديد مف التطبيقات في مجالات نظرية وعممية متنوعة تصاغ عمى شكؿ مسائؿ 
. تشكؿ مسائؿ الأمثميات المحدبة صفاً مف عمـ الأمثميات ذا أىمية كبيرة مف حيث تطبيقاتو   [1,2,3,8,10]أمثميات 

 نوعة، إذ تُعنَى مسائؿ الأمثميات المحدبة بإيجاد النقاط الصغرى لدالة ىدؼ محدبة.المت
تمعب المؤثرات المضطردة الأعظمية ومسألة إيجاد أصفار ليذه المؤثرات دوراً ىاماً في عمـ الأمثميات المحدبة، إذ يمكف 

 ضؿ الموافؽ، وىو مؤثر مضطرد أعظمي.صياغة مسألة أمثميات محدبة عمى شكؿ مسألة إيجاد أصفار لمؤثر تحت التفا
مف أجؿ حؿ مسألة  مميةو أكثرىا تطبيقاً مف الناحيتيف النظرية و الع ائؽخوارزمية النقطة الأقرب إحدى أىـ الطر  دتع

إيجاد أصفار مؤثر مضطرد أعظمي، كما تـ تطبيؽ ىذه الخوارزمية مف أجؿ حؿ مسألة إيجاد النقاط الصغرى لتابع 
 .[4,5]عمى سبيؿ المثاؿ  مر مف الأدنى و خاصمحدب و نصؼ مست

في ىذا المقاؿ بتطبيؽ خوارزمية النقطة الأقرب لإيجاد الحموؿ لمسألة أمثميات محدبة مركبة حيث أف تابع اليدؼ  قمنا
فييا ىو عبارة عف مجموع لتابعيف أحدىما محدب ونصؼ مستمر مف الأدنى وخاص و الآخر محدب و قابؿ 

بيقات العممية مثؿ استعادة الإشارة ومسائؿ للاشتقاؽ. تشكؿ ىذه المسألة النموذج الرياضي لمجموعة واسعة مف التط
 .  [4,6,7]المربعات الصغرى المقيدة و مسائؿ تنظيـ فورييو وغيرىا 

 
 :وىدافو أ البحث ةأىمي

ييدؼ ىذا البحث إلى تطبيؽ خوارزمية النقطة الأقرب لحؿ مسألة أمثميات محدبة مركبة في فضاء ىمبرت حقيقي غير 
 ليذه المسألة و تحقؽ نسبة تقارب خطية. أمثؿ أف المتتالية الناتجة تتقارب تقارباً شاملًا نحو حؿ نقوـ بإثبات إذمنتيي الأبعاد، 

تكمف أىمية البحث مف خلاؿ تطبيقاتو المتنوعة ذلؾ أف مسائؿ الأمثميات في فضاءات ىمبرت الحقيقية تشكؿ النموذج 
معادلات التفاضمية الجزئية و سيكوف لو أىمية في الرياضي لعدد كبير مف التطبيقات المتنوعة كالتحكـ الأمثؿ و ال

 دراسة و تقديـ أبحاث جديدة.
 

 :دهطرائق البحث وموا
طرد الأعظمي ومسألة إيجاد أصفاره دوراً أساسياً في بحثنا، لذا نقدـ أىـ التعاريؼ والمفاىيـ ضيمعب مفيوـ المؤثر الم

نقدـ شرحاً حوؿ خوارزمية النقطة الأقرب باعتبارىا و، كذلؾ ل أصفارطرد الأعظمي ومسألة إيجاد ضالمتعمقة بالمؤثر الم
 الخوارزمية الأساسية التي نستخدميا في ىذا المقاؿ. 

 :سية اأس مفاىيمتعاريف و  1.
نقدـ في ىذه الفقرة بعض التعاريؼ والمفاىيـ الأساسية التي تتعمؽ بالمسألة المطروحة، ولمعرفة المزيد حوؿ ىذه 

   .[6,7,9,13,14]المفاىيـ يمكف العودة إلى 
 ،     و  الجداء الداخمي     مع النظيـ  فضاء ىمبرت حقيقي  ليكف   تعريؼ :

 مؤثرا ما .        تابعاً ما، و  +  *       ليكف و 
 ولكؿ عدد      إذا كاف لكؿ  convex setإنيا محدبة      يقاؿ عف مجموعة  -
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                   (   )              : الآتيالشرط يتحقؽ   -   ,   
 بالشكؿ الآتي:    لمتابع effective domainفعمي يعرؼ المجاؿ ال -

       *           ( )     + 

 .        إذا كاف  proper functionاص خإنو تابع   يقاؿ عف  -
 بالشكؿ:        ويرمز لو بالرمز    لمتابع  epi-graphيعرؼ فوؽ البياف  -

       *(   )              ( )   + 
 ولكؿ عدد       إذا كاف لكؿ  convex functionإنو تابع محدب   يقاؿ عف التابع  -
( (   )   )         حقؽ الآتي:  يت -   ,       ( )  (   ) ( )  
إذا تحقؽ الشرط  lower semi-continuous functionإنو تابع نصؼ مستمر مف الأدنى   يقاؿ عف  -

( )              الآتي:   ( )            
 هلاحظة: 

 مجموعة محدبة.       محدب إذا وفقط إذا كاف فوؽ بيانو   
 .  closed setمجموعة مغمقة       نصؼ مستمر مف الأدنى إذا وفقط إذا كاف فوؽ بيانو   
̅ يقاؿ عف النقطة  -      إذا كاف: +  *      لمتابع  minimal pointإنيا نقطة صغرى     

                   ( )   ( ̅)  
 .   بنقطة وحيدة مف   إنو وحيد القيمة إذا كاف يقابؿ نقطة مف       عف المؤثر  يقاؿ -
(   ) *        بالشكؿ:الوحيد القيمة      يعرؼ بياف المؤثر  -            +   
 . بمجموعة جزئية مف   إنو متعدد القيـ إذا كاف يقابؿ نقطة مف         يقاؿ عف  -
(   ) *       يعرؼ بياف المؤثر المتعدد القيـ بالشكؿ:   -           +  
  +           *      ويعرؼ مجالو الفعمي بأنو مجموعة النقاط:    -
( )     بأنيا مجموعة النقاط:   تعرؼ مجموعة أصفار المؤثر   -  *          +   
 إذا كاف :(monotone operator) نو مضطرد إيقاؿ عف المؤثر المتعدد القيـ   -

  (   )  (   )                                      ( )  

ببياف أي  إذا كاف بيانو غير محتوى تماماً   (maximal monotone) و يقاؿ عف المؤثر المضطرد إنو أعظمي  -
 مؤثر مضطرد آخر. 

 إذا تحقؽ الشرط الآتي: (nonexpansive)نو تقميص إ  يقاؿ عف المؤثر الوحيد القيمة  -
                                             ( ) 

 بحيث يتحقؽ الآتي:     إذا وجد عدد موجب (Lipschitz)إنو يحقؽ شرط ليبشتز     يقاؿ عف المؤثر   -
                                                 ( ) 

 بالشكؿ:  ( resolvent of  T) يعرؼ المؤثر الحاؿ لمؤثر مضطرد أعظمي  -
   ( )   (     )

 . المؤثر المطابؽ  حيث وىو مؤثر وحيد القيمة وتقميص.     ( )  
 :( sub-differential operator )مؤثر تحت التفاضؿ تعريؼ  

  التفاضؿ لمتابع  تابعاً محدباً ونصؼ مستمر مف الأدنى وخاص. يعرؼ مؤثر تحت  +  *      ليكف 
 بالشكؿ الآتي:   ويرمز لو بالرمز 

  ( )  *      ( )   ( )                + 
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 .أعظمياً و يعد مف المؤثرات المضطردة 
مسألة إيجاد أصفار مؤثر مضطرد أعظمي مف المسائؿ اليامة مف الناحيتيف النظرية والعممية. نقدـ فيما يمي فكرة  دتع

 حوؿ ىذه المسألة:
تُعنَى مسألة إيجاد أصفار مؤثر مضطرد أعظمي بإيجاد العناصر  ، أعظمياً مؤثراً مضطرداً       ليكف   -

 التي تحقؽ:    
                      ( ) 

ترتبط مسألة إيجاد النقاط الصغرى لتابع محدب بمسألة إيجاد أصفار مؤثر تحت التفاضؿ لو، وذلؾ مف خلاؿ مبرىنة 
 والتي نذكرىا فيما يمي:  [4]فيرما 

 تابعاً محدباً ونصؼ مستمر مف الأدنى وخاص. عندئذ:   f مبرىنة فيرما : ليكف 
                                 ( )  

ومف كوف مؤثر تحت التفاضؿ مضطرد أعظمي، إذاً نجد أف إيجاد الحموؿ لمسائؿ الأمثميات المحدبة يؤوؿ إلى إيجاد 
رات مضطردة أعظمية موافقة. لذلؾ كاف لا بد مف الاىتماـ بالمؤثرات المضطردة الحموؿ لمسائؿ إيجاد أصفار مؤث

 الأعظمية ومسائؿ إيجاد أصفارىا وطرائؽ إيجاد الحموؿ ليذه المسائؿ. 
، تعتمد ىذه الطريقة عمى أنو في أي  (4)طريقة مف أجؿ إيجاد الحموؿ لممسألة    [11] 2691عاـ  في Mintyقدـ 

 تحقؽ:    توجد نقطة وحيدة     وكؿ عدد      فضاء ىمبرت، مف أجؿ كؿ عنصر 
                                                 

 أي أف:الثابتة لممؤثر الحاؿ.   طةمسألة إيجاد النق( إلى 4تؤوؿ المسألة )  Mintyحسب  إذف 
     ( )                              ( ) 

 .    نقطة ثابتة لممؤثر الحاؿ   إذا وفقط إذا كانت  Tصفراً لممؤثر المضطرد الأعظمي   وبالتالي تكوف 
أو  (4)خوارزمية النقطة الأقرب، و ىي طريقة تكرارية لإيجاد الحموؿ لممسألة    [12] 2699في عاـ  رروكافولااقترح 

 .     ما يكافئيا إيجاد النقاط الثابتة لممؤثر الحاؿ 
مف     في  +  *وتنتج متتالية       خوارزمية النقطة الأقرب ىي طريقة تكرارية تبدأ مف نقطة مفروضة كيفية 

 العلاقات الآتية: 
      (      )

  (   )                  ( )   

 الموجبة. الحقيقية  متتالية  مف الأعداد         +  *    حيث
 (6)مؤثر تحت التفاضؿ لتابع محدب ونصؼ مستمر مف الأدنى وخاص، عندئذ تصبح العلاقة      إذا كاف 

 بالشكؿ الآتي: 
            { ( )  

 

   
       }             ( ) 

  بمعنى أنو يكوف:  Tتتقارب بضعؼ نحو صفر لممؤثر  (6)أف المتتالية الناتجة مف العلاقات   [12] أثبت روكافولار
              

           
     بمعنى أنو يكوف:    T تتقارب بقوة نحو صفر لممؤثر  (6)أف المتتالية الناتجة مف [12] كما أثبت روكافولار 

   
 

               
و متتالية الأعداد الموجبة محدودة بعيداً  (strongly monotone)مضطرد بقوة  Tوذلؾ تحت شرط أف يكوف المؤثر 

 عف الصفر.
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عندئذ  ليبشتز مستمر عند الصفر     بإثبات أنو إذا كاف المؤثر   2.1 ,[12]ىنة في المبر  روكافولاركذلؾ قاـ 
 بنسبة خطية نحو الحؿ المطموب أي أف:  (6)الناتجة مف العلاقات  +  *تتقارب المتتالية 

                
                         

    ( )   المسألةبدراسة   3.1 ,[5]في الوبسهٌة  غولازقاـ 
محدب و نصؼ   +  *      حيثُ       

∑     كاف أنو إذا مستمر مف الأدنى و خاص، وقاـ بإثبات    
 
 فإف:         

 (  )       .
 

  
/         

 تليبشتز مستمر عند الصفر وكان     بإثبات أنو إذا كاف  [15] 3.5 ,في الوبسهٌة Yuan,Taoقام الباحثاى 
عندئذٍ تتقارب المتتالية الناتجة مف خوارزمية النقطة  ،محدودة بعيداً عف الصفر (      ) +  *و      

 الأقرب بنسبة خطية نحو صفر لمؤثر مضطرد أعظمي. 
 

 النتائج والمناقشة:
 التي تكوف حلًا لمسألة أمثميات مف الشكؿ الآتي:    المسألة المطروحة ىي إيجاد النقطة 

*   ( )     ( )+                 ( )   
    

-        باعتبار أف   تابع محدب ونصؼ مستمر مف الأدنى وخاص؛ و  ,       
 تابع محدب وقابؿ للاشتقاؽ.            

 حسب مبرىنة فيرما نجد أف حؿ المسألة المطروحة  يؤوؿ إلى حؿ المسألة المكافئة الآتية: 
       ( )      ( )              ( ) 

         حيث 
مؤثر مف خواص و ذلؾ )رمؤثر ليبشتز مستم         مؤثر مضطرد أعظمي، و    
 .تمر(أنو ليبشتز مس لتابع محدب وقابؿ للاشتقاؽ gradientالتدرج 

( )   لنرمز بػ ،       مف أجؿ ( )       و         إلى  ( )وبالتالي يؤوؿ حؿ المسألة           
 المؤثريف الآتية : إيجاد أصفار 

                               ( ) 
 ، أي أف: بالرمز    (9)نرمز لمجموعة حموؿ المسألة

  *             
     

  + 
 التجزئة الأقرب الأمامية الخمفية   باستخداـ طريقة  [4]في  Combettes , Wajsقاـ الباحثاف 

 ((Proximal Forward-Backward Splitting   وىي طريقة تكرارية عمى  ( )مف أجؿ إيجاد الحموؿ لممسألة
  النحو الآتي:

          .        . 
    (   ( 

 )    )/      
 /          (  )    

و  أنيا تتقارب بقوة تحت  (P)تتقارب بضعؼ نحو حؿ لممسألة  (02)أف المتتالية الناتجة مف بالتوصؿ إلى وقاما 
 )        الشرط الآتي : 

 )  )  و تشيس  (P)إلى مجموعة حموؿ المسألة  Gحيث ترمز    
إلى   ( 

 . G الوسافة بيي حدود الوتتالية و بيي الوجووعة 
 الحؿ الأمثؿباستخداـ خوارزمية النقطة الأقرب و تحقيؽ نسبة تقارب خطية نحو  (P)حؿ المسألة والسؤاؿ المطروح ىو 

المتعمؽ بالمؤثريف المرافقيف أنو إذا كاف لمؤثر الحاؿ  نلاحظمما سبؽ  ،. في ىذا المقاؿ نقوـ بالإجابة عمى ىذا السؤاؿ 
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نقطة ثابتة تكوف ىذه النقطة صفر لمجموع المؤثريف المرافقيف و بالتالي حسب فيرما تكوف ىذه النقطة حؿ أمثؿ لممسألة 
 ومف المبرىنة المساعدة التالية: [4]بالاستفادة مف  ت ذلؾ و قمنا بإثبا  المطروحة

  مبرىنة مساعدة :
 إذا و فقط إذا كانت  (P)أي حؿ لممسألة     عندئذٍ تكوف          فضاء ىمبرت و  Hليكف 

      (      )  (     )
  (      )        (  ) 

 البسهاى : 

تعسيف الوؤثس الوتعدد هؤثس وحيد القيوة عٌدئرٍ هي     باعتباز أى  و             فئى :     إذا كاًت 

 يكوى لديٌا  القين 

(     ) (     )  و بالتالي       مف العنصر  xو طرح العنصر بإضافة بالتالي  و              
(      )   نحصؿ عمى                 

(      )و بالتالي  مؤثر وحيد القيمة الأمر  يو بما أف الصورة العكسية لمؤثر متعدد القيـ ى  (     ) 
(     )   الذي يعني 

ىي نقطة ثابتة لمؤثر الحاؿ المتعمؽ   الأمر الذي يعني أف  و (      )  
 . (      )       أي أف         بمجموع المؤثريف 

 و بالتالي   (      )        لمؤثر الحاؿ الأمر الذي يعني ثابتة  نقطة    إذا كانت  الآف
    (     )

(      )و بالتالي  (      )    بالتالي و     (     ) 
  (      ) (   )   و بالتالي          و بالتالي        (        )  
 . (P)أي حؿ لممسألة      الأمر الذي يعني              
ىي  حؿ أمثؿ لممسألة المطروحة حيثُ  x  النقطة  فإف  حسب المبرىنة المساعدة السابقة و مبرىنة فيرما  بالتاليو 

 نجد :                  بالعودة إلى فرضيات المسألة  
     ( )     ( )            (  ( )    ( )) 

         العلاقة التكرارية التالية:  و ذلؾ باستخداـ  خوارزمية النقطة الأقربمف خلاؿ   (P)و ينتج مف ذلؾ إمكانية حؿ المسألة 
          ( 

       
 )                     (  ) 

      (      )
  (        

 ) 

و ىي ( 6مجموعة الحموؿ المسألة )و  (02)الناتجة مف العلاقات   +  *المتتالية  وجود علاقة بيف  بدايةً نبيف
 نحو الحؿ المطموب. ليا التقارب الشامؿ  ومحدودية المتتالية  خاصية ميمة نضمف مف خلاليا

 1.مبرىنة 
و     (          )متتالية متزايدة تحقؽ   +  *  بفرض و  (  )متتالية ناتجة مف العلاقات   +  *لتكف 
 : تيةالعلاقة الآ تتحقؽ  عندئذٍ ( 9)حؿ لممسألة       لتكف 

                               (      )      
      

      (  ) 

 البرىاف : 
 )             :( 12)لدينا : لدينا مف العلاقة 

       
 )   

 أي تحقؽ(11)  بالتالي ىي نقطة ثابتة لمؤثر الحاؿ  (9)ىي حؿ لممسألة    و بما أف 
 نجد :  بالتاليو   (         )                    

                     (  
        

 )        (  
        

 )     (  )  

 أي :  (2)يحقؽ الشرط  (14)مؤثر تقميص فإف الطرؼ الأيمف في        و بما أف 
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      ( 
       

 )       ( 
       

 )            (        
 )  (        

 )

       (  ) 

 نجد:  (14)في العلاقة  (15)بتعويض 
             (        

 )  (        
 )   

(     )                 و منو نجد :    (   
     

 )   
 نجد :  لمعلاقة الأخيرة و حسب خواص الجداء الداخمي  الآف بتربيع الطرفيف

                           
        

     
   

     
     

     
        (  ) 

 ىو مؤثر ليبشتز مستمر بثابت   ( )       بما أف 

 
 أي يحقؽ الشرط :   ,    -  

        ́   
 

 
    ́           ́    

́         نضرب الطرفيف بالحد :   نجد :    
         ́  

      ́          ́        (  ) 

 يحقؽ متراجحة كوشي _ شوارتز نجد : ( 17)بما أف الطرؼ الأيمف لمعلاقة 
    ́         ́          ́          ́         (  ) 

 طرفا لطرؼ نجد : ( 80)و  (70)بطرح العلاقتيف 
         ́  

        ́         ́       

́          و منو :           ́        ́       (  )     
́                  بأخذ    نجد :       و بضربيا بالعدد   (19)في       

         
     

            
        

     
      (  ) 

 نجد :  (16)في العلاقة  (20)الآف بتعويض العلاقة 
                             

     
      

     
     

       

 التالية : (13)و منو نحصؿ عمى العلاقة 
                          (      )     

     
    

 و ىو المطموب. 
نستنتج أف المتتالية الناتجة مف خوارزمية النقطة الأقرب محدودة في 1  التي أثبتناىا في المبرىنة (13)مف العلاقة 

تتقارب تقارباً شاملَا  +  *و سنثبت أف المتتالية    فضاء ىمبرت بالتالي ليا نقطة تراكـ تبولوجياً، نرمز ليذه النقطة 
 و ذلؾ مف خلاؿ المبرىنة التالية.  (9)نحو ىذه النقطة التي ستكوف نقطة حؿ أمثؿ لممسألة 

 . 2مبرىنة 
   )متتالية محدودة بعيداً عف الصفر أي تحقؽ  +  *و بفرض   (  )متتالية ناتجة مف العلاقة   +  *لتكف 

 .     ، عندئذٍ يتحقؽ التقارب الشامؿ لممتتالية نحو  (   
 البرىاف : 

  : أي تحقؽ   متقاربة نحو  +  *مف المتتالية  +   *نأخذ متتالية جزئية 
          

 و لدينا مف العلاقة التكرارية التي تنتج المتتالية التالية    (  )                
          ( 

       
 المتتالية الجزئية ىي :  نجد   ( 

            
.          

  /   .        /
  

.           
  / 
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         ̃ لسيولة الحؿ نرمز 
.          

 نجد :  بالتالي و  /  

   ̃   .         /
  

.            
           ):و بالتالي /  

  )  (       )( ̃
  ) 

           )      :و بالتالي
  )    ̃          ̃

 و بالتالي      

           (     ̃         
  )        ̃

 بالتالي  و     

    (    
  (     ̃  )     

   )     ̃
 بالتالي و    (  )            
 :نجد  (11و مف )       مف أجؿ كؿ        مضطرد وبأخذ     بحسب كوف المؤثر 

     ̃      .    
  (      ̃  )      

  /                    (  ) 

 نجد :   (20) فو م (22) لطرفي المتراجحة     الآف بأخذ النياية 
   
   
    ̃      (    

  (     ̃  )     
  )       

  )                  بالتالي :و 
  (     )     

 )      
      )                            بالتالي :و 

 )        
 أعظمي نجد أف :     و بما أف المؤثر 

(      
 )       

         
      

         (  ) 

 ( .9)حؿ المسألة  ىي  +  *نقطة التراكـ لممتتالية     و منو 
ذلؾ بأخذ النياية التالية في العلاقة  و( 6ممسألة )الأمثؿ ل حؿ ال    ىي نفسيا     تراكـ الالآف سنبرىف أف نقطة 

 نجد:( 02)
   
   
(                       (     )     

      
   ) 

(     )                      بالتالي  و      
     

    

(     )         بالتالي و      
     

  بالتالي الأمر الذي يعني و      
    

     
         

     
  

الحؿ التي ىي بدورىا  احدةنقطة تراكـ و أكثر مف  يكوف ليا  يمكف أف لا  لمتتالية انجد  (24)و منو و بالعودة لمعلاقة 
 تتقارب المتتالية تقارباً شاملاً نحو ىذه النقطة و ىو المطموب . وبالتالي (9)لممسألة  الأمثؿ 

ضمف شرط  (9) لممسألة الأمثؿ حؿ ال في المبرىنة الآتية، نثبت أف خوارزمية النقطة الأقرب تتقارب بنسبة خطية نحو
  أف يكوف 

    )ليبشتز مستمر عند النقطة    
 ) . 

 .3مبرىنة 
  بفرض أف ، و      لتكف 

    )ليبشتز مستمر عند النقطة     
عداد متتالية الأ بفرض و،     وأف   ( 

 : و ليكف          تحقؽ   +  * الحقيقية  الموجبة 

      √  
(     )(    ) 

   
           ،    

  
 

 

̂ أي يوجد     بنسبة خطية نحو   +  * تتقارب عندئذ    الآتي : ̂   يحقؽ مف أجؿ كؿ    
              

            
 

√  
(     )(    ) 
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 البرىاف : 
     أي تحقؽ  (9)حؿ لممسألة     بما أف 

     
    )و منو   

 )     
 بالتالي  

        
  (    

 )    ( نجد :21و حسب العلاقة ) (  )            
      (      )

  (        
         ) بالتاليو   ( 

 )  (      ) 
    

        )   بالتاليو 
 )            

 بالتالي و       
 (        

      )       
  ) بالتالي     

  (       )     
   )     

      
    بالتالي و

  (  
  (       )     

 )                        (  )            
  و بما أف  (26) و (25)مف العلاقتيف 

    )ليبشتز مستمر عند النقطة    
و هي أجل  ( 2)أي يحقؽ الشرط  ( 

  تتحقؽ العلاقة الآتية :          كل 
            (  

  (       )     
 )  (    

 )   

               بالتالي    و 
  (       )  (   

     
 )     

 أف الطرؼ الأيمف متطابقة تربيعية نجد :  بالاستفادة بتربيع الطرفيف و 
               ( 

 

   
            

 

  
            

     
   

      
     

   )   

             بالتالي     و
  

  
   

               
     

    
 و نجذر الطرفيف نجد :         عمى طريفي العلاقة الأخيرة  نقسـ

 

 
          

 

  
                

     
         (  ) 

 نجد:   (27)في العلاقة          بالاستفادة مف خواص النظيـ و متراجحة المثمث عمى الحد 
                                              (  ) 

 نجد :  (27)في العلاقة  ((28نعوض 
 

 
          

 

  
          

 

  
            

     
   

.   بالتالي ًحصل على  
 

 
 
 

  
/           

 

  
              

     
       

.    :فإف            بما أف 
 

 
 
 

  
/               

     
   (  )       

 نجد : ̂   و مف اجؿ كؿ  (13)و تعويضيا بالعلاقة  (29)بتربيع طرفي العلاقة 
                         (     )(

 

 
 
 

  
)            

       )  )      بالتالي   و
 ) .
 

 
 
 

  
/
 
)                      

                      بالتالي  و
 

  (       
 )(
 

 
 
 

  
) 
            

                           و بالتالي 
 

√  (       
 )(
 

 
 
 

  
)
 
         

               نحصؿ عمى:       
                          ̂ 

 و ىو المطموب . 
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 :الاستنتاجات والتوصيات
حيث استخدمنا خوارزمية النقطة الأقرب  درسنا في ىذا المقاؿ مسألة أمثميات محدبة مركبة في فضاءات ىمبرت حقيقية،

تحت بعض الشروط قمنا بإثبات أف خوارزمية النقطة الأقرب تنتج متتالية تتقارب بنسبة خطية  و لإيجاد الحموؿ المثمى.
تعميـ الدراسة لإيجاد الحموؿ المثمى لمسائؿ أمثميات محدبة ذات متحوليف ب  نوصي ونحو الحؿ الأمثؿ المطموب. 

 نحصؿ بيا عمى تقارب قوي لخوارزمية النقطة الأقرب. بتحققيا التي  تحديد الشروط و ومقيدة.
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