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  ABSTRACT    
Let ),,(),,(: 2121  YXf   be a N continuous function in bitopological space ,where

),,( 21 X , ),,( 21 Y are two bitopological space. 

In this research ,I have studied some properties of N continuous functions in 

bitopological space, Especially, the important results are the following theorems: 

1- f  is a N continuous function if and only if )(1 vf   is a N closed set in ),,( 21 X for each 

v closed set in ),,( 21 Y . 

2- Every P continuous function is a N continuous function, but the converse is not true in 

general. 

Moreover, I have defined a new concept in bitopological space called N  

homeomorphism function , and I have proved that every P- homeomorphism function is a 

N- homeomorphism function, but the converse is not true in general.  

 

Keywords: bitopological space , N open set , N closed set, N closure set , N interior 

set, N continuous function, N homeomorphism function. 
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 في الفضاء ثنائي التبولوجياNالتطبيقات المستمرة من النمط
  *براءه عفيصو د.

 (2023/ 5/  15قُبِل لمنشر في  . 2023/  1/  8تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
:),,(),,(ليكن  2121  YXf  ًا ),,(,حيث  مستمراً في الفضاء ثنائي التبولوجياNتطبيق 21 Xو

),,( 21 Y .فضاءين ثنائيي التبولوجيا 
 ىميا:في الفضاء ثنائي التبولوجيا, من أ مستمرNفي ىذا البحث قمت بدراسة بعض خواص التطبيق

1-f ىوNمستمر عمىX  من أجل كل مجموعةNمغمقة في),,( 21 Y مثلv 1)(فإن vf  ىيN

),,(مغمقة في  21 X. 
 صحيح بصورة عامة. تمر. ولكن العكس غيرسمNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىوتطبيق مستمرpكل تطبيق -2

 ىومومرفيزم في الفضاء ثنائي التبولوجيا, وبرىنت أن كل تطبيقNبالإضافة لذلك قمت بتعريف التطبيق

pفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىو تطبيقفيزم ر ىومومNصحيح بصورة عامة.. ولكن العكس غير فيزمر ىوموم 
 

مغمقة, لصاقة مجموعة من  N, المجموعةمفتوحة Nالفضاء ثنائي التبولوجيا ,المجموعة الكممات المفتاحية:
 . فيزمر ىومومNستمر, التطبيقمN, التطبيقNمطمن الن , داخمية مجموعةNالنمط

 

 الترخيص بموجب النشر بحقوق المؤلفون يحتفظ سورية, -تشرين جامعة مجمة:    النشر حقوق
 CC BY-NC-SA 04 
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 مقدمة:
نماطاً , فقد قدم الباحثون أاء التبولوجيا والفضاء التبولوجيتعد المجموعات المفتوحة والمغمقة المبنة الرئيسية في بن

 وغيرىا.....hوالنمط و النمط المجموعات المفتوحة )المغمقة( من النمط  مختمفة منيا:
واستخدم بعضيم ىذه المجموعات في تعريف التطبيقات المستمرة المناسبة لكل نمط عمى حدى ويتضح ذلك جمياً في 

 [. 12]-[11]-[9]-[3]-[2الاعمال ]
 1963ثم توسع الباحثون ومددوا مفيوم الفضاء التبولوجي إلى الفضاء ثنائي التبولوجيا عمى يد العالم كيمي في العام 

[ , ثم توالت الدراسات لبنية الفضاءات ثنائية التبولوجيا ومن ضمنيا دراسة التطبيقات المستمرة حيث تم تعريفيا 17]
أىم  A.Kilicman , Z.Sallehدرس الباحثان 2009[ , وفي العام 1] 1999في العام  A.Tallafhaعمى يد الباحث 

إلى يومنا ىذا مستمرة خص الاستمرار في الفضاء ثنائي التبولوجيا [ . مازالت الدراسات التي ت18خواص ىذا التطبيق ]
[4]-[5]-[6]-[7]-[8]-[10]-[13]-[14]-[15]-[19]-[20]-[21]-[22]-[23 .] 

بوضع تعريف المجموعات المفتوحة من النمط A.I.Nasir , N.A.Jabbar[ قام الباحثان 16العمل ] 2010في العام 
Nفي الفضاء ثنائي التبولوجيا , ثم وضعا تعريف التطبيقNوفي العام سة موضوع التراص واستخدماه في درا ستمرم

 [ قام الباحث رياض الحميدو بدراسة الخصائص الأساسية ليذا النمط من  المجموعات المفتوحة. 24العمل ] 2019
تعريفاً جديداً كما أعطيت ستمر في الفضاء ثنائي التبولوجيا , مNبدراسة أىم خواص التطبيققمت في ىذا البحث 

 ودرست أىم خواصو. في الفضاء ثنائي التبولوجيافيزم ر ىوموم Nلمتطبيق
 

 أىمية البحث وأىدافو:
 .Nىمية البحث في كونو يقدم إضافة في مجال الاستمرار في الفضاء ثنائي التبولوجيا من النمط تكمن أ

وعلاقتو بالتطبيق المستمر في الفضاء ثنائي  ستمرمNم الخواص التي يتمتع بيا التطبيقوييدف إلى دراسة أى
 فيزم في ىذا الفضاء.ر ىومومNالتبولوجيا, كذلك دراسة التطبيق

 
 طرائق البحث ومواده:

 اعتمدت في ىذا البحث عمى مفاىيم أساسية في التبولوجيا العامة وفي الفضاء ثنائي التبولوجيا وبشكل خاص في مجال
 الاستمرار.

 بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في البحث :
),,( 21 X .فضاء ثنائي التبولوجيا 

Nمجموعة مفتوحة من النمط مفتوحة(N) في الفضاء ثنائي التبولوجيا 
N مجموعة مغمقة من النمطمغمقة(N) في الفضاء ثنائي التبولوجيا 
N تطبيق مستمر من النمطمستمر(N) في الفضاء ثنائي التبولوجيا 
N تطبيق ىومومرفيزم(من النمط ىومومرفيزمN) في الفضاء ثنائي التبولوجيا 
P تطبيق مستمر في الفضاء ثنائي التبولوجيا (مستمر( 
P تطبيق ىومومرفيزم في الفضاء ثنائي التبولوجيا (ىومومرفيزم( 
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)(AclN  صاقة المجموعةلAمن النمطNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا 
)int(AN  داخمية المجموعةAمن النمطNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا 

 التعاريف الأساسية :
:),,(),,(: ليكن1تعريف 2121  YXf  تطبيقاً من الفضاء ثنائي التبولوجيا),,( 21 X إلى الفضاء ثنائي

),,(التبولوجيا  21 Y :عندئذ 
21مستمر إذا وفقط إذا كان pإنوfيقال عن -1

1 )(   uf 21, من أجل كل  u[.1 .] 
 .مستمر2pمستمر تحت مسمىp[ تم وضع التعريف 18جع]في المر 

   1fوكان  Xمستمر عمى pتقابل وfىومومرفيزم إذا وفقط إذا كانpإنو fيقال عن -2
pمستمر عمىY حيث ,),,(),,(: 2121

1  XYf [.1.] 
),,(مجموعة جزئية من الفضاء ثنائي التبولوجيا Aبفرض :2تعريف 21 X : عندئذAىي مجموعةNمفتوحة في

),,( 21 X  إذا وفقط إذا كانتAمفتوحة في الفضاء),( 21  X: حيث 
 2121 ,logsup:  containsXonytoporemumtheis.[16.] 

),,(مفتوحة في الفضاءNمجموعةإن متممة ال 21 XىيN.[.16] مغمقة فيو 
:),,(),,(التطبيق  :3تعريف 2121  YXf ىوN21إذا وفقط إذا كان  مستمر

1 )(   uf من أجل كل ,
21  u[.16.] 

),,(ليكن  :4تعربف 21 Xالتبولوجيا عندئذ: تقاطع المجموعات فضاء ثنائيN مغمقة التي تحويAتسمى لصاقة 
A من النمطN ونرمز ليا بـ)(AclN [.24.] 

:),,(),,(إذا كان  : 5تعريف  2121  YXf :تطبيقا كيفياً عندئذ 
f ىوNىومومرفيزم إذا وفقط إذا كانf تقابل ) غامر ومتباين ( وf ىوNعمى مستمرX 1وf  ىوN

 .Yمستمر عمى 
 

 النتائج والمناقشة:
 مستمر.Nفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىو تطبيقمستمر pكل تطبيق: (1مبرىنة )
 البرىان:

:),,(),,(ليكن  2121  YXf تطبيقp21, ولتكن مستمر  u :عندئذ 

                

2121
1

21

2121
1

2121

2121
1

212

2121
1

211

)(

)(

)(

)(

























ufuor

ufuor

ufuor

ufu

 

21مما سبق وبعد مراعاة الاختيار الكيفي لـ   u  نجد أنf N.مستمر 
 ( غير صحيح بصورة عامة . ويوضح ذلك المثال الآتي1إن عكس المبرىنة ) (:1ملاحظة )

      ليكن(: 1مثال)   3,2,1,,,  YcbaX  لنعرف التطبيق وfالعلاقةالمعرف ب: 
            ),,(),,(: 2121  YXf       (1,)(3حيث()(  cfbfaf 
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 مستمر لأن:Nىذا التطبيق
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مستمر لأن:  pليس  fولكن     21
1

21 ,)1(; 1    baf . 
:),,(),,(إذا كان  (:2مبرىنة ) 2121  YXf :تطبيقا كيفياً عندئذ 

f ىوN مستمر عمىX من أجل كلXx وكل مجموعةNمفتوحة مثلvفيY تحوي)(xf   يوجد ,
vufبحيث تحقق أن xتحوي Xفي uمفتوحة مثلNمجموعة )(. 
 البرىان :

 (:بفرض)Xx وv مجموعةNمفتوحة فيY تحوي)(xf أيvxf )( من الفرض ,)(1 vf  ىيN

 .xوتحوي Xمفتوحة في 
1)(ولنرمز بـ  vfu  بالتالي وجدنا مجموعةNمفتوحةX تحويx وكذلك نعمم أن ,vvff  ))(( 1 

vufوىذا يعني أن  )(. 
(:بفرض أن )v مجموعةNمفتوحة فيY وvxf )(سنبرىن أن ,)(1 vf  مجموعةN مفتوحة فيX. 

1)(إن  vfx وحسب الفرض يوجد مجموعة .N مفتوحة مثلu فيX تحويx بحيث تحقق أنvuf )( 
))(()(                 بالتالي :           11 vfuffux   

                    )(;)()( 111 vfxuvfvfux   
1)([ , بالتالي24مفتوحة ]Nىو مجموعةNوبما أن اجتماع مجموعات مفتوحة من النمط vf  مجموعة 

Nمفتوحة فيXوبمراعاة الاختيار الكيفي لـ ,v منYنجد أنf ىوN مستمر عمىX. 
:),,(),,(إذا كان (: 3مبرىنة) 2121  YXf :تطبيقا كيفياً عندئذ 

f ىوNعمى مستمرX    من أجل كل مجموعةNمغمقة في),,( 21 Y مثلv 1)(فإن vf  ىيN

),,(مغمقة في  21 X. 
 البرىان : 

(: لتكن )v مجموعةN مغمقة كيفية في),,( 21 Y  عندئذvYمجموعةNمفتوحة فيY  ومن الفرض ,
)(1 vYf  مجموعةN مفتوحة فيX. 
)()()()(وبما أن :      1111 vfXvfYfvYf    1)(فإن vfX مجموعةN مفتوحة فيXبالتالي ,
)(1 vf  مجموعةN مغمقة في),,( 21 X. 
(: بفرض )u مجموعةNمفتوحة كيفية في),,( 21 Y  نريد أن نبرىن أن صورتيا العكسية وفقf ىيN

),,(مفتوحة في  21 X. 
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),,(مغمقة في Nمجموعة  uYإن  21 Y  1)(فحسب الفرض يكون uYf  ة مغمقة في Nمجموع
),,( 21 X : وبما أن ,)()()()( 1111 ufXufYfuYf   : 1)(فإن ufX  مجموعة 

N مغمقة فيX1)(, بالتالي uf  مجموعةNمفتوحة في),,( 21 Xبالتالي .f ىوNمستمر عمىX. 
:),,(),,(إذا كان (:4مبرىنة) 2121  YXf :تطبيقا كيفياً عندئذ الشروط الآتية متكافئة 

),,(مغمقة فيNمن أجل كل مجموعة -1 21 Y مثلv 1)(فإن vf ىيN مغمقة في),,( 21 X. 
2-     XAAfclNAclNf  ;))(())(( . 
3-      YBBclNfBfclN   ;))(())(( 11 . 

)2()1(البرىان :   
),,(مغمقة في Nمجموعةvو XAلتكن 21 Y  تحوي)(Af  أيvAf )(. 

1)(عندئذ حسب الفرض  vf   مجموعةN مغمقة فيX:وتحقق أن)())(( 11 vfAffA   وبما أن لصاقة
 [ فإن : 24] Aمغمقة تحوي Nىي أصغر مجموعة Nمن النمط  Aمجموعة 

                                    )()( 1 vfAclN  
                )1())(())(())(( 1 vAclNfvvffAclNf   

 ومن جية ثانية :
)())((نعمم أن   AfclNAf  والمصاقة من النمطN ىي مجموعةN[ 24مغمقة ] 

 فيي محققة من أجل المجموعة Af)(مغمقة تحويN( محققة من أجل كل مجموعة1لاقة )وبما أن الع
))(( AfclN   :  بالتالي     ))(())(( AfclNAclNf . 
)2()3( : 

XABfولنرمز  بـ   YBلتكن  ))(())((حسب الفرض :  1)( AfclNAclNf  

                
)()))(((

)()))((()))(((

1

11

BclNBfclNf

BclNBffclNBfclNf









 

 بالتالي :

              
YBBclNfBfclN

BclNfBfclNffBfclN









;))(())((

))(())))(((())((

11

1111

 

)3()1( : 
1)(سنبرىن أنYمغمقة فيNمجموعة  vلتكن vf ىيN مغمقة فيX1)(.ومن أجل ذلك سنبرىن أن vf  

 .Nتساوي لصاقتيا من النمط 
))(())((حسب الفرض يكون :  11 vclNfvfclN    وبما أنv  مجموعةNي فإن  Yمغمقة ف

)(vclNv  ىذا يعني:       
                                            )2()())(( 11 vfvfclN   

)())(()3(                         ونعمم أن            11 vfclNvf   [24] 
))(()(( نجد أن 3(و)2من العلاقتين ) 11 vfvfclN   1)(وىذا يعني أن vf  ىيNمغمقة فيX . 

 ىومومرفيزم.Nفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىو تطبيقىومومرفيزم pكل تطبيق (:5مبرىنة )
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  البرىان :
:),,(),,(بفرض 2121  YXf  p بالتالي ىومومرفيزمf تقابل ) غامر ومتباين ( وf ىوPمستمر عمى

X 1وf ىوPمستمر عمىY. 
 :وىذا يعني أن .Yمستمر عمىNىو1fوXمستمر عمىf N ( يكون1وحسب المبرىنة )

f N.ىومومرفيزم 
 ذلك المثال الآتي:( غير صحيح بصورة عامة, ويوضح 5: إن عكس المبرىنة )( 2ملاحظة )

 ليكن(: 2مثال) 4,3,2,1X   وXxxxf   حيث  )(;
                  ),,(),,(: 2121  XXf   و),,(),,(: 2121

1  XXf  

    
              

        
           2,1,2,1,,,2,1,2,1,,

,2,1,1,,,2,1,2,,

2,1,2,1,,,2,1,,,2,,,1,,

2121

21

212121

XX

XX

XXXX













 

 لأن : Xمستمر عمى N ىو fإن

             

        21
1

21
1

21
1

21
1

21
1

2,1)2,1(,2)2(

1)1(,)(,)(













ff
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 لأن : Xمستمر عمى N ىو 1fإن
 

        21
11

21
11

21
11

21
11

21
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2,1)2,1()(,2)2()(

1)1()(,)()(,)()(













ff

fXXff 

 لأن:  Xمستمر عمى Pليسfىومومرفيزم  . ولكن Nىو  fتقابل بالتالي fو
                  21

1
21 2,1)2,1(:2,1   f 

 ىومومرفيزم  .Pليس  fوىذا يعني أن 
:),,(),,(إذا كان  (:6مبرىنة ) 2121  YXf :تقابلًا كيفياً عندئذ 

f  ىوNىومومرفيزم      XAAfclNAclNf  ;))(())(( . 
 البرىان : 

)(: لتكنXA مجموعة جزئية كيفية منX وبما أنf  ىوN ىومومرفيزم فإنf  ىوN مستمر عمىX

))(())((.....)4(( يكون         4فحسب المبرىنة ) AfclNAclNf  
    ومن جية ثانية : 

 :( يكون 4فحسب المبرىنة )Yمستمر عمى Nىو  1fبما أن    
       )5...())(())(())(()())()(( 1111 AclNfAfclNAclNfAfclN          

XAAfclNAclNf           ( نجد أن5( و)4من )  ;))(())((. 
 
)(: من الفرض لديناf تقابل و كذلك))(())(( AfclNAclNf  ( 3( و )4وىذا يعني حسب المبرىنتين )
 .Yمستمر عمى 1f N. بقي برىان أن Xمستمر عمى f Nأن

                                ),,(),,(: 2121
1  XYf  
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),,(مغمقة في Nمجموعة  Fلتكن  21 X  عندئذ)()()( 11 FfFf   عمينا أن نبرىن أن)(Ff هي N

),,(مغمقة في  21 Y. 
),,(مغمقة في Nمجموعة  Fبما أن 21 XفإنFFclN   [ , فحسب الفرض  يكون :24] )(
     ))(())(()()())(( FfclNFclNfFfFfFclNf  

),,(مغمقة في Ff N)(وىذا يعني أن  21 Y. 
 .  ىومومرفيزمNىو  f. بالتالي Yمستمر عمى 1f Nنجد أن  Fوبمراعاة الاختيار الكيفي لـ 

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

مستمر في الفضاء ثنائي التبولوجيا ومن Nبعض الخواص التي يتمتع بيا التطبيق  إلىفي ىذا البحث  توصمنا
 أىميا:

1-f  ىوN مستمر عمىX    من أجل كل مجموعةN مغمقة في),,( 21 Y  مثلv  1)(فإن vf  ىي
N مغمقة في),,( 21 X. 
 ستمر. ولكن العكس غير صحيح بصورة عامةمNفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىو تطبيق مستمرpكل تطبيق -2

 .حيث وضحت ذلك من خلال مثال
 ىومومرفيزم الفضاء ثنائي التبولوجيا, وبرىنت أن كل تطبيقNبالإضافة لذلك قمت بتعريف التطبيق

pفي الفضاء ثنائي التبولوجيا ىو تطبيقفيزم  ر ىومومN ولكن العكس غير صحيح بصورة عامة فيزمر ىوموم . 
 .ووضحت ذلك من خلال مثال 

في  في الفضاءات ثنائية التبولوجيا ومحاولة تعريف أنماط جديدة من المجموعات المفتوحة بمتابعة العملنوصي 
 لتطبيقات المستمرة المناسبة ليا ودراسة خواصيا .الفضاء ثنائي التبولوجيا وتعريف ا
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