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 ملخّص  
 

لمعادلة  ،(Traveling wave solutions)ة صريحة ذات موجة جوالة نقوم في هذا العمل بإيجاد حلول تام  
Fitzhugh-Nagumo   ن برنولي التفاضلية العادية، وتبي  مة ذات الأمثال الثابتة، باستخدام طريقة تعويض معادلة المعم

مة ذات الأمثال الثابتة، تأخذ المعم   Fitzhugh-Nagumoة للمعادلة الحلول التام   أن  ،النتائج التي حصلنا عليها 
لهذا النوع من المعادلات  الةهذه الطريقة بسيطة وفع   ين أن  ، كما يتب  نفسها معادلة برنولي التفاضلية العادية طبيعة حل  

وعلى طريقة موازنة التجانس، ، معادلة برنولي التفاضلية العادية  ، وتعتمد على حل  ةاضلية الجزئية غير الخطي  التف
ةً تلك  ،ة أخرىق على معادلات تفاضلية جزئية غير خطي  ويمكن أن تطب   التي تأتي من علوم الهندسة والفيزياء خاص 

 . ومجالات علمية تطبيقية أخرى،ياضية الر  
 

 – ة العاديةتعويض معادلة برنولي التفاضلي  طريقة  –التام    الحل   – Fitzhugh-Nagumoمعادلة  مفتاحية:الكلمات ال
 ة.غير خطي   جزئية معادلة تفاضلية –طريقة موازنة التجانس  – الةلجو  ذو الموجة ا الحل  
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  ABSTRACT    

 

In this work, we have been found explicit exact traveling wave solutions for 

generalized Fitzhug-Nagumo equation with constant coefficients, by using the Bernoulli 

sub-ODE method, The obtained results shows that these solutions inherit the nature of the 

solution of Bernoulli ODE, traveling wave solutions, and shows that this method is simple, 

direct and very efficient for solving this kind of nonlinear PDEs, and based on the solution 

of Bernoulli ODE and the homogeneous balance method, It can be applied to nonlinear 

PDEs which frequently arise in engineering sciences, mathematical physics and other 

scientific real-time applications fields.  
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 :ةقدمّ م
من الظواهر المعقدة  الكثيرة بشكل واسع لوصف ر التفاضلية الجزئية غير الخطي  تستخدم معادلات التطو  

ه المعادلات في فهم هذه ة لهذالحلول التام   ؤديهور الكبير الذي تالمصادفة في الفيزياء والكيمياء والهندسة ...، ونظراً للد  
يجادها، إحث الكثير من الرياضيين والفيزيائيين الذين أبدعوا طرائق كثيرة في مجال ب ،كان إيجاد هذه الحلولالظواهر. 

ة للمعادلات التفاضلية الجزئية، ومن هذه الطرائق طريقة دالة فظهر الكثير من الطرائق التي تعنى بإيجاد الحلول التام  
في  Duffyو Parkersمن  كل   2991م في عام قد   [، ثم  2في ] 2991في عام  Malfietل القطعي التي قدمها الظ  

في ، ثم   [ طريقة دالة الظل القطعي الموسعة3في ] Fanقدم  1222ل القطعي التلقائية، وفي عام [ طريقة دالة الظ  1]
 Elwakilعدًل  1221[ طريقة دالة جاكوبي الناقصية، وفي عام 1في ] Zhaoو Liuو  Fuمن  كل   قدم   1222عام 
ل التي تعتمد على الجبر طريقة التكامل الأو   Feng نفسه م في العامعي وعممها، وقد  [ طريقة دالة الظل القط5في ]

وعدًل في العام نفسه  ،ل القطعي الموسعة[ طريقة دالة الظ  8في ] 1223في عام  Zhengم [، وعم  7،  6التبادلي في ]
[، 22في ] Hong-Qingو Chenمن  مها كل  عم  [ طريقة دالة جاكوبي الناقصية، ثم   9في ] Panو Shenمن  كل  

في  Zhangو Liو Wangم [، ثم قد  22في ] Wuو Heمن  ظهرت طريقة الدالة الأسية على يد كل   1226وفي عام 
 العامبمت وعم  ، [ 23في ] Zhouو Guoمن قبل ،  1222وسعت هذه الطريقة في عام  ، ثم  G'/G[ طريقة منشور21]

[ طريقة تعويض معادلة برنولي التفاضلية العادية في إيجاد 25في ] Binراً [، واستخدم مؤخ  21في ] Luمن قبل  نفسه
التقليدية، كما  Fitzhugh-Nagumoلمعادلة   (Traveling wave solutions) موجة جوالة تامة ذات حلول

 ،  27 ، 26للكثير من المعادلات التفاضلية الجزئية في ] واستخدمها كثيرون في إيجاد حلول تامة ذات موجة جوالة
28  ،29.] 

السؤال الآتي: هل يمكن تطبيق طريقة تعويض معادلة برنولي التفاضلية على نحاول في هذه البحث الإجابة 
وما طبيعة ، ة جديدة تام   وهل تعطي حلولاً ، مة ذات الأمثال الثابتة المعم   Fitzhugh-Nagumoالعادية على معادلة 

تامة لهذه المعادلة مستخدمين طريقة التكامل  ما حلولاً قد   Injrouو Karroum الجدير بالذكر أن   .؟....هذه الحلول
رة عن هذه المعادلة نسخة مطو   [، وتعد  12تامة ذات موجة منعزلة بطريقة الدالة الأسية في ] [ وحلولاً 12الأول في ]

التي لها أهمية  [،13وآخرون في ] Nagumoو ،[11في ] Fitzhugh، التي أوجدها Fitzhugh-Nagumoمعادلة 
 :الآتيةهذه المعادلة بالعلاقة كبيرة في الكثير من المجالات التطبيقية، حيث تعطى 

(0)                                       (1 )( )t xx uu u u u    
0علماً أن 1 ~و ،( , )u x t معادلة ، وتعطى الخلية دالة مجهولة تمثل الجهد الكهربائي عبر غشاء

Fitzhugh-Nagumo   الآتيةبالعلاقة  مة ذات الأمثال الثابتةالمعم: 
(2)                             (1 )( ) 0xt xxu u u u u u      

0حيث  وسيط ثابت. 
 

 :أهمية البحث وأهدافه
مة المعم   Fitzhugh-Nagumoلمعادلة  جوالة ذات موجة تامة ه يعطي حلولاً تأتي أهمية هذا البحث من أن  

علم  -الكيمياء -)الفيزياء،في غاية الأهمية للباحثين في المجالات العلمية التطبيقية  التي تعد  ذات الأمثال الثابتة 
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( لمعادلة traveling wave solutions) جوالةة ذات موجة إيجاد حلول تام   ويهدف هذا البحث إلى ،الأحياء....(
Fitzhugh-Nagumo   تعويض معادلة برنولي التفاضلية العاديةباستخدام طريقة  ،ذات الأمثال الثابتةمة المعم . 

 
 :هطرائق البحث وموادّ 

في مجال المعادلات التفاضلية، لذلك  وبشكل خاص   ،يندرج هذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظرية
، ةت التفاضلية الجزئية غير الخطي  المعادلا حل   طرائقد بشكل أساسي على التقنيات الرياضية المستخدمة هنا، تعتم فإن  

 .الصيغية ات الرياضيةوبرامج الحساب ،ةجمل المعادلات الجبرية غير الخطي   وحل  
 

 :لنتائج والمناقشةا
 :تعويض معادلة برنولي التفاضلية العاديةسنعرض أولًا طريقة 

 :لعاديةتعويض معادلة برنولي التفاضلية اطريقة 
 :الآتية،tو xلين مستقلين فقطة، بمتحو  لتكن لدينا المعادلة التفاضلية الجزئية غير الخطي  

(7)                          , , , , , ,... 0t x xx tt xtP u u u u u u  
)ن  إحيث  , )u x t و ،الدالة المجهولةP  تابعة لـكثيرة حدود( , )u x t ومشتقاته الجزئية. 

 :الآتيةتتلخص هذه الطريقة بالخطوات 
 :الآتي (Travelling wave transformationلموجة الجوالة )ا لمتحو  م نستخد -2
(4)                         ( , ) ( ) ; ( )x t u k x c tu     

معادلة تفاضلية عادية غير ( إلى 3ل المعادلة التفاضلية الجزئية )تتحو  و ن يعينان لاحقاً، ثابتا cو kن  إ حيث
)ة للمجهولخطي   )u : 

(9)                            , , , ,... 0Q u u u u    
)كثيرة حدود تابعة لـ Qحيث )u  ومشتقاته. 

 :الآتي( يكتب بالشكل 5المعادلة ) حل   نفرض أن   -1

(0)                               
0

( ) ( )
m

i

i

i

u a G 


 

i,...,0,1، من أجلiaن  إحيث  m0، معma ثوابت تعين لاحقاً، وأن ،( )G G    لمعادلة  حل
 برنولي:
(3)                               2G G G   

0علماً أن  0و   معادلة برنولي: ، و يكون حل 
(8)                                ( )

. .exp( )
G

C




  



 

 ثابت كيفي. Cحيث
غير  المرتبة الأعلى مع الحد   ات، بإجراء موازنة التجانس بين المشتق ذmيحسب العدد الصحيح الموجب  -3

)حيث تعرف درجة ،(5الخطي في المعادلة ) )u  ،deg( ( ))u m :ومنه وبشكل مماثل نجد ، 
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deg , deg ( )

j
p r

p

p r

d u d u
m p u mp j m r

d d 

    
             

 

 ( وأن:7( مع مراعاة المعادلة )5( في العلاقة )6نعوض العلاقة ) -1
(5)                                2G G GG      

)ثم نطابق أمثال قوى )G  مج الحسابات اها باستخدام بر ة، نحل  الصفر، لنحصل على جملة جبرية غير خطي  ب
i,...,0,1، من أجلia، لنحصل بذلك على قيم الثوابتMathematicaأو ، Mapleالصيغية الرياضية مثل  m، 

موجة جوالة، تامة ذات  (، فنحصل على حلول6( ثم في )8) معادلة برنولي ضها في حل  ، ثم نعو  cو kو
(Travelling wave solutions،) .للمعادلة التفاضلية الجزئية المعطاة  

 ذات الأمثال الثابتة: مةالمعمّ  Fitzhugh-Nagumoلمعادلة  جوالةذات موجة حلول تامة 
 ، مع الأخذ بعين الاعتبار أن:(1التعويض في المعادلة التفاضلية الجزئية )بو  ،(1ام التحويل الموجي )ستخدبا

2
2

2
( ) , ( ) , ( )

u u u
ck u k u k u

t x x
  

  
     

  
 

)نحصل على المعادلة التفاضلية العادية للمجهول )u الآتية: 
(06)             2 3 2( ) (1 ) 0ck k u k u u u u           

 (، ولدينا:6( بالشكل )22المعادلة ) ه يمكن كتابة حل  بفرض أن  

 
2

3

2
deg ( ) , deg 2

d u
u m m

d




  
    

  
 

uمع 3uبموازنة تجانس عندئذ     3 ، نجد أن 2m m 1، ومنهm  ،( نحصل على:6وبالتعويض في ،) 
(00)                         1 0 1( ) ( ) , 0u aG a a    

و 0aحيث إن  
1a  تحديدهما.ثابتان، يطلب 

 نحصل على:ف(، 9( و)7، مع مراعاة العلاقتين )(22( في المعادلة )22نعوض العلاقة )
(02)                  2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) 0C C G C G C G      
 حيث:

2 2 3

0 0 0 0 0

2 2 2

1 1 1 0 1 0 1 0 1 1

2 2 2 2

2 1 1 1 0 1 1 1

2 2 3

3 1 1

1 2 3 2

3 3

2

C a a a a

a ck a k k a a a a a a a a

C a ck a k k a a a a a

C k a a

C

 

     

    



   

     

      

 





 

 بجعل:
(07)               

0 1 2 30 , 0 , 0 , 0C C C C    
ة ذات المجاهيلالجملة الجبرية غير الخطي   ىنحصل عل

0a و
1a وk وc،   هذه الجملة مستخدمين  وبحل

 :الآتية ، نحصل على الحالاتMapleبرنامج 
إذا كان :0حالة 

0 1

1 1
 2 ,  ,  0,  

2 2
c k a a


 




      ،( 8وبالتعويض في ) ثم في

 :(1جوالة للمعادلة )موجة  اتذ نحصل على حل  (، 22)
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(04)       ( , )
1 1

. exp 2
2 2

u x t

C x t



   


    

     
   

 

إذا كان :2حالة   0 1

1 1
2 2 ,  ,  0,  

2 2
c k a a

 
 

 

 
       ،( ثم في 8وبالتعويض في )

 (:1للمعادلة ) موجة جوالة اتذ(، نحصل على حل 22)
(09)            

 
( , )

1 1
. exp 2 2

2 2

u x t

C x t



    


   

     
  

 

إذا كان :7حالة 
0 1

1 1
2 ,   ,  1,  

2 2
c k a a


 



 
      ،( 22( ثم في )8وبالتعويض في ،)

 (:1للمعادلة ) موجة جوالة اتذ نحصل على حل  
(00)            ( , ) 1

1 1
. exp 2

2 2

u x t

C x t



   

 
    

      
   

 

إذا كان :4حالة   0 1

1 ( 1 ) ( 1 )
 2 1 ,  ,  1,  

2 2
c k a a

  
 



     
      ،( 8وبالتعويض في )

 (:1للمعادلة ) موجة جوالةات ذ (، نحصل على حل  22ثم في )

(03) 

 

( 1 )
( , ) 1

( 1 ) 1
. exp 2 1

2 2

u x t

C x t

 


   

 
 

     
    

  

 

إذا كان :2حالة   0 1

1
2 2 ,   ,  ,  

2 2
c k a a

 
  



  
       ،( ثم 8وبالتعويض في )

 (:1للمعادلة ) موجة جوالة اتذ (، نحصل على حل  22في )

(08) 

 
( , )

1
. exp 2 2

2 2

u x t

C x t





   

 
   

    
  

 

إذا كان :6حالة   0 1

1 ( 1 ) ( 1 )
 2 1 ,  ,  ,  

2 2
c k a a

  
  



      
       ،

 (:1للمعادلة ) موجة جوالة اتذ(، نحصل على حل 22( ثم في )8وبالتعويض في )
(05) 

 

( 1 )
( , )

( 1 ) 1
. exp 1 2

2 2

u x t

C x t

 



   

 
 

     
     

  

 

0ه عندماأن  ، جميعها نلاحظ في الحالات   ( يكون 1المعادلة ) حل   ، فإن( , )u x t Lإن  ، حيثL  عدد
لحلول تأخذ طبيعة ا نجد أن   جميعها، ثابت، وفي الحالات مقدار الحل   ، أي أن  أو 1أو  0القيم  إحدىثابت يأخذ 

، كما هو واضح  (Traveling wave)ذات موجة جوالة  حلول (، وهي7)نفسهاالتفاضلية العادية  معادلة برنولي حل  
[، كذلك 12هذه الحلول لها طبيعة مشابهة للحلول التي حصلنا عليها في ] ، كذلك نجد أن  (1والشكل ) (2في الشكل )

0ضناإذا عو     نا نحصل على معادلة ، فإنNagumo-Fitzhugh   من  التقليدية، ونحصل على حلول أفضل وأعم
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uشتقاق، حيث يجب أن يظهرالاالباحث قد ارتكب خطأ عند  ن  إحيث [، 25الحلول الواردة في المقالة ]   مضروباً بـ
2k  منبدلًاk  ا ينعكس على حلول المعادلة مم   ،ة وفي حلولها، وهذا يغير كثيراً في الجملة الجبرية غير الخطي

ة عندما يكونير الخطي  ة الجبرية غنا أهملنا حلول الجملالجدير بالذكر أن  و  ،التفاضلية الجزئية المعطاة
1 0a . 

في الحالة الأولى مع (1للمعادلة ) الموجة الجوالة اتذ التام شكل الحل   ،(1والشكل )( 2الشكل )من  كل  ن ي  بوي
2, 1, 1, 1, 1C       . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
ق طريقة تعويض يمكن أن نطب هإن  مة، أي يمكننا القول يمكننا الآن الجواب على السؤال المطروح في المقد  

مة ذات الأمثال الثابتة، بحيث نحصل على المعم   Fitzhugh-Nagumoمعادلة برنولي التفاضلية العادية على معادلة 
 من خلال مناقشة إيجاد الحلول أن  ن تبي  (، 7)نفسهاوهي من طبيعة حل معادلة برنولي ، حلول تامة ذات موجة جوالة 

قة على ها أبسط من طريقة الدالة الأسية المطب  وأن  ،ة العادية بسيطة وفعالة طريقة تعويض معادلة برنولي التفاضلي
هذه الطريقة لا  ، كما نجد أن  لاً متحو   وأقل   اً حجم [، من حيث إعطاء جملة جبرية أقل  12في المقالة ]نفسها المعادلة 

وعلى طريقة ،نولي التفاضلية العادية معادلة بر  ها تعتمد بشكل كبير على حل  مة في الرياضيات، وأن  تتطلب معرفة متقد  
 جدر بنا الإشارة إلى أن  يو  ة.ة الجزئي  اعتمادها في إيجاد حلول تامة للمعادلات التفاضلي  يمكن  وموازنة التجانس، 

  .Maple 13ت باستخدام برنامج تم  ،  جميعها قة بهذا العملالحسابات المتعل  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ( 2) الشكل

 

 ( 1) الشكل
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