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  ABSTRACT    

The Trust region method is one of the most effective and common methods for solving 

nonlinear system of equations. In this paper, a numerical method was presented for solving 

systems of nonlinear equations. The proposed method is based on the Trust region strategy, 

adaptive radius, and conjugate gradient methods (CG) that are used when the Trust region 

algorithm is unsuccessful, a family of CG methods is used to prevent resolving the trust-

region subproblem has a high computational cost. The proposed method contributes to 

activating the adaptive radius of the Trust region in an appropriate manner for 

convergence, improving the efficiency and effectiveness of the Trust region, and thus 

reducing the computational cost of the algorithm. Has been proven convergence the 

proposed, Trust region.and tested by solving four standard test problems found in previous 

studies, comparisons the results obtained with the results of other methods, show that the 

efficiency and numerical accuracy of the proposed method. 
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 استخدام تقنية المنطقة الآمنة لحل جمل المعادلات غير الخطية
 

 *سميمان محمد محمود د.
 سمير احسان ** د.

 جعفر إبراىيم ديوب ***
 (2024/ 2/  22قُبِل لمنشر في  . 2024/  2 / 14تاريخ الإيداع )

 
 ممخّص  

تم في ىذا البحث تقديم  من الطرائق الفعالة والحديثة لحل جمل المعادلات غير الخطية. المنطقة الآمنةتعد استراتيجية 
تعتمد الطريقة المقترحة عمى استراتيجية المنطقة الآمنة ونصف القطر ، طريقة عددية لحل جمل المعادلات غير الخطية

تم استخداميا عند فشل خوارزمية المنطقة الآمنة وذلك لحل المشكمة الفرعية يالتي وطرائق التدرج المترافقة التكيفي 
منطقة الآمنة التكيفي بالشكل قة المقترحة بتفعيل نصف قطر اليتساىم الطر  .لممنطقة الآمنة ذات الكمفة الحسابية العالية

لتسريع التقارب وتحسين كفاءة وفعالية المنطقة الآمنة وبالتالي تقميل الكمفة الحسابية لمخوارزمية. تم اثبات المناسب 
بحل اربع مسائل اختبار قياسية موجودة في دراسات سابقة وبمقارنة ارىا اختبو  .ةتقارب تقنية المنطقة الآمنة المقترح

 . المقترحة طريقتناوصل إلييا مع نتائج لطرائق أخرى تظير الكفاءة والدقة العددية لتلتي تم الالنتائج ا
 

 .ةالتدرج المترافقطرائق ، نصف قطر تكيفي، المنطقة الآمنة ،معادلات غير خطية الكممات المفتاحية:
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 :مقدمة

لجمل المعادلات غير الخطية ىام جداً نظراً لأنو في العديد من المسائل في الفيزياء والكيماء يعد إيجاد الحمول 
فالمعادلات والاقتصاد واليندسة وعموم كثيرة تؤول في احدى مراحميا إلى الحاجة لحل مثل ىذه المعادلات 

ىذه  معظم يو ولسوء الحظ فإنالتفاضمية العادية والجزئية والتكاممية يؤول معظميا إلى جمل معادلات غير خط
قدمت العديد  صة وفعالة لحميا.االمعادلات لا يمكن حميا بالطريقة التحميمية وليذا نحتاج إلى طرائق عددية خ

بسبب كمفتو العالية عندما يكون عدد قاصرة وغير فعالة من الطرائق مثل طرائق نيوتن وغيرىا ولكنيا 
المنطقة الآمنة لحل مثل ىذه المعادلات وتعد من الطرائق الفعالة  استخدمت مؤخراً طرائقالمعادلات كبير. 

  العديد من الخوارزميات لتحسين الحمول.   طور الباحثونوالحديثة حيث 
 :تيةجممة المعادلات غير الخطية الآلتكن 

𝐹(𝑥) = 0  ; 𝑥 ∈ ℝ𝑛     (1) 
𝐹(𝑥) حيث: = (𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … , 𝐹𝑛(𝑥))

𝑇   𝐹:ℝ𝑛 → ℝ𝑛; ،𝐹  للاشتقاق )مرتين عمى الأقل(.قابل دالة 
 ة:تيحل المسألة الآ يكافئ( 1إن حل المسألة )

𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥) =
1

2
  ‖𝐹(𝑥)‖2                (2)  

𝑠. 𝑡                     𝑥 ∈ ℝ𝑛                      

𝐹:ℝ𝑛 → ℝ   ∶  حيث 
 :تيسنعتمد في الطريقة عمى النموذج التربيعي الآ

min𝑚𝑘(𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) = 𝑓𝑘 + 𝑔
𝑇(𝑥𝑘). 𝑑𝑘 +

1

2
 𝑑𝑘
𝑇𝐻(𝑥𝑘)𝑑𝑘       (3) 

𝑠. 𝑡                             𝑑𝑘 ∈ ℝ
𝑛   𝑎𝑛𝑑  ‖𝑑𝑘‖ ≤ Δ𝑘                         

Δ𝑘بحيث أنَّ  >  الخطوة. 𝑑𝑘نصف قطر المنطقة الآمنة،  0
𝑔(𝑥𝑘) = ∇𝑓(𝑥𝑘) ،𝐻𝑘 .مصفوفة ىيسيان 

 

 أىمية البحث وأىدافو:
ر الخطية باستخدام استراتيجية المنطقة الآمنة يإيجاد طريقة عددية لحل جمل المعادلات غ ييدف ىذا البحث الى

ثم اختبار الطريقة المقدمة بإعداد البرمجيات اللازمة لخوارزمية الطريقة وتنفيذىا لحل مجموعة ، طرائق التدرج المترافقةو 
عمييا مع نتائج أبحاث أخرى وذلك لمتأكد من فعالية  من مسائل الاختبار المعيارية ومقارنة النتائج التي يتم الحصول

لكثير من العموم المختمفة كالتجارة  حل الطريقة المقترحة. تكمن أىمية البحث في أىمية المسألة المطروحة لأنيا تعتبر
 والاقتصاد والإدارة.

 

 طرائق البحث ومواده: 

وطريقة غاوص  [3,18]قدمت العديد من الطرائق لحل جمل المعادلات غير الخطية مثل طريقة نيوتن والشبيية بنيوتن 
، وطرائق المنطقة الآمنة مع البحث الخطي [8]وطرائق المنطقة الآمنة  [6,11]وطريقة ليفينبرغ ماركواردت  [19]نيوتن 

 .[10]، وطريقة المنطقة الآمنة المعدلة[1,14,21]
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طريقة لحل جمل المعادلات غير الخطية باستخدام استراتيجية المنطقة الآمنة  [26] 2008وأخرون في عام  Shiقدم 
 وأخرون Esmaeiliمع نصف قطر تكيفي عند كل تكرار حيث تمكن ىذا النيج من تقميل عدد المشكلات الفرعية، قدم 

وأخرون  Aminiجمل المعادلات غير الخطية، قدم  نصف قطر تكيفي جديد لممنطقة الآمنة لحل [7] 2014في عام 
طريقة لحل جمل المعادلات غير الخطية باستخدام استراتيجية المنطقة الآمنة وطريقة البحث  [2] 2016في عام 

الخطي ونصف قطر تكيفي لتجنب الكمفة الحسابية العالية لحل المشكمة الفرعية لطريقة المنطقة الآمنة، قدم 
Rahpemaii  طريقة لحل جمل المعادلات غير الخطية باستخدام استراتيجية المنطقة  [23] 2017ن في عام وأخرو

الآمنة وتقنية بارزيلاي بوروين ذات الذاكرة المخفضة والتي يمكنيا التحكم بشكل جيد بنصف قطر المنطقة الآمنة 
  [17]9109واخرون في عام  iiRahpemaلتحسين كفاءة استراتيجية نصف القطر التكيفي. بالإضافة إلى ذلك قدم 

طريقة لحل جمل المعادلات غير الخطية باستخدام استراتيجية المنطقة الآمنة ونصف قطر تكيفي جديد وطريقة البحث 
طريقة لحل جمل المعادلات غير الخطية باستخدام  [24] 2023في عام  Ahrafiو Rezaeipasالخطي، قدم 

 . ينبرغ ماركواردتليفوطريقة  استراتيجية المنطقة الآمنة
 وىي:تعتمد عمى ثلاث خطوات أساسية  استراتيجية المنطقة الآمنة:

 .ولكن أسيل منو 𝑥𝑘حول  𝑓مشابو لنموذج الدالة  𝑚𝑘بناء نموذج تربيعي  - 1
 الأصغرية:  حل تقيربي لممسألة - 2

min
𝑑
𝑚(𝑥𝑘 + 𝑑) 

 التي تحقق الشرط:  𝑥𝑘+1البحث عن 
𝑚𝑘(𝑥𝑘+1) < 𝑚𝑘(𝑥𝑘)  

‖𝑑‖ ،داخل المنطقة الآمنة الصغيرة نسبياً )نموذجياً كرة صغيرة( =   نة.ىو نصف قطر المنطقة الآم ∆
 .نقمص المنطقة الآمنة 𝑓تصغيراً كافياً ل  𝑥𝑘+1اذا لم تقدم  - 3

وتقوم عمى تستخدم ىذه الطرائق متتالية من المتجيات المترافقة التي تعتمد عمى شعاع التدرج.  طرائق التدرج المترافقة:
 .مرحمتين أساسيتين ىما إيجاد اتجاه الانحدار ثم حساب طول الخطوة

تتشابو ىذه الطرائق من حيث الجوىر بأنيا تعتمد عمى استراتيجية البحث الخطي لتوجيو الحل و الانتقال إلى الخطوة 
 :وفق علاقة تكرارية من الشكل 𝑥𝑘من الخطوة السابقة  𝑥𝑘+1الجديدة 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 
وىو المقدار  𝛼𝑘وكيفية إيجاد طول الخطوة  𝑘عند التكرار  𝑑𝑘البحث  طريقة عن أخرى بكيفية إيجاد اتجاهوتختمف 

 الموجب الذي يحقق حل المسألة الجزئية: 
min
𝛼
∅𝑘(𝛼) = 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼 𝑑𝑘) 

 تعاريف ومفاىيم أساسية: 
 :]02[( gradient vectorشعاع التدرج ): 1تعريف 

𝑓:ℝ𝑛اذا كانت الدالة  ⟶ℝ يعرف تدرج الدالة ،قابمة للاشتقاق بالنسبة لمتغيراتيا 𝑓(𝑥)   الذي يرمز لو  ب
𝛻 𝑓(𝑥) : بأنو الشعاع 

𝛻 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = [
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
, … . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
]
𝑇

 

𝑔𝑖إذ   =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
 . 𝑓(𝑥)ىي المشتقات الجزئية لمدالة  i=1,2,3,4,……,n و 
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 التي ستحقق المعادلة: ∗𝑥إلى إيجاد النقاط  (0) ستؤول المسألة (0)وىكذا وفقاً لمتعريف 
 𝛻 𝑓(𝑥∗) = 𝑔(𝑥∗) = 0                                     

 :Hessian Matrix [20])مصفوفة ىيسيان( : 2تعريف 
:𝑓 إذا كانت الدالة   ℝ𝑛 → ℝ  مدالةلمتغيراتيا فإننا نعرف مصفوفة ىيسيان لقابمة للاشتقاق مرتين متتاليتين بالنسبة 

𝑓(𝑥)  التي نرمز ليا بالرمز𝐻(𝑥) :بالشكل 

H (𝑥) = ∇2 𝑓(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝑥2
…………… .

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝑥𝑛
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
2 …………… . .

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝑥𝑛
⋮
⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛𝑥1

⋮
⋮
      

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛𝑥2

⋱⋱⋱⋱
……………

⋮
⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 [:[20 (Stationary point) ساكنةنقطة الال : 3 تعريف
𝑔(𝑥∗)تحقق الشرط و  ∗𝑥قابمة للاشتقاق في  𝑓(𝑥)كانت إذا  𝑓(𝑥)نقطة ساكنة لمدالة  ∗𝑥ن إيقال  = 0 . 

 [:[The Numerical Solution 20 يالحل العدد:  4تعريف 
ثم تعمل وفق  𝑥0إن الحل العددي ىو عممية تقريب الحل الأمثل، حيث تفترض معظم الطرائق العددية حلًا ابتدائياً 

(، ..... وىكذا تتشكل   𝑥1)انطلاقاً من   𝑥2( ثم   𝑥0)انطلاقاً من   𝑥1تقنية تكرارية متقاربة، يعني إيجاد حل تقريبي 
𝑥𝑘+𝑘=0*متتالية متقاربة 

𝑛  يكون فييا الحل العددي في كل تكرار أقرب إلى الحل الأمثل من التكرار السابق لو يعني
 :اً وعندئذ يمكننا أن نكتب نظري 𝑥𝐾من  أكثر  𝑓يساىم في تخفيض قيمة  𝑥𝑘+1   التكرار 

lim
𝑘→∞

𝑥𝐾 = 𝑥
∗                                          

ىو رقم آخر تكرار حصمنا  𝑛وفق دقة مفروضة حيث   𝑥𝑛الحل العدديالاكتفاء ب ولكن في الخوارزميات العددية يمكن
∥الذي يحقق إحدى المعيارين  𝑛عميو بطريقة عددية وغالباً الخوارزمية ستقف عند التكرار  𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 ∥ <  𝜀  أو

∥ 𝛻𝑓(𝑥𝑛) ∥ <  𝜀  حيث𝜀 >  عدد حقيقي صغير بقدر كافٍ.  0
 :[20]المصفوفة محددة موجبة  :5تعريف 
محددة موجبة اذا  Aل إن المصفوفة يقا ℝ 𝑛شعاع غير صفري من  𝛿و nمصفوفة مربعة من الدرجة  Aبفرض 

 تحققت المتراجحة: 
𝛿𝑇 𝐴 𝛿 > 0 , ∀ 𝛿 ≠ 0 

  محددة شبة موجبة إذا كان Aل إن المصفوفة يقاو 
𝛿𝑇 𝐴 𝛿 ≥ 0 , ∀ 𝛿 ≠ 0 

 : [20]ترافق شعاعين بالنسبة لمصفوفة  :6تعريف 
,𝑋عن شعاعين  يقال 𝑌 ∈ ℝ𝑛  نيما مترافقان بالنسبة لممصفوفة المحددة الموجبة إغير صفريينA  من الدرجةn×n 
𝑋𝑇𝐴 𝑌تحقق: إذا  = 0    . 
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 :شةلنتائج والمناقا
 عمى النحو: والمعرف 𝑟𝑘النسبة أيضاً عمى  وسنعتمد (3)الممثل بالعلاقة  عمى النموذج التربيعي( سنعتمد (2لحل المسألة  

𝑟𝑘 ≔
𝑓𝑘 − 𝑓(𝑥𝑘 + 𝑑𝑘)

𝑚𝑘(𝑥𝑘) − 𝑚𝑘(𝑥𝑘 + 𝑑𝑘)
                           (4) 

𝑓𝑘حيث يمثل البسط  − 𝑓(𝑥𝑘 + 𝑑𝑘) ويمثل المقام  ،التخفيض الفعمي𝑚𝑘(𝑥𝑘) − 𝑚𝑘(𝑥𝑘 + 𝑑𝑘)  التخفيض
 .المتوقع

0لأجل  ىناو  < 𝜇1 <  نميز حالتين: 1
𝑟𝑘إذا كان  -0 ≥ 𝜇1  نضع فإن التكرار ناجح 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 . 
𝑟𝑘إذا كان  -9 < 𝜇1  نضعفإن التكرار غير ناجح 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  ،طول الخطوة نحسب 𝛼𝑘  ىنا

 .لكي لايفشل التكرار [BT]الإجراء بالاعتماد عمى 
 :بالاعتماد عمى العلاقات الآتية 𝛽𝑘 حسب الوسيطن

𝛽𝑘
1 =

𝑔𝑘
𝑇𝑦𝑘−1

𝑑𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1

        (𝐻𝐸𝑆𝑇𝐸𝑁𝐸𝑆 & 𝑆𝑇𝐼𝐸𝐹𝐸𝐿 ,16-)      (5) 

𝛽𝑘
2 =

‖𝑔𝑘‖
2

‖𝑔𝑘−1‖2
       (𝐹𝐿𝐸𝑇𝐶𝐽𝐸𝑅  & 𝑅𝐸𝐸𝑉𝐸𝑆 ,13-)             (6) 

𝛽𝑘
3 =

‖𝑔𝑘‖
2

𝑑𝑘−1𝑦𝑘−1
   (𝐷𝐴𝐼 & 𝑌𝑈𝐴𝑁    ,5-)                                    (7) 

𝛽𝑘
4 = 𝛽𝑘

𝐻𝑆 − 2‖𝑦𝑘−1‖
2  

𝑑𝑘−1
𝑇

(𝑑𝑘−1
𝑇 𝑦𝑘−1)2

      (𝐻𝐴𝐺𝐸𝑅 & 𝑍𝐻𝐴𝑁𝐺 ,15-)    (8) 
𝑦𝑘−1 حيث :   = 𝑔𝑘 − 𝑔𝑘−1  ،𝑔𝑘 = 𝐽𝑘

𝑇 𝐹𝑘 ، 𝐽𝑘 . مصفوفو جاكوبي 
 :كالآتي 𝑑𝑘 نحسب متجية الانحدار

𝑑𝑘
 = {

−𝑔𝑘                                         ; 𝑘 = 0
−𝑔𝑘 + 𝛽𝑘

 𝑑𝑘                         ; 𝑘 ≥ 1
              (9) 

 بحيث أن:
𝛽𝑚𝑖𝑛  , 𝛽𝑚𝑎𝑥 نستخدميما لحساب  قيمتين اختياريتين𝛽𝑘

0بحيث أن:     < 𝛽𝑚𝑖𝑛 < 𝛽𝑚𝑎𝑥 < +∞  
𝛽𝑘نحسب

𝑖 𝑖حيث    =  (.5)-(8من العلاقات ) 1,2,3,4
𝛽𝑘ومن ثم نختار 
 ( التي تحقق أن:5)-(8من العلاقات )  

𝛽𝑚𝑖𝑛 < 𝛽𝑘
 < 𝛽𝑚𝑎𝑥                                          (10) 

𝑑𝑘 لطريقتنا المقترحة التي تمثل النموذج التربيعي (3) الجزئية ىو حل المسألة 
 دفنحصل عمى التكرار الجدي [BT]بالاعتماد عمى الإجراء   𝛼𝑘 طول الخطوةويتم حساب 

 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  ،  عمماً أن الإجراء[BT] : 
Input: 𝜒𝑘, 𝑑𝑘, 𝑔𝑘, 𝜎 ∈-0,1,, 𝜆 ∈ ,12 , 1, 
Output: 𝛼𝑘 
begin 
      𝛼𝑘 = 1 
      𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘)   (نحسب) 
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      While   𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) > 𝑓𝑘 + 𝜆𝛼𝑘𝑔𝑘𝑇𝑑𝑘   do 
                     𝛼𝑘 = 𝜎𝛼𝑘 
                     𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘)   (نحسب) 
       end 
end  

 :كالآتي نصف قطر المنطقة الآمنةب نحس
0لأجل   < 𝜇1 < 𝜇2 < 1  ،0 < 𝐶1 < 1   ،𝐶2 > 1 

Δ𝑘 = {

𝐶1Δ𝑘                                          ; rk < 𝜇1        
Δ𝑘                                 ; 𝜇1 ≤ 𝑟𝑘 < 𝜇2
𝐶2Δ𝑘                             ;  𝜇2 ≤ 𝑟𝑘         

           (11) 

 :المقترحة بالخطوات الخوارزمية الآتية نمخص الطريقة
𝑥0  نقطة البدء: 1الخطوة  ∈ ℝ

𝑛 شرط التوقف ،𝜀 > ,𝐶1 ، ندخل القيم  0 𝐶2, 𝜇1, 𝜇2 :بحيث أن 
 𝑘 = 0 , 0 < 𝐶1 < 1 , 1 < 𝐶2 , 0 < 𝜇1 < 𝜇2 ≤ 1,   

 
Δ0من العلاقة  بدائينصف القطر ال نحسب: 1الخطوة  = ‖𝐹0‖ . 
 (.4)العلاقة من  𝑟0ب نحس( ثم 3) وذج التربيعيمبحل الن 𝑑0نحسب  :2الخطوة 
𝑟0إذا كان : 3الخطوة  ≥ 𝜇1 نحسب تكرار جديد𝑥1 = 𝑥0 + 𝑑0    (.00إلى الخطوة ) نتقلثم ن 
𝑟0إذا كان : 4الخطوة  ≥ 𝜇2  نوسع المنطقة الآمنة بحساب نصف قطر جديدΔ𝑘+1 = 𝐶2 Δ𝑘 (.00إلى الخطوة ) نتقلثم ن 
𝑟0  إذا كان: 5الخطوة  < 𝜇1 نقمص المنطقة الآمنة بحساب نصف قطر جديدΔ𝑘+1 = 𝐶1 Δ𝑘 ثم نحسب  

 𝑑0 = −𝑔0 
𝑚𝑖𝑛  𝜙𝑘𝛼(𝛼) لمسألة الجزئيةاحل ب 𝛼0: نحسب 6الخطوة  = 𝑓(𝑥0 + 𝛼0𝑑0)  ونعين التكرار الجديد  

 𝑥1 = 𝑥0 + 𝛼0𝑑0 (.00إلى الخطوة ) نتقلثم ن 
 (.4)العلاقة من  𝑟𝑘ب نحس( ثم 3) وذج التربيعيمبحل الن 𝑑𝑘: نحسب 7الخطوة 
𝑟𝑘إذا كان : 8الخطوة  ≥ 𝜇1 نحسب تكرار جديد𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘    ( 00ثم ننتقل إلى الخطوة.) 
𝑟𝑘إذا كان : 9الخطوة  ≥ 𝜇2  نوسع المنطقة الآمنة بحساب نصف قطر جديدΔ𝑘+1 = 𝐶2 Δ𝑘 ( 00ثم ننتقل إلى الخطوة.) 
𝑟𝑘  إذا كان: 01الخطوة  < 𝜇1 نقمص المنطقة الآمنة بحساب نصف قطر جديدΔ𝑘+1 = 𝐶1 Δ𝑘  ثم نحسب 

 𝛽𝑘 ( 10من العلاقة.) 
𝑚𝑖𝑛  𝜙𝑘𝛼(𝛼) لمسألة الجزئيةاحل ب 𝛼𝑘( ونحسب 9من العلاقة )  𝑑𝑘نحسب  = 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘)   بالاعتماد

𝑥1 ونعين التكرار الجديد  [BT]عمى الإجراء  = 𝑥0 + 𝛼0𝑑0 ( 00ثم نذىب إلى الخطوة.) 
‖𝐹𝑘+1‖: نختبر شرط التوقف 00الخطوة  < 𝜀 

 09محقق ننتقل لمخطوة  إذا كان     
لا نضع       𝑘 وا  = 𝑘 +  (.7وننتقل لمخطوة )ثم  1

𝑓(𝑥∗) طباعة الناتج  :09الخطوة  = 𝑓(𝑥𝑘+1)   ,   𝑥
∗ = 𝑥𝑘+1 

 تقارب الخوارزمية المقترحة:
 لإثبات تقارب الخوارزمية المقترحة سنعتمد عمى الفرضيات الآتية:
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(𝐴1  لنأخذ المجموعة :)   تمثل مجموعة جميع النقاط الواقعة ضمن المنطقة الآمنة :. 
 : تمثل مجموعة الحمول الواقعة ضمن المنطقة الآمنة.  𝐿(𝑥0)والمجموعة 

 سنعبر عن المجموعتين رياضياً كالآتي:و 
 = *𝑋 ∈ ℝ𝑛| ‖𝑋 − 𝑋𝑘‖ ≤ Δ𝑘+ 

𝐿(𝑋0)      ;    𝐿(𝑋0) = *𝑋 ∈ ℝ
𝑛|𝑓(𝑋) ≤ 𝑓(𝑋0)+ 

 𝑋0تتغير عند كل تكرار أي أن  𝑋0ىي مجموعة الحمول عمماً أن قيمة  𝐿(𝑋0)ىي نقطة البدء و  𝑋0في أول تكرار 
 القيمة الجديدة المدروسة ونعتبرىا قيمة ابتدائية ونيمل القيمة السابقة. تأخذ

(𝐴2 مصفوفة جاكوبي :)𝐽(𝑋)  موجبة ومحددة عمى . 
 . موجبة ومحددة عمى  𝐻(𝑋)مصفوفة ىيسيان        

1ولنأخذ الثوابت  ≤  2,    1 ≤  1 , 0 <  0 ≤  :يكون، بحيث 1
‖𝐻(𝑋)‖ ≤  1     ,      ‖𝐽(𝑋)‖ ≤  2                          (11) 
 0‖𝐹(𝑋)‖ ≤ ‖𝐽(𝑋). 𝐹(𝑋)‖ = ‖𝑔(𝑋)‖ = ‖∇𝑓(𝑋)‖ 

 [.7,9وذلك بالعودة إلى المراجع ]
(𝐴3 التخفيض وفق النموذج :)𝑚𝑘  أقل بكثير من التخفيض الذي يتم الحصول عميو باستخدام نقطة كوشي، لنأخذ

𝜉الثابت  ∈  بحيث أن: (0,1)

𝑚𝑘(𝑋𝑘) − 𝑚𝑘(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 𝜉‖𝑔𝑘‖min *Δ𝑘,
‖𝑔𝑘‖

‖𝐻𝑘‖
+      (12) 

  ∀𝑘 ∈ 𝑁[ 7وذلك بالعودة لممرجع.] 
(𝐴4:)  لكي يكون الإثبات قوي من أجل الخوارزمية المقترحة يجب أن تكون الخطوة𝑑𝑘  التي نحصل عمييا بحل

 تحقق شرط الانحدار الكافي: (3)النموذج التربيعي 
𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 < −  ‖𝑔𝑘‖ < 0    ;      ∀  𝑘 > 0 

= حيث بأخذ  𝜉 min [Δ𝑘,
‖  ‖

‖𝐻 ‖
]       ،𝜉 ∈  نجد أن:  (0,1)

𝑔𝑘
𝑇 𝑑𝑘 ≤ − 𝜉‖𝑔𝑘‖.min *Δ𝑘,

‖𝑔𝑘‖

‖𝐻𝑘‖
+                       (13) 

 ( نجد أن:9( والعلاقة )𝐴4من الفرضية )
𝑔𝑘
𝑇 . 𝑑𝑘

  
= −𝑔𝑘

𝑇 . 𝑔𝑘 + 𝛽𝑘
  
. 𝑔𝑘
𝑇 . 𝑑𝑘 

≤ −‖𝑔𝑘‖
2 − 𝛽𝑘

  
𝜉‖𝑔𝑘‖.min *Δ𝑘,

‖𝑔𝑘‖

‖𝐻𝑘‖
+ 

= −‖𝑔𝑘‖(‖𝑔𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min *Δ𝑘 ,
‖𝑔𝑘‖

‖𝐻𝑘‖
+ )   (14) 

 لنأخذ المجموعتين:
 

      1 = *𝑘| 𝑟𝑘 ≥ 𝜇1+                 ,                  2 = *𝑘| 𝑟𝑘 < 𝜇1+ 
 حيث أن:

: تحوي مجموعة التكرارات التي يتم استخداميا في الخوارزمية المقترحة عندما تكون الخطوة ناجحة وىنا نحافظ  1 
𝑟𝑘نصف قطر المنطقة الآمنة عندما يكون  عمى نصف قطر المنطقة الآمنة أو نقوم بزيادة ≥ 𝜇2  :ونجد أن 
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𝑋𝑘+1 = 𝑋𝑘 + 𝑑𝑘 
: تحوي مجموعة التكرارات التي يتم استخداميا في الخوارزمية المقترحة عندما تكون الخطوة غير ناجحة وىنا  2 

 ونقوم بتخفيض نصف قطر المنطقة الآمنة ونجد أن: [BT]نستخدم الاجراء 
𝑋𝑘+1 = 𝑋𝑘 + 𝛼𝑘 𝑑𝑘 

𝐿( يوجد عدد ثابت موجب 0ملاحظة:  > ‖𝑑𝑘‖بحيث يكون  0 ≤ 𝐿‖𝑔𝑘‖ 
 ( نجد أن:9وبالاعتماد عمى العلاقة )

‖𝑑𝑘
  
‖ ≤ ‖𝑔𝑘‖ + 𝛽𝑘

  ‖𝑑𝑘‖ 
≤ ‖𝑔𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑎𝑥𝐿‖𝑔𝑘‖ 
= (1 + 𝛽𝑚𝑎𝑥𝐿)‖𝑔𝑘‖ 

= �̃�‖𝑔𝑘‖ 
التي تم انشاؤىا باستخدام الخوارزمية المقترحة من أجل  𝑋𝑘+𝑘 0*لنفترض أن المتتالية : 1 مبرىنة مساعدة -

𝑘 ∈ 𝐼2  حيثk  عدد كبير بما فيو الكفاية فإن طول الخطوة𝛼𝑘 :يكون مرضي إذا حقق العلاقة الآتية 

𝛼𝑘 >
2𝜎(1 − 𝛾) 0( 0‖𝐹𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min [Δ𝑘 ,

 0‖𝐹𝑘‖
 1

])

 1
3�̃�2 ‖𝐹𝑘‖

 ;  𝛾 ∈ ,
1

2
, 1,, 𝜎 ∈-0,1, 

𝛼لنحدد البرىان:  - = 𝛼𝑘 𝜎 ، باستخدام الإجراء, 𝑇- :نجد أن 
𝑓(𝑋𝑘 + 𝛼𝑑𝑘

  
) > 𝑓𝑘 + 𝛾 𝛼 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
   

𝑓(𝑋𝑘 + 𝛼𝑑𝑘
  
) − 𝑓𝑘 > 𝛾 𝛼 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
   

𝜀حيث أجل أي        𝑋𝑘حول 𝑓 وباستخدام منشور تايمور عمى الطرف الأيسر من المتراجحة السابقة لمدالة  ∈

,𝑋𝑘, 𝑋𝑘 + 𝛼𝑑𝑘
  
 نجد أن: -

𝛼𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
+
1

2
𝛼2(𝑑𝑘

  
)
𝑇
𝐻(𝜀) 𝑑𝑘

  
> 𝛾 𝛼 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
  
     (16) 

 نجد أن: 𝛼( عمى 16بتقسيم العلاقة )       
𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
+
1

2
𝛼(𝑑𝑘

  
)
𝑇
𝐻(𝜀) 𝑑𝑘

  
> 𝛾 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
   

𝜀( من أجل أي 𝐴2ومن جية أخرى وباستخدام الفرضية )       ∈ ,𝑋𝑘, 𝑋𝑘 + 𝛼𝑑𝑘
  
 نجد أن: -

1

2
(𝑑𝑘

  
)
𝑇
𝐻(𝜀) 𝑑𝑘

  
≤
 1
2
‖𝑑𝑘

  
‖
2
    (17) 

 مصفوفة ىيسيان محددة موجبة.    𝐻(𝜀) عمماً أن
 وبالتالي فإن:

𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
+
1

2
 1𝛼‖𝑑𝑘

  
‖
2
> 𝛾 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
   

        
1

2
 1𝛼‖𝑑𝑘

  
‖
2
> −(1 − 𝛾) 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
  
                   

 نجد أن:  (14)والعلاقة  (A2)وبالاعتماد عمى الفرضية      

    
1

2
 1  

𝛼𝑘
𝜎
 ‖𝑑𝑘

  
‖
2
> (1 − 𝛾) 0‖𝐹𝑘‖  ( 0‖𝐹𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min *Δ𝑘,

 0‖𝐹𝑘‖

 1
+)         

 نجد أن:  (1)والملاحظة  (A2)وبالاعتماد عمى الفرضية      
‖𝑑𝑘

  
‖ ≤ �̃�‖𝑔𝑘‖ ≤ �̃� 1‖𝐹𝑘‖ 
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        𝛼𝑘 >
2𝜎(1 − 𝛾) 0‖𝐹𝑘‖ ( 0‖𝐹𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min [Δ𝑘,

 0‖𝐹𝑘‖
 1

]*

 1(�̃�  1 ‖𝐹𝑘‖)2
               

 وبالتالي فإن:

        𝛼𝑘 >
2𝜎(1 − 𝛾) 0 ( 0‖𝐹𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min [Δ𝑘,

 0‖𝐹𝑘‖
 1

]*

 1
3�̃�2 ‖𝐹𝑘‖

                        

 وىو المطموب. 
التي تم انشاؤىا بواسطة الخوارزمية المقترحة وبالتالي  ىي المتتالية 𝑋𝑘+𝑘 0*بفرض أن : 2مبرىنة مساعدة  -

 في الخوارزمية المقترحة تنتيي بعد عدد محدود من الخطوات.  -𝑇 ,فإن الحمقة 
𝑘سنعتمد عمى طريقة نقض الفرض ولنفرض أنو يوجد  البرىان: - ∈ 𝐼2 :يحقق أن 

𝑓(𝑥𝑘 + 𝜎
𝑖  𝛼𝑘 𝑑𝑘

  
) > 𝑓𝑘 + 𝛾 𝜎

𝑖  𝛼𝑘 𝑔𝑘
𝑇 𝑑𝑘

  
          ; ∀𝑖 ∈      (18) 

 
𝑓(𝑥𝑘 + 𝜎

𝑖  𝛼𝑘 𝑑𝑘
  
) − 𝑓𝑘

𝜎𝑖𝛼𝑘
> 𝛾 𝑔𝑘

𝑇 𝑑𝑘
  
   ; ∀𝑖 ∈   

𝜀حيث من أجل  𝑋𝑘حول 𝑓 وباستخدام منشور تايمور عمى الطرف الأيسر من المتراجحة السابقة لمدالة  ∈

,𝑋𝑘, 𝑋𝑘 + 𝛼𝑑𝑘
  
 نجد أن:  -

𝜎𝑖𝛼𝑘𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
+
1
2 (𝜎

𝑖)
2
𝛼𝑘
2(𝑑𝑘

  
)
𝑇
𝐻(𝜀)𝑑𝑘

  

𝜎𝑖𝛼𝑘
> 𝛾𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘
   

 وبالتالي:
𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
+
1

2
𝜎𝑖𝛼𝑘(𝑑𝑘

  
) > 𝛾𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘
   

0وبما أن  < 𝜎 < 𝑖وبأخذ نياية الطرفين لمعلاقة السابقة عندما  1 → ∞→lim𝑖نجد أن  ∞+ 𝜎
𝑖 = وبالتالي  0

 فإن:
𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘

  
> 𝛾𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘
   

 
𝛾بما أن  ∈ ,

1

2
, 𝑔𝑘 فإن ,1

𝑇𝑑𝑘
  
≥ 𝑔𝑘( بأن شرط الانحدار محقق وأن 04وىذا يتناقض مع العلاقة ) 0

𝑇𝑑𝑘
  
≤ 0 

 وبيذا يتم البرىان.
(𝐴1)تم انشاء التقارب الشامل بالاعتماد عمى الفرضيات  − (𝐴4)  من أجل الخوارزمية المقترحة وقد تم تأسيس

 الفرضيات بالاعتماد عمى المبرىنة التالية:
(𝐴1)لنفترض أن الفرضيات : 3مبرىنة  − (𝐴4)  محققة، عندئذٍ فإن الخوارزمية المقترحة إما ستتوقف عند نقطة

 نيايتيا تحقق الآتي: +𝑋𝑘*أو أنيا ستولد متتالية غير منتيية  𝑓(𝑥)ساكنة لمدالة 
lim
𝑘→0

‖𝐹𝑘‖ = 0     (19)    
𝜆( خاطئة وبالتالي فإنو يوجد ثابت 19سنعتمد أيضاً عمى طريقة نقض الفرض ولنفترض أن العلاقة ) البرىان: > 0 

𝑘تحقق أنو من أجل كل     بحيث أن  Mومجموعة جزئية غير محدودة  ∈  فإن:   
‖𝐹𝑘‖ > 𝜆        (20) 
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 سنقوم ببرىان الحالتين الآتيتين:
𝑘(: عندما 1الحالة ) - ∈ 𝐼1   أي عندما تكون الخطوة ناجحة ونحافظ عمى نصف القطر وبالتالي𝑟𝑘 ≥ 𝜇1 

 فإن  ومنو
𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 𝜇1,𝑚𝑘(𝑋𝑘) − 𝑚𝑘(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘)- 

 ( نجد أن:12( والعلاقة )𝐴2وبالاعتماد عمى الفرضية )

𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 𝜇1𝜉 0‖𝐹𝑘‖min , 𝑘,
 0‖𝐹𝑘‖

𝜇1
-     

‖𝐹𝑘‖ (20)لدينا من العلاقة  > 𝜆  :وبالتالي فإن 

𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 𝜇1𝜉 0𝜆min , 𝑘,
 0‖𝐹𝑘‖

𝜇1
-  (21) 

 :(21)وبأخذ نياية الطرفين في المتراجحة 

lim
𝑘→∞

, 𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘)- ≥  lim
𝑘→∞

*𝜇1𝜉 0𝜆min , 𝑘,
 0‖𝐹𝑘‖

𝜇1
-+ 

يساوي الصفر لأنو سيتولد لدينا تكرار غير منتيي أو سنصل إلى نقطة  (21)نجد أن الطرف الأيسر من العلاقة 
𝑋𝑘ساكنة وفي الحالتين فإن  = 𝑋𝑘 + 𝑑𝑘 :وبالتالي 

lim
𝑘→∞

, 𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘)- = 0 
𝑚مجموعة جزئية  ومن جية أخرى فإنو يوجد ∈ 𝛿وعدد    >   يحققان أن:  0

Δ𝑘 < 𝛿   , ∀ 𝑘 ∈ 𝑚    (22) 
 ( نجد أن:21( في )22بتعويض العلاقة )

𝑓(𝑋𝑘) − 𝑓(𝑋𝑘 + 𝑑𝑘) ≥ 𝜇1𝜉 0𝜆.min {𝛿,
 0𝜆

𝜇1
} =  1 > 0 

في الطرف الأيمن لممتراجحة ىو مقدار موجب تماماً فإننا نحصل عمى تناقض مع كون أن  1 وبملاحظة أن المقدار 
𝑘يساوي الصفر عندما  (21)نياية الطرف الأيسر في المتراجحة  → 0يعني  ∞ ≥  1 > 0 

‖lim𝑘→0‖𝐹𝑘وىذا لا يصح إلا في حالة واحدة فقط ىي  =  (20)وبالتالي فإن الفرض الجدلي الممثل بالعلاقة    0
 صحيحة. (19)والعلاقة  خاطئ

𝑘(: عندما 2الحالة ) - ∈ 𝐼2  1المبرىنة المساعدة أي عندما تكون الخطوة غير ناجحة وبالاعتماد عمى 
,(𝐴1)والفرضيات  (𝐴2) :نجد أن 

𝑓(𝑋𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘
  
) ≤ 𝑓𝑘 + 𝛾𝛼𝑘𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘
   

 وبالتالي:
 
 

𝑓(𝑋𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘
  
) ≤  𝑓𝑘 + 
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𝛾 (
2𝜎(1 − 𝛾) 0( 0‖𝐹𝑘‖ + 𝛽𝑚𝑖𝑛. 𝜉 min [Δ𝑘,

 0‖𝐹𝑘‖
 1

]

 1
3�̃�2‖𝐹𝑘‖

)

 (𝜉 0‖𝐹𝑘‖min *Δ𝑘,
 0‖𝐹𝑘‖

 1
+) 

‖𝐹𝑘‖ ( لدينا20العلاقة )صحيحة عندئذٍ من  (19) إذا لم تكن (1)وباسموب مشابو لمحالة  > 𝜆 :وبالتالي فإن 

𝑓(𝑋𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘
  
) ≤ 𝑓(𝑋𝑘) −

2𝜎𝛾(1 − 𝛾𝜉 0
2

 1
3�̃�2

 

( 0𝜆 + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min [Δ𝑘,
 0𝜆

 1
]* (min [Δ𝑘,

 0𝜆

 1
]* 

𝑘( صحيحة وبأخذ النياية عندما 22( نجد أن العلاقة )0وبأسموب مشابو لبرىان الحالة ) → لطرفي المتراجحة نجد  ∞
 أن: 

  0 ≥    
2𝜎𝛾(1 − 𝛾𝜉 0

2

 1
3�̃�2

( 0𝜆 + 𝛽𝑚𝑖𝑛𝜉 min [Δ𝑘,
 0𝜆

 1
]* (min [Δ𝑘,

 0𝜆

 1
]* =   2 >  0 

 وىو المطموب.  (19) خاطئة، وبالتالي العلاقة (20)تناقض وىذا يعني أن العلاقة نحصل عمى 
 نتائج عددية:

نختبر فعالية وتقارب الطريقة المقترحة بتطبيق الخوارزمية لحل بعض مسائل الاختبار القياسية ومقارنة النتائج التي 
𝐹(𝑥)نتوصل إلييا مع بعض الطرائق الأخرى في المسألة المشتركة  =  حيث  0

𝐹(𝑥) = (𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), … , 𝐹𝑛(𝑥))
𝑇 . 

 المسائل التي تم حميا والمقارنة مع الحمول السابقة بالطريقة المقترحة:
 Rosenbrock:[25] (1)المسألة 

𝑛 ):تم حل المسألة لأجل = 2, 𝑚 = 2 )    
 𝐹1(𝑥) = 10(𝑥2 − 𝑥1

2)               
 𝐹2(𝑥) = 1 − 𝑥1                          

𝐹(𝑥∗)عمماَ أن الحل الدقيق: = 0   , 𝑥∗(1,1)                           
 Helical valley:[12]  (2)المسألة 

𝑛 ):تم حل المسألة لأجل = 3, 𝑚 = 3)    
   𝐹1(𝑥) = 10,𝑥3 − 10 (𝑥1, 𝑥2)- 
𝐹2(𝑥) = 10,(𝑥1

2 + 𝑥2
2)
1
2 − 1- 

    𝐹3(𝑥) = 𝑥3                                                   
 حيث: 

 (𝑥1, 𝑥2) =

{
 

 
1

2𝜋
arctan (

𝑥2
𝑥1
* ,                 𝑖𝑓 𝑥1 > 0

1

2𝜋
arctan (

𝑥2
𝑥1
* + 0.5,       𝑖𝑓 𝑥1 < 0

 

𝐹(𝑥∗)عمماَ أن الحل الدقيق: = 0   , 𝑥∗(1,0,0)                      
 : Powell singular [22]  (3)المسألة 
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𝑛 ):تم حل المسألة لأجل = 4,   𝑚 = 4 )   
 𝐹1(𝑥) = 𝑥1 + 10𝑥2 

         𝐹2(𝑥) = 5
1
2(𝑥3 − 𝑥4) 

        𝐹3(𝑥) = (𝑥2 − 2𝑥3)
2 

          𝐹4(𝑥) = 10
1
2(𝑥1 − 𝑥4)

2 
𝐹(𝑥∗) عمماَ أن الحل الدقيق: = 0   , 𝑥∗(0,0,0,0)                       

 : Wood [4]  (4)المسألة 
𝑛 )تم حل المسألة لأجل = 4,   𝑚 = 6 )  : 

  𝐹1(𝑥) = 10(𝑥2 − 𝑥1
2)   

   𝐹2(𝑥) = 1 − 𝑥1                
                𝐹3(𝑥) = (90)

1 2 (𝑥4 − 𝑥3
2)        

𝐹4(𝑥) = 1 − 𝑥3              
                    𝐹5(𝑥) = (10)

1
2 (𝑥2 + 𝑥4 − 2)         

             𝐹6(𝑥) = (10)
−
1
2(𝑥2 − 𝑥4)        

𝐹(𝑥∗)         عمماَ أن الحل الدقيق: = 0   , 𝑥∗(1,1,1,1)                          
لمطريقة المقترحة ونبين فييا الخطأ في الحل العددي بعد عدة تكرارات قميمة وتحت  النتائج العددية (1) جدولنضع في ال

:[27]وطريقة المنطقة الآمنة المعدلة في  [27]المقارنة مع نتائج تقارب طريقة المنطقة الآمنة في

 الطريقة المقترحة
Iters       

𝟏

𝟐
∥ 𝒇(𝒙∗) ∥𝟐 

 المنطقة الآمنة المعدلةطريقة 
Iters     

𝟏

𝟐
∥ 𝒇(𝒙∗) ∥𝟐 

 طريقة المنطقة الآمنة 
Iters      

𝟏

𝟐
∥ 𝒇(𝒙∗) ∥𝟐 

m  المسألة 

5          4.32182  10−25 
 

15       4.4  10−17 
 

23            2.2  10−18 
 (1)المسألة  2 

7      1.70237  10−34 
 

10       6.5  10−15 
 

9               4.4  10−15 
 (2)المسألة  3 

12    2.26254  10−8 
 

11         3.2  10−8 
 

11              6.5  10−8    
 (3)المسألة  4    

8     8.13998  10−24 
 

31         7.4  10−10 
 

45            4.7  10−13 
 (4)المسألة    4    
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 (2)ممسألة لمطبقة  المقترحة لطريقةامخطط سرعة تقارب  (1)الشكل 

 

 
 (4)مطبقة لممسألة  المقترحة لطريقةامخطط سرعة تقارب  (2)الشكل 
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 الاستنتاجات والتوصيات:
مترافقة لحل جمل المعادلات غير الخطية وذلك لتجنب الكمفة التدرج الطرائق  معمنطقة الآمنة طريقة البدمج قمنا 

إن استخدام نصف قطر تكيفي وطرائق التدرج المترافقة ساىم في  الحسابية العالية لحل المشكمة الفرعية لممنطقة الآمنة.
تحسين التقارب وتقميل الكمفة الحسابية. تم إثبات التقارب واختبار الطريقة المقترحة بحل أربعة مسائل اختبار قياسية 

ليذا  لطريقة المقدمة.أشارت النتائج العددية المجدولة والمقارنات العددية مع الطرائق الأخرى إلى فعالية وكفاءة او 
، ونوصي بتطوير طرائق المنطقة الآمنة لحل مسائل نوصي بدمج طرائق التدرج المترافقة مع طريقة المنطقة الآمنة

 الأمثميات المقيدة وغير المقيدة.
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