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 ملخّص  
 

تطبيقاتها و  مناسبباستخدام إما سلسلة أو تكامل  وذلك، عقدي تحوللم وتمثيلها دالة غاما ندرسالبحث في هذا 
يجاد إ في و  ،المحيطيتكامل الحل ها في ستخداموا علاقتها بدالة زيتا لريمان،و ة في حل بعض أنواع المعادلات التكاملي

 .nتكامل هانكل المحيطي وفقاً لدالة بيسل من أجل عدد صحيح 
 

 .نكل المحيطياتكامل ه دالة غاما غير التامة، ،دالة دي غاما ،: دالة غاماالكلمات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 
In this paper, we study the Gamma function, and the representation of a complex 

variable, using either sequential or appropriate integration ,and its application in solving 
certain types of integral equations , and their relationship to the Riemann- Zeta function, 

and used to solve the contour integration ,and to find the integration of Hankel’s contour 
integral according to Bessel function for integer n.                                                                                                                                                 
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 مقدمة :
 الرياضي لها أهمية كبيرة في التحليلالتي  لخاصةامن أهم الدوال  Gamma function)) ـــاماغدالة  تعد

في إيجاد حل لبعض المعادلات  وتساعد هذه الدالة مناسب،ستخدام إما سلسلة أو تكامل ويمكن تعريفها بمتغير معقد با
 التكامل لا هذاو  بوسيطبدلالة تكامل معتل متعلق وتعرف  ،فيزيائية والميكانيكية وغيرهاالتكاملية والتفاضلية والتطبيقات ال

 .ومنها تكامل هانكل المحيطي لأوليةايمكن حسابه بدلالة الدوال 
في عام  ((Legenderلهذه الدالة هو الرياضي الفرنسي ليجندر  ( Г )رمز غاما الستخدم أول من ا إن

 ،ليوفيل ، جودرمان،)غوص تمت دراسته من قبل الرياضيين البارزين أمثال لكبيرةاوبسبب أهميته  ،م0371
 إلى بالإضافةوقد أعطي منظور تأريخي كامل لدالة غاما في عمل الرياضي)جودي فروي(  ،وايرشتراس، هيرميت(

 [2,3].العديد من المؤلفين الآخرين.
لمتغير  الةلمتغيرات حقيقية ولد ةالدـكمعاملتها  من خلالمن خصائصها  ودراسة بعضاً دالة غاما  وسنعرض

 ،والعقديالديكارتي ولها تطبيقات متعددة في المستوي  ،  zوهي دالة تحليلية لـ ،مختلفة صيغبالتي تعطى و . عقدي
 من بيسل، دالةلــــــــوفقاً  ومنها تكامل هانكل المحيطي، ولدالة غاما استخدامات بحل بعض من المعادلات التكاملية،

 .nأجل عدد صحيح 
 

 أهمية البحث وأهدافه :
 بدلالة معادلة تكاملية وكيفية استخدامها في حل بعض عقديعدد ل ة غامادالتمثيل  في دورالبحث تأتي أهمية 
 .المحيطي كامل هانكلومنها ت المعادلات التكاملية

 
 طرائق البحث ومواده:

 ،عقدي مثيلها لعددوت المختلفةعلى مفهوم دالة غاما وصيغها  ويعتمد البحث في مجال الرياضيات البحتة، يقع
 .دالة بيسل المعدلة وأيضاً  المحيطيوطريقة تكامل هانكل  ،)البواقي(نظرية الرواسبة طريقويكون ذلك باستخدام 

 تعاريف ومفاهيم أساسيه :
   غاماGamma  
 :ـوكما يأتي الثانيولر من النوع تكامل أ المعمم،رياضياً باسم العاملي عرف ت  
 

(1) 
 
 غاما ) دالة(Gamma Function [1,2]  
 :يةتفق العلاقات الآو عرف دالة غاما ت  

(2) 
   

(3) 
 

0

! ; 1, 2, 3,...t zz e t dt z



    

   1

0

1 ! ; 1, 2, 3,...t Zz e t dt z z
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   دالة دي غاما(Digamma Function) [2]: 
 حيث تعطى بالعلاقة الآتيه: المشتق اللوغاريتمي لدالة غاما، أو ،( (PSIباسم دالة دالة دي غاما عرف ت     
4)) 
 
  ( دالة غاما غير التامةIncomplete Gamma Function )[3] 

  يلي: كماو  تركيبين، لمجموعما وفقاً دالة غا تعريفيمكن 
(5) 
 

 :لعلاقة الآتيه با تعطى و   التامةغاما غير  دالةبتدعى             حيث
(6) 
 
 :تعطى بالعلاقة الآتيهو  دعى بمكمل دالة غاماي          

(7) 
 
 تكامل هانكل المحيطي (Hankel’s contour integral)   [9,10] 
 عرف تكامل هانكل المحيطي بالعلاقة التالية :ـي  

1 1

( ) 2
z u

c

u e du
z i

                                              (8) 

 .) −∞[0,الحقيقية ، وذلك بالاتجاه السالب لمحور الأعدادعقارب الساعة دورانبعكس  ،تكامليمحيط  وه cحيث 
 
 [5] (البواقي -اسبالرو  : ) نظرية: 
 
باستثناء    العقديمن المستوي     المنطقةالقيمة وتحليلية في  ةوحيد دالة     إذا كان 

    رمز لذلك بالرمزيو  عند النقطة   دالةراسب ال عطىي  عندئذٍ        النقطة الشاذة المعزولة
  بالعلاقة الآتيه :

 

    =                                      (9) 
 

 .بداخله    ويحوي النقطة  ، وله الاتجاه الموجب  المنطقةمغلق يقع في  نظاميأي منحني   C حيث

 
   

 

ln
; 1, 2, 3,...

d z z
z z

dz z

 
      



     , ,z z x z x  

  1

0

, ; 0

x

t zz x e t dt x   

( , )z x

  1, ; 0t z

x

z x e t dt x
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 :والمناقشةالنتائج 
باستخدام إما سلسلة  عقديمتغير ب Special Functions [6,7,8] الخاصة واليمكن تعريف العديد من الد

لمتغيرات  الةخاصة مختارة ودراسة بعضاً من خصائصها عندما تتم معاملتها كد الةنعرض دس. و أو تكامل مناسب
 . عقديلمتغير  الةدك وأ ةحقيقي

 ومنها: ، صيغ التي تعطى بعدة ،دالة غاما وهي

 
 

 
1

; 0 10
z

z z
z

 
    

 
 :رتبط بهاويكون التكامل الم

 
 النقاط  بإستثناء zلـ بالنسبة تحليلية وتكون هذه الداله   

 ،آ عقدي tمتعددة القيمة عندما يكون المتغير   الدالة بأخذأقطاب بسيطة. و هي والتي 
بيانية مختلفة  رسوموالذي يعطي عدة  ،(1)الشكلكما يوضح  ،جعل الدالة أحادية القيمةت وضع شروطب للعمل ولابد  

 لتلك الدالة.
 

 
 ( المسار اليساري واليميني حول نقطة الأصل0الشكل )

 
 
 

 ( :0مبرهنه )
 : الآتيةوفق المعادلة  ( بالصيغة الآتية2عطى دالة غاما في العلاقة )ت  
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lim 12
1 2 ...

z

n

n n
z

z z z z n
 

  

 البرهان : 
 :لآتيا ( بالشكل2) لاقةـعال  كتب، ت  لبرهان ذلك

 
 .لى الصفرإ يسعى أعلاهة علاقالتكامل الثاني في ال ن  من المعروف أ

وفق مكاملة حدودها  من ثم و  ( ،t=0النقطة) بجوارقوى سلسلة  في الدالة  نشرنه يتم أما التكامل الأول فإ
 الآتيه : العلاقة 

 
 ( بواقي) رواسب الذي ي ظهر أن   z  عند القطب البسيطn-z =   العلاقةي عطى بـ: 

 
  
 :نجد أن  فالتكراري بالتجزئة يمكن استخدام التكامل  ئذ، عند  و اً موجب اً عدد nن أبما  

 
 :استخدام تعريف الدالة الأسيّةوب، نهايةاللالى تسعى إ  n وبجعل

 lim 1 17

n

t

n

t
e

n

 
  

 

  
 نحصل على الآتي:ف

 
 
 . وهو المطلوب   

 n > 1 وعدد صحيح z = nا  ة عندمالحالة الخاص لنأخذ الدالة غاما. عض من خواص بسنقوم الآن بدراسة 
  :التكامل بالتجزئة للعلاقة الآتية استخداميمكننا  عندئذ،

 
 :نحصل علىالتكامل  جراءبإو 

 
 
 :الشكل الآتي إلى أعلاه علاقةيتم اختزال ال ثمومن  ،صفراً  ولالأ، يصبح الحد n>1 حالة في
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 :لآتيهكتابة العلاقة ا ناوأخيراً يمكن

 
 
 

 :العلاقة نحصل على ( 20في ) ( n =1) وباستبدال

 
 

ذا. و اً موجب اً عدد  n( فقط عندما تكون 25ة )علاقالعلاقة المعطاة بال وتتطابق    في  zـ ــبـ nتم استبدال  ا 
 :يةتالآ بالصيغة بالتجزئةم التكامل باستخدا( 25كتابة العلاقة ) ( عندها يمكن19) علاقةال

 
 :العلاقة الآتية ، نحصل علىموجب عدد nومن أجل 

 

 
 
 غاما. دالةنعطي الآن بعض الأمثلة التطبيقية لاستخدامات س

 : (0) تطبيقيمثال 
 :ـفي حل المعادلة التكاملية الآتيةلدالة غاما  سنستخدم العلاقات السابقة

22

0

n xI x e dx


  
 :الحل

2xلنجري تغييراً في المتحول بوضع  t   فنجد أن
2

dt
dx

t
  

 
 أن   نجدف ،نعوض في التكامل    

1

2

0 0

1 1

2 2

n
n t tdt

I t e t e dt
t

 


    

 
 ومنه يكون    

1 1

2 2
I n

 
   

 
 

 :لآتيهلى العلاقة اإ واستناداً 
 2 1 !!1

.
2 2n

n
n 

 
   
 

 

 نحصل على العلاقة الآتية:   
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   2 1 !! 2 1 !!1
. . .

2 2 2 1n n

n n
I  

 
 


 

 
 3.1…(2n-3)(2n-1) = !!(2n-1) حيث      
 

 ( :5مثال تطبيقي)
 الذي يوضح فيه تطبيقاً لدالة غاما بحل معادلة تكاملية والعلاقة بين دالتي غاما و، الآتي تكاملسنورد ال

 : مانلري -زيتا
 

1

0

; 0
1

s

x

x
I dx s

e

 

 
 

 الحل:
 لدينا من العلاقة:

0

1

1

n

n

x
x








 

 وبالتالي ينتج لدينا:

0

1

1

nx

x
n

e
e










 

 ومنه يكون:
 

1
11 1

1 10 0 0
1

s
n xs x nx s

x
n n

x
I dx x e e dx x e dx

e

    
    


 

  


    

tوبإجراء تغيير في المتحول  nx  َّفنجد أن ،t
x

n
  ومنهdt

dx
n

  

0منه      و  0 ;n t x t         
 وبالتالي يكون:

     
1

1

1 1 10 0

1 1
.

s
t s t

s s
n n n

t dt
I e t e dt s s s

n n n n


   
  

  

         

ن حيث إ s .دالة زيتا لريمان 
 وهو المطلوب.

 
 

 ( :5مبرهنه )
ة بالعلاق 1(a)على طول المسار الموضح في الشكل    للدالة  المحيطيتكامل ال ي عطى

 :الآتية
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 البرهان :
 :ولذا يمكننا أن نكتب    يكون لدينا    على القسم الدائري

 

)9(2 
 

ن كان   تسعى  الصفر طالما أن لى إتقارب يمن المعادلة أعلاه  الأيمن طرف، عندها ال وا 
 :نحو الصفر، ومن ثم

 

 
( 30لتبسيط العلاقة ) ،  من أجل  وسيتضح في القسم الثاني أنّ 

 :ـنحصل على

 
،  b(1( كلالموضح في الش حول المسار   بمعاينة التكاملو وبشكلٍ مشابه، 

 : ن  أ نجد
 

 
 وهو المطلوب .

 
 :  (7) مبرهنة

 .z، ولجميع قيم 2) )كما موضح في الشكل (الكونتور) التكامل المحيطي هي Cإذا كانت    
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 C) – كونتورال)التكامل المحيطي 2)   ) الشكل

 
 : ذ تعطى دالة غاما بالعلاقة الآتيةعندئ

)33                      )2
11

1
( ) iz

z t

e
C

z t e dt 

 البرهان :ـ
BDE  :it،على AB :t=xنه علىأنرى ،   (2)لى الشكلبالرجوع إ e ،وعلىEF :2 it x e ، 

 وبالتالي فإن:
2

1 1 1 1 2 ( 1)

0

( )
i

R
z t z x i z e i z i z x

ABDEF R

t e dt x e dx e e i e d x e e dx 

2
2 1

0

( 1) (34 )
i

R
iz z x z i z ee x e dx i e e d 

 
 :علىنحصل  ، R، و   0بأخذ النهاية عندماو ،  Re{z}>0 إذا كان 

1 2 1 2

0

( 1) ( 1) ( ) (35)z t iz z x iz

C

t e dt e x e dx e z

 
معطاة  تكون دالة غاما   zوبالتالي فإنه لجميع قيم  ، zولكن الدوال في طرفي المعادلة تحليلية لجميع قيم 

 :بالعلاقة
 

)    6(3                           1
2

1
( )

1
z t

iz

C

z t e dt
e
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 وهو المطلوب .
 
  ودالة غاما المحيطي كامل هانكلت:  
 :طى تكامل هانكل المحيطي بالعلاقةعي  

1 1
38

( ) 2
z u

c

u e du
z i

 

   
n

n 0

= /n!xe nx دالة توليد للدالة العاملية المتبادلة. وأيضاً يتم اعتبار المجموع على أنه يمتد من  هوn = 

لحظ تكامل هانكل مباشرةً بأنه صحيح عدداً صحيحاً سالباً. ومن ثم ي   nإذا كانت   n! = 0/1طالما أن   ∞+إلى  −∞
  . z = n إذاً 

دالة تحليلية دورية فقط على المحور  وأنه.  zمن أجل عدد غير صحيح  ملحوظاً أنه كان محققاً  يكون لا
مع انتقالنا  أسياً  تبقى أصغر |Γ(z)|/1 أن ،و ، يكون ثابتاً العقديالذي يبقى صغيراً مع الارتقاء في المحور  الديكارتي

 .اجع تكامل هانكل أسياً عند كلا الطرفين ويتر ،  z العقديعبر خطوط موازية إلى المحور 
بينما يحتاج تكامل  العقدية  zنه يتقارب من أجل كل حيث إ ولر،أكامل ـتويكون مرغوباً رقمياً بشكلٍ أكثر من  

   2u = (c + ix)  ،  du  بإجراء التحويلات الآتية: يتمأحد الأشكال المكافئة لتكامل هانكل،  نوا   . Re(z) > 0 أولر
= 2i(c + ix)dx حيث ،c هي ثابت موجب حقيقي، هو: 

  

1 2 21 1
( ) exp( [ ] ) (39)

( )
xc ix x ic dx

z 

 يساعدهو أسلوب عددي  ،الأكثر انحداراً  لهابطعلى طول المحيط ا (38)لعلاقةا القيمة العددية للتكامل في   
ن خط التكامل في و . Γ(z)/1المقدار  حساب في الأكثر  لهابطمحيطها ا معهو مقارنة جيدة نسبياً  (39)العلاقةا 

 .انحداراً 
 :هيو  تكامل هانكل لإجراءهناك أربع سمات خاصة تشكل إثباتنا و 
1.  xe 1هي دالة توليد من أجل/n!  لكل الأعداد الصحيحةn. 
2.  ze  ًث يتقلص أسياً ( حي1-لها اتجاه )تحديدا . 
3.   ze.هي دالة يتم تقييمها ببساطة وبسرعة    
 . عقديمع انتقالها عبر خطوط موازية لمحور ، مقيدة  Γ(z)تبقى دالة غاما   .4
 

  Γ(z)-2 خذ الدالةأعند يكون أبسط ، هو دالة بيسيل المعدلةkΣ(x) = ≥0I!k2/ k k/4)2(z0   (0I) عندما
 :على  نحصلف

02

1 1
(2 ) (40)

2( )
z

c

u I u du
iz
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)ولكن  ويتقارب Re(z) >− 3/4. ويكون هذا التكامل متقارباً بشكلٍ مطلق إذا المحيط التكاملي وه Cحيث 
 عندئذ يؤخذ التكامل السابقي، نصف مستو في ، لأن التقارب يكون فقط  Re(z) > 1/4 ليس بشكلٍ مطلق( إذاً 

 ـ:الآتيه بالصيغة
1 2 1 2

0 02

1 2
0

1 1 1
(2 ) ( ) (2 2 )

( )

1
( sinh ) (2 sinh 2 ) (41)

c i
z z

c i

z

x I x dx iy c I iy c dy
z i

c i t J t ic dt

 
 = yومن ثم  dx = idy x = iy +c ,  ومن ثم ، du = 2xdx 2u = x , المتعاقبة للمتغيرات هيالتغيرات  

sinht, dy = icoshtdt 
 ت حقيقي موجب .  هي ثاب cو 
 

 والتوصيات: الاستنتاجات
تطبيقات  ولها ،باستخدام إما سلسلة أو تكامل مناسب يتم عقديبمتغير دالة غاما تمثيل  نإ ،يتضح لنا      

تكامل هانكل  ومنها ملية،بعض من المعادلات التكا حلفي  هااستخداماتو  ،الديكارتي والعقدي ينفي المستوي  متعددة
  .n عدد صحيحأجل  من بيسل دالةـوفقاً ل المحيطي،

 :يأتيفيما البحث ب التوصيةا ومما تقدم يمكنن
سلسلة  مع ةالهندسيفوق  سلسلةالمثل ، الأصلي بشكلٍ غير متناهٍ بالشكل المغلق هانكل يمكن تقييم تكامل  .0

  .ماكلورين لمعادلة بيسل المعدلة 
 عددمن أجل  المحيطي تكامل هانكللحل لايجاد  وتطبيقات دالة غاما كارلسونستخدام نظرية ايمكن  .3

 . nغير صحيح 
، ه، ديرخلي)واليس، بوسون كتكامل المعادلات التكاملية،استخدام دالة غاما وتطبيقاتها بحل البعض من  .2
 .غوص(، فرينل كوتشي،
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