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 ممخّص  

 
نشير أولًا إلى أنّو في ىذا المقال جميع الزمر التبولوجية الواردة في السياق ىي منطويات تفاضمية تبولوجية 

اليدف من ىذا المقال ىو التعرّف عمى . ومعظم ىذه المنطويات التفاضمية المستخدمة ىي مجموعات جزئية مغمقة
بعض خواص الزمر التبولوجية وزمر لي التي تسيل لنا حل العديد من المسائل الرياضية في ىذا المجال وخاصةً بعض 

وذلك من خلال الفضاءات التبولوجية التي تتصف بصفات محددة كالفضاءات المسائل المفتوحة في ىذا السياق، 
البعد _المتراصة والطبيعية والمنتظمة وفضاءات لندلوف وكذلك الفضاءات المترابطة والقابمة لمفصل والفضاءات صفرية

)لتكن: فقد استطعنا إثبات صحة المبرىنة. والمشكمّة عمى الزمر التبولوجية )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى X حيث ،
)منطوي جزئي مغمق في )I X البعد في _  ويشكّل أيضاً فضاءً صفري( )I X ٍعندئذ ،( )I X  يكون فضاءً صفري

.  وكذلك استطعنا إثبات غيرىا من المبرىنات في ىذا المقال. البعد وحر جبرياً _ 
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  ABSTRACT    

 

Throughout this paper all Topological groups are assumed to be Topological 

differential manifolds and all of this are closed sub sets. The aim of this paper is to use 

some properties of Topological groups and Lie groups which help us to solution some of 

the open mathematical problem in this way, that is by study these groups on some spaces as 

a compact space, normal space, regular space, lindelӦf space, connected space, separable 

space and Zero- dimensional space, So we can prove on the theorem: If X is a Zero- 

dimensional closed sub manifold then the free Topological group ( )I X  is Zero- 

dimensional and algebraically free. also we can prove on the other results showed in this 

paper. 
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 :مقدّمة
تطورت الدراسة في بعض خصائص الزمر التبولوجية وزمر لي حيث عمل الكثير من الباحثين في ىذا المجال 

) توجد زمرة تبولوجية X الذي برىن أنّو من أجل أي فضاء تيخونوفMarkov: منيم )F X بالمعنى )، جبرية حرّة
،  أنّ أي شبو زمرة تبولوجية متراصة عدّياً ومنتظمة تكون زمرة تبولوجيةPfister  كما برىن.تيخونوف ووحيدة (الجبري

) فضاءً دالياً ىاوسدورف عندئذٍ نصف الزمرة التبولوجية العكوسو Xأيضاً أنّو إذا كان [7,10]ومن المعموم من  )I X 
ذا كان ) فضاءً غير مترابط كمّياً عندئذٍ تكون Xتكون فضاءً دالياً ىاوسدورف وتكون جبرية حرّة ، وا  )I Xحديثاً .  كذلك

 2013، كما دُرست أيضاً في عام[15] تمّت دراسة زمر تبولوجية جديدة لـِ لندلوف2010وفي الآونة الأخيرة في عام 
  2013 في عام Jean Gallierوأيضاً قام . [10]بعض الخواص العامة المترية لشبو الزمر التبولوجية الحرّة في 

بدراسة تطبيقات لبعض خواص زمرة لي في اليندسة التفاضمية وقد استفاد من ذلك بحل العديد من المسائل في ىذا 
[.  8]المجال 

لمزمر التبولوجية وزمر لي وذلك باستخدام في الآونة الأخيرة ىناك محاولات عديدة لتحويل الدراسة السابقة 
 الذي أدخل مفيوم المجموعات 1965 عامZadehالمجموعات الضبابية التي ظيرت فكرتيا عمى يد الباحث الإيراني 

الضبابية والعمميات عمى المجموعات الضبابية، تبعو باحثون آخرون أضافوا قواعد جديدة عمى التبولوجية العادية 
كما قام الباحث . 1976-1968لممجموعات الضبابية وطوروا نظرية الفضاءات التبولوجية الضبابية خلال الفترة 

Rosenfeldبتحديد صيغة العناصر في نظرية الزمر الضبابية1971 في عام   . 
 

: أىمية البحث وأىدافو
 وتحديد بعض الشروط وذلك لتعيين بعض زمر لييرمي البحث إلى استخدام بعض خصائص الزمر التبولوجية و

 .[7]الصفوف من الفضاءات التبولوجية التي تساعدنا في حل المسألتين مجال دراستنا 
 

: طرائق البحث ومواده
 وكذلك عمى بعض زمر لي تعتمد طريقتنا في ىذا البحث عمى الاستفادة من بعض خصائص الزمر التبولوجية و

  .الخصائص لمفضاءات التبولوجية المبنية عمييا تمك الزمر
 :زمرة لي- الزمرة التبولوجية  -1

 :  لا بد من ذكر أىم النقاط الرئيسية في مكونات التعريفزمرة ليقبل البدء بإعطاء تعريف 
)ىي الثنائية m جوار النقطة Chartخارطة -  , )U  حيث U جوار النقطة mو : nU   

مجموعة الخرائط المتوافقة فيما بينيا إنّ . n عمى مجموعة جزئية مفتوحة من الفضاءUتشاكل مستمر من الجوار
 n ىو فضاء ىاوسدورف ذوMإذا كان الفضاء التبولوجي. M عمىAtlas تدعى أطمساً Mوالتي تغطي المنطوي

mبعداً ويتمتع بقابمية العد الثانية وكان من أجل كل نقطة M توجد خارطة ذات n بعداً في جوار النقطة m 
نّ الدوالTopological differential manifold.  منطوياً تفاضمياً تبولوجياً Mعندئذٍ يدعى j:1وا  U R 

)تسمى نظاماً إحداثياً محدداً بالخارطة  , )U  ، تنقل دراسة المنطوي إلى الفضاءn حيث أنّ معظم المفاىيم ،
 . n[ 17,16,8]للاستمرار والاشتقاق والتفاضل سيمة الدراسة في

)يقال عن خارطتين-  , ) , ( , )U V  إنّيما C  -متوافقتان إذا كانت الدالة :
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1 : ( ) ( )U V U V       
:  أو

1 : ( ) ( )U V U V       
Cمن النمط  ودفيومرفيزم  .

Mكما يقال عن المنطوي إذا كان منطوياً تبولوجياً مع أطمس أعظمي  (smooth manifold)إنّو منطوياً أممساً  
{ : }F f U V   (قابل لممفاضمة عدداً اختيارياً من المرات) ويدعى بنية تفاضمية حيث{ ; }U A    
U وMتغطية مفتوحة لـ  U   1 ، حيث : ( ) ( )f f f U U f U U       

    [. 17,16,8] دفيومرفيزم
M لتكن :(1)مثال  R ولنعرّف عمى المنطوي Rالخارطتين الآتيتين  :

   1 1 2 2
, , ,U U  

حيث 
1 2

U U M  ًوأيضا   :

1 2

, 1
( ) , ( )

2 , 1

t t
t t t

t t
 


  


 

: وبالتالي
1 1 1

2 1

, 1
: ;

2 , 1

t t
R R t

t t
  


 


 

إن ىذه الدالة غير مستمرة وبالتالي الخارطتان     1 1 2 2
, , ,U U  غير متوافقتين وكل منيما يحدد 

. أطمساً أعظمياً 
إذا بدلنا 

2
( )t ِبـ  :

2

3

, 0
( )

, 0

t t t
t

t t


 




 

عندئذٍ الخارطتان    1 1 3 3
, , ,U U متوافقتان  .

N منطوي تفاضمي تبولوجي مترابط ولتكنM بفرض:[P 237,2.]1مبرىنة M  مجموعة جزئية
dim، عندئذٍ إذا كانM منطوي تفاضمي جزئي من وبنفس الوقتMمغمقة في dimM N ّفإنM N .

S زمرة ولتكن Gلتكن: [1.]1تعريف G .المجموعةSتدعى مجموعة حرّة مولّدة لمزمرة G إذا كان كل 
Sتطبيق   Hحيث H أي زمرة اختيارية، يمكن تمديده بطريقة وحيدة فقط إلى تشاكل G H .
.  تدعى زمرة حرّة إذا كانت تممك مجموعة مولّدة حرّةGباختصار

 بحيث G ىي مجموعة غير خالية Topological groupالزمرة التبولوجية: [16,14,8,7,2.]2تعريف
: تتحقق الشروط الآتية

1-  ,G  (بالمعنى الجبري  ) زمرة 
2-  ,G فضاء تبولوجي  
:التطبيق -3 ;( , )f G G G x y x y   مستمر. 
:1التطبيق  -4 ;f G G x x  مستمر  .

:1: ويمكن التعبير عن الشرطين الثالث والرابع بالشكل المكافئ ;( , )f G G G x y x y     
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 في الشرط الثالث مستمراً fإذا كان Semi topological group  إنّيا نصف زمرة تبولوجية Gيقال عن
 Gإذا كانت  Topological inverse semi group   إنّيا نصف زمرة تبولوجية عكوسوGانفصالياً كما يقال عن

xىاوسدورف وتطبيق الجداء والمعكوس مستمرين و لكل عنصر فضاء تبولوجياً  Gنظير وحيد x G . تدعى
  المزوّدة بالتبولوجيةGالزمرة  .  إذا كان تطبيق الجداء مستمراً  Para topological group شبو زمرة تبولوجية 

)الثنائية  ، عندئذٍ G فضاء جزئياً مولّداً لمزمرةX زمرة تبولوجية وليكنGلتكن: [10,7.]3تعريف , )G i  
i: والتطبيق المتباين تبولوجياً G المؤلّفة من الزمرة التبولوجية X G تدعى زمرة تبولوجية حرّة 

topological group  FreeعمىX إذا كان من أجل أي تطبيق:f X Hحيث ، H زمرة تبولوجية، يوجد 
ىومورفيزم وحيد :f G H بحيث يكون f f i  كما تدعى الثنائية ، ( , )G iنصف زمرة تبولوجية حرّة عمى X

ويرمز. (أو شبو زمرة تبولوجية) نصف زمرة تبولوجية H وGإذا كان كل من (Xأو شبو زمرة تبولوجية حرّة عمى)
( )I Xلمزمرة التبولوجية الحرّة عمى X .

): (2)مثال  , )GL n R والتي تدعى  (غير الشاذة) مجموعة جميع المصفوفات الحقيقية المربعة القابمة لمقمب
 2nبالزمرة الخطية العامة تكون زمرة تبولوجية بالنسبة لعممية جداء المصفوفات، وبنفس الوقت تكون منطوياً تبولوجياً ذو

)وبشكل مشابو. بعداً  , )GL n  مجموعة جميع المصفوفات العقدية المربعة القابمة لمقمب بالنسبة لعممية جداء 
.   بعداً 22nالمصفوفات تشكل زمرة تبولوجية، كما تكون منطوياً تبولوجياً ذو

f: زمرتين تبولوجيتين وليكن H وG لتكن:[16,14,8,7,2.]4تعريف G H ًتابعا  :
 يدعىf ًىومومرفيزم زمر تبولوجية إذا كان ىومومرفيزم زمر جبرية ومستمرا  .
  ًويدعى إيزومورفيزم زمر تبولوجية إذا كان إيزمورفيزم زمر جبرية وتشاكلًا مستمرا .
 ومن المعموم أنّ كل زمرة تبولوجية تكون فضاء متجانساً ومنتظماً تماماً، وكذلك كل زمرة جزئية من الزمر -

 تكون مغمقة Gالتبولوجية إمّا داخميتيا خالية أو تكون مغمقة ومفتوحة بآن واحد، كما أنّ كل زمرة جزئية مفتوحة في
[. 16,14,8,7,2]وكذلك كل زمرة تبولوجية حرّة تكون زمرة تبولوجية 

 :إذا كانت تحققLie group) ) إنّيا تشكل زمرة ليGيقال عن المجموعة: [16,8,2.]5تعريف
1- Gزمرة تبولوجية  
2- G منطوي أممس من الصنف) منطوي تفاضميC  ) 
:1التطبيق -3 , ( , )G G G g h g h    

لانيائي من  مستمر وقابل لممفاضمة عدد) أممس 
  (المرات

G: زمرتي لي وليكن التطبيق H وG لتكن:[16,8,2.]6تعريف H يدعى ،  ىومومرفيزم زمر لي 
ويدعى إيزومورفيزم بين زمرتي لي إذا كان ىومومرفيزماً بين زمرتي لي وتقابلًا . إذا كان ىومومرفيزم زمر جبرية وأممساً 

. والتطبيق العكسي لو أيضاً ىومومرفيزم بين زمرتي لي لذلك فيو دفيومرفيزم
: عندئذٍ الشرطان الآتيان متكافئانG زمرة جزئية فيH زمرة لي وGإذا كانت: [16,8,2.] 2مبرىنة

1H مغمقة بالمعنى التبولوجي   .
2H منطوي جزئي  . 
 ومن المعموم من خواص زمرة لي أنّ كل زمرة لي جزئيةHمن زمرة لي G ىي زمرة لي، كما أنّ كل زمرة 

G ىي زمرة لي، كذلك الجداء لزمرتي ليGجزئية مغمقة في زمرة لي  Gومن .  ىو زمرة لي مع تبولوجيا الجداء
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فنقول مثلًا أنّ زمرة . تأخذ تسميتيا من الفضاء التبولوجي المُبنى عمييا (أو الزمرة التبولوجية)المعموم أيضاً أنّ زمرة لي 
البعد إذا كان الفضاء –لي متراصة إذا كان الفضاء التبولوجي متراصاً، مترابطة إذا كان الفضاء مترابطاً، صفرية 

[. 16,8,2]...البعد وىكذا-صفري
: (3)مثال
- ( , )GL n R والتي تدعى بالزمرة  (غير الشاذة) مجموعة جميع المصفوفات الحقيقية المربعة القابمة لمقمب

 .الخطية العامة تكون زمرة لي بالنسبة لعممية جداء المصفوفات
-  ( , )SL n R مجموعة جميع المصفوفات الحقيقية المربعة القابمة لمقمب والتي محددىا يساوي الواحد تكون 

)زمرة جزئية من الزمرة , )GL n R بالنسبة لعممية جداء المصفوفات، كما أنّيا تشكّل أيضاً زمرة لي مترابطة 
 [.12,5,2]ومتراصة

 :المجموعات الضبابية- 
I[0,1] مجموعة غير خالية وليكن Xلتكن: [13,9,6.]7تعريف  نعرّف المجموعة الضبابية ،set) Fuzzy ) 

منXبأنّيا الدالة : X I التي تربط كل عنصر في X [0,1] بعدد حقيقي يقع ضمن المجالI  . ِويرمز بـ
I لمجموعة كل الدوال : X I  ِ كما يرمز بـ ،( )xلدرجة انتماء العنصر xإلى المجموعة الضبابية  .

 لتكن المجموعة: (4)مثال 1,2,3,4,5X  عندئذٍ يمكن تكوين مجموعة ضبابية عمى الشكل الآتي  :
     

1 1
1, 0 , 2, 1 , 3, , 4, 0 , 5,

2 3


    
    

    

 

 التي تأخذ Xمن تعني المجموعة الضبابية Fuzzy point)) px النقطة الضبابية :[13,9,6.]8تعريف
x وp[0,1] فيما عدا ذلك، حيث0 والقيمة xعند النقطةpالقيمة X .

I إذا كان :[13,9,6.]9تعريف و YI ٍعندئذ X YI   حيث   :
( )( , ) min { ( ) , ( ) }, ( , )x y x y x y X Y        .

 إنَّيا زمرة جزئية ضبابية GI زمرة نقول عن G لتكن [:6,9,13. ]10تعريف 
 (Fuzzy subgroup) من Gإذا تحقق  :

      

   1

1) min ,

2) ; , y G

x y x y

x x x

  

 



  


 

: يمكن التعبير عن الشرطين السابقين بالشكل
      1 min ,x y x y    

. ومن المعموم أنَّو ليست كل زمرة ىي زمرة جزئية ضبابية
:  إذا كانت لدينا الزمرة:( 5)مثال

 *

5: 1,2,3,4G   
: وكانت لدينا المجموعة الضبابية

   
1 3

1,1 , 2, , 3, , 4,1
2 4


    

     
    

 

 .فإنّ ىذه المجموعة الضبابية ليست زمرة جزئية ضبابية
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:  النتائج والمناقشة
: استناداً لما تقدّم من تعاريف ومبرىنات أساسية تمّ إثبات النتائج الآتية

 ليكن P صفاً من الفضاءات التبولوجية، ونظراً لتعدد ىذه الفضاءات فقد تمّت المناقشة وفق المبرىنات 
(. 8)و (7)، وخاصةً المسألتين رقم [7]الآتية، والتي تعطي حمولًا لممسائل المفتوحة المطروحة في المقال 

)لتكن: (3)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xحيث ،Xمنطوي جزئي مغمق في ( )I Xمن الصف 
P البعد في _  ويشكّل أيضاً فضاءً صفري( )I X ٍعندئذ ،( )I X  البعد_ يكون فضاءً صفري .

: البرىان
)منطوي جزئي مغمق في Xمن الفرض )I X وىو أيضاً مجموعة جزئية مفتوحة في الفضاء ، ( )I X ،

)حيث كل نقطة منو تنتمي إلى مجموعة جزئية مفتوحة في )I Xمحتواة فيX ّولدينا فرضاً أن ، X  فضاء 
البعد ،إذاً فيو يممك قاعدة من الشكل _ صفري  ( )

I
A X 

عناصرىا مجموعات مغمقة ومفتوحة بآن واحد في 
Xوحيث  [ 12,11,4 ] بحسب ، 

I
A 

) قاعدة لِـ  )I X أنّ المجموعة  [12,5]،  ومن المعموم من
A X  بآن واحد في (مغمقة) تكون مفتوحةXإذا وفقط إذا كانت A في (مغمقة) مجموعة مفتوحة( )I X ،

)ومنو عناصر القاعدة في )I X تكون مجموعات مغمقة ومفتوحة بآن واحد وبالتالي( )I X البعد_  فضاء صفري  .
)إذا كانت: (4)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P مترابطة وتيخونوف و ىوميومورفية 

)مع الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجي  Yحيث كل من ،X Yو  )منطوي جزئي مغمق في  )I X 
)و )I Y ٍيكون  عمى الترتيب، عندئذ:Y P،X .

: البرىان
)منطوي جزئي مغمق في Xبحسب الفرض )I X وحيث أنّو أيضاً مجموعة جزئية مفتوحة في الفضاء 

( )I X وبما أن(3) كما بينّا سابقاً في المبرىنة ،( )I X فضاء مترابط فإنّ المجموعتين المفتوحتين والمغمقتين فيو 
)ىما  )I X )فإنّ  (1)، وبحسب المبرىنة[12,5] بحسب و  )X I Xومنو ،X P . ًولدينا أيضا( )I X 

فضاء لتيخونوف إذاً فيو
1T )التبولوجي الفضاء  إذاً فضاء، وبما أنّ ىذه الصفة ىي صفة تبولوجية-   )I Y 
، [14] وىو أيضاً فضاءً منتظماً تماماً بحسب خواص الزمر التبولوجية فضاء-  1T اليوميومورفي معو يكون أيضاً 

)وبالتالي )I Yومن ناحية ثانية، .  فضاءً لتيخونوف وكذلك فضاءً مترابطاً من كون ىذه الصفة ىي أيضاً صفة تبولوجية
) ىو أيضاً مجموعة مغمقة ومفتوحة بآن واحد في Yالفضاء الجزئي )I Y (كما وجدنا في المبرىنة السابقة) ّوبماأن ،

( )I Y ّفضاءً مترابطاً، فبحسب ما سيق مسبقاً في الجزء الأول من ىذا البرىان، فإن ( )Y I Y ومنو ،Y P  .
)لتكن: (5)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P قابمة لمفصل وتيخونوف و ىوميومورفية 

)مع الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجي  Yحيث كل من ،X Yو  )  منطوي جزئي من  )I Xو 
( )I Y ٍكل من  عمى الترتيب، عندئذ,X Y P .

: البرىان
) يكون مجموعة جزئية مفتوحة في الفضاء القابل لمفصلXأنّ المنطوي الجزئي (3)وجدنا في المبرىنة )I X ،

 يكون فضاءً قابلًا لمفصل و أيضاً فضاءً لتيخونوف، من كون ىذه الصفة Xفإنّ الفضاء الجزئي  [12,5]إذاً وبحسب
X، ومنو[12,3]ىي صفة وراثية بحسب P .وبما أنّ الفضاء( )I Xىوميومورفياً مع الفضاء ( )I Yفإنّ التطبيق ،

: ( ) ( )f I X I Yيكون مستمراً وغامراً وبالتالي الفضاء ( )I Yيكون فضاءً قابلًا لمفصل من كون( )I X 
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)، وكذلك[12,5]فضاءً قابلًا لمفصل بحسب  )I Xفضاءً لتيخونوف، إذاً فيو 
1T  وبالتالي الفضاء فضاء-  

)اليوميومورفي معو  )I Y يكون 
1T ) وأيضاً ىذه الصفة ىي صفة تبولوجية، أيضاً من كون فضاء-   )I Y ًفضاء

)، وبالتالي [14]منتظماً تماماً بحسب خواص الزمر التبولوجية  )I Y يكون فضاءً لتيخونوف، وبطريقة مشابية لمجزء
Y يكون أيضاً فضاءً لتيخونوف و قابلًا لمفصل، وبالتالي Yالأول من ىذا البرىان فإنّ الفضاء الجزئي منو P .

)إذا كانت: (6)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P  وىوميومورفية متراصة وقابمة لمفصل
)مع الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجي  Y حيث كل من ،X Yو   منطوي جزئي مغمق في 

( )I Xو ( )I Y ٍعمى الترتيب، عندئذ  :,X Y P. 
 :البرىان

:ليكن التطبيق ( ) ( )f I X I Yىوميومورفيزماً من الفضاء ( )I Xعمى الفضاء التبولوجي( )I Y . من
) منطوي جزئي من المنطوي التبولوجيXالفرض )I X ًيكون ( (3)وكما وجدنا سابقا في المبرىنة )، وحيث أنّو أيضا

)مجموعة جزئية مغمقة ومفتوحة أيضاً في )I X .علاوة عمى ذلكXمجموعة مغمقة في الفضاء المتراص ( )I X ،
مجموعة مفتوحة X يكون فضاء متراصاً، وكذلكXتكون مجموعة متراصة وبالتالي الفضاء الجزئي [12,5]فحسب 

)في الفضاء القابل لمفصل )I X فإنّ الفضاء الجزئي [12,5] إذاً بحسبXيكون فضاءً قابلًا لمفصل أيضاً ومنو 
X P . ّوبما أنfتطبيقاً مستمراً وغامراً فرضاً فإن ( )I Y يكون فضاءً متراصاً وأيضاً قابلًا لمفصل استناداً لِـ 

Y، وكذلك بما أنّ [12,5] )مجموعة مفتوحة في الفضاء القابل لمفصل  )I Y ( (3)كما وجدنا في المبرىنة) ّفإن ،
 مجموعة مغمقة في الفضاء المتراصY يكون فضاءً قابلًا لمفصل ومتراصاً أيضاً من كونYالفضاء الجزئي منو

( )I Yفرضاً، وبالتالي Y P .
)بفرض: (7)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P متراصة و لندلوف وىوميومورفية مع 

)الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجي  Y وبفرض كل من ،X Yو   منطوي جزئي مغمق في 
( )I Xو ( )I Y ٍيكون  عمى الترتيب، عندئذ :,X Y P .

: البرىان
) منطوي جزئي مغمق في Xبما أنّ  )I X فرضاً،  وبما أنّ أي فضاء جزئي يُبنى عمى مجموعة جزئية 

 يكون فضاءً متراصاً و X، فإنّ الفضاء الجزئي(أو لندلوف)يكون فضاءً متراصاً  (أو لندلوف)مغمقة في فضاء متراص
:، ولدينا من الفرض أيضاً أنّ التطبيقَ [12,5,3]لندلوف بحسب ( ) ( )f I X I Y ىوميومورفيزم من الفضاء 

)الجزئي )I Xعمى الفضاء الجزئي التبولوجي ( )I Yإذاً فيو مستمر وغامر وبالتالي الفضاء ( )I Y ًيكون فضاء 
 من الفضاءY، وبطريقة مشابية لما سبق في ىذا البرىان فإنّ الفضاء الجزئي[15,12 ،5]متراصاً و لندلوف بحسب 

( )I Y يكون فضاء متراصاً ولندلوف، حيثYمنطوي جزئي مغمق في ( )I Y،ًومنو فرضاY P .
)إذا كانت: (8)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P متراصة وطبيعية و ىوميومورفية مع 

)الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجية  Y حيث كل منX Yو  ) منطوي جزئي مغمق في  )I Xو 
( )I Y ٍعمى الترتيب، عندئذ  :,X Y P  .

: البرىان
)منطوي جزئي من المنطوي التفاضمي التبولوجي Xمن الفرض )I X وحيث أنّو أيضاً مجموعة جزئية مغمقة 

)في الفضاء المتراص )I Xتكون مجموعة متراصة وبالتالي الفضاء الجزئي[12,5] فبحسب ،X ًيكون فضاءً متراصا 



 Sciences Series. Tishreen University Journal. Bas   2015( 4 )العدد( 37 )العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

249 

X، ومنو[12,5]وطبيعياً أيضاً استناداً لِـ  P .وبما أنَّ التطبيق: ( ) ( )f I X I Y ىوميومورفيزماً من 
)الفضاء الجزئي )I Xعمى الفضاء الجزئي التبولوجي ( )I Y ّإذاً فيو مستمراً وغامراً وبالتالي فإن ( )I Y ًيكون فضاء 

)متراصاً أيضاً، وبما أنّ كل من الزمرتين )I Xو( )I Y ًّىي زمرة تبولوجية، فحسب خواص الزمر التبولوجية يكون كلا 
، [12,5]منيما فضاءً منتظماً تماماً وبالتالي فيو فضاءٌ منتظمٌ، وبماأنّ الفضاء المنتظم والمتراص يكون فضاءً طبيعياً 

)إذاً كلٌّ من الفضائيين )I Xو( )I Yيكون فضاءً طبيعياً وبالتالي الفضاء الجزئي Y ( بطريقة مشابية لما سبق في
)يكون فضاءً متراصاً وطبيعياً أيضاً لكونو مجموعة جزئية مغمقة في الفضاء (ىذا البرىان )I Yومنو Y P .

.   صفاً من الفضاءات المتراصة والمنتظمةPإذا كان  تبقى صحيحة (8)إنّ المبرىنة : (1)ملاحظة
)  لتكن:(9)مبرىنة )I Xزمرة تبولوجية حرّة عمى Xمن الصف P فضاءً لِ لندلوف وطبيعية وىوميومورفية 

)مع الزمرة التبولوجية الحرّة  )I Yعمى الفضاء التبولوجية  Y حيث كل منX Yو  ) منطوي جزئي مغمق في  )I X 
)و )I Y ٍعمى الترتيب، عندئذ  :,X Y P .

:  البرىان
)مجموعة مغمقة في الفضاء التبولوجي Xلدينا فرضاً أنّ  )I X يكون الفضاء التبولوجي  [15,12,3] إذاً بحسب

X فضاء لندلوف وطبيعياً أيضاً ومنوXالجزئي P .وكذلك لدينا التطبيق: ( ) ( )f I X I Y ىوميومورفيزمٌ من 
)الفضاء التبولوجي )I Xعمى الفضاء التبولوجي ( )I Y يكون  [12,5] فرضاً، إذاً فيو مستمر وغامر وبالتالي بحسب
Yالفضاء الجزئي )ومن ناحية ثانية، إنّ . فضاء لندلوف أيضاً   )I Y يكون فضاءً منتظماً وذلك بحسب خواص الزمر

)، ينتج أن[ P256]  12,(16.25)التبولوجية، مما سبق وبحسب المبرىنة )I Y يكون أيضاً فضاءً طبيعياً، وبالتالي
يكون فضاء لندلوف وطبيعياً بآن واحد، حيث (بحسب ما سيق في الجزء الأول من ىذا البرىان)Y الفضاء الجزئي منو

Yمجموعة جزئية مغمقة في الفضاء ( )I Y ًفرضاً، إذا Y P .
 صفاً من الفضاءات التبولوجية تتمتع بأنّيا Pأيضاً تبقى صحيحة إذا كان (9) إنَّ المبرىنة :(2)ملاحظة

. فضاءات لندلوف ومنتظمة بآن واحد
 ىذا ويمكن تعميم بعض خصائص الزمر التبولوجية إلى زمر لي: 

بفرض: (10)مبرىنة
1G ومتراصة زمرة لي 

2Gزمرة لي لندلوف وبفرض HوFزمرتا لي جزئيتان من 
1G و 

2G ٍعمى الترتيب، عندئذ F Hتكون زمرة لي لندلوف و طبيعية  .
: البرىان

Fوبالتالي فإنّ  [16,8,2]من المعموم أنّ أي زمرة لي جزئية من زمرة لي ىي زمرة لي استناداً لِـ  H تكون
 وكما أنّ كلاًّ منيما يكون منطوياً جزئياً مغمقاً في،[16,8,2]أيضاً زمرة لي بحسب 

1Gو 
2Gبحسب   عمى الترتيب

 ، تكون فضاء متراصاً Hتكون مجموعة متراصة إذاً   وبما أنّ المجموعة المغمقة في الفضاء المتراص،(2)المبرىنة
 فضاء Fوكذلك أي فضاء جزئي يُبنى عمى مجموعة جزئية مغمقة في فضاء لندلوف يكون فضاءً لِـ لندلوف أيضاً، إذاً 

Fيكون [P 255] 12,(16.23)لِـ لندلوف، وبحسب المبرىنة H فضاء لِـ لندلوف، ومن المعموم من خواص الزمر 
Fالتبولوجية أنّ  H يكون فضاءً منتظماً تماماً أيضاً وبالتالي فيو فضاء منتظم، وبما أنَّ أي فضاء لِـ لندلوف ومنتظم 

Fيكون فضاءً طبيعياً، فأنّ  H ًيكون فضاءً طبيعيا   .
، عندئذٍ الجداءGنقطة ضبابية من  زمرة لي، ولتكنGلتكن: (11)مبرىنة  يكون أيضاً نقطة 

Gضبابية من زمرة لي  G .
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: البرىان
x  ضبابيةنقطة توجد ، فبحسب تعريف النقطة الضبابية فإنّوG نقطة ضبابية من بما أنّ  Gبحيث  : 
 , 0,1y x G p     ;    0f y ،   0f x p  

Gوبما أنّ الجداء لمجموعتين ضبابيتين ىو مجموعة ضبابية من  Gبحسب ,P 2]13]حيث ،G G ىي 
 فإنّو من أجل أي نقطة،[16,2]أيضاً زمرة لي مع تبولوجيا الجداء بحسب  ,x y G G يكون  : 

       , min , 0 ; x y x y x y G         
: وكذلك

       , min , 0x x x x p       
وبالتالي بحسب تعريف النقطة الضبابية فإنّ المجموعة الضبابية تكون نقطة ضبابية   .

 
 :الاستنتاجات والتوصيات

لقد تمّ في ىذا البحث تعيين بعض الصفوف من الفضاءات التبولوجية والتي تساعدنا في حل بعض المسائل 
. الرياضية المفتوحة، كما تمّت دراسة بعض الخواص لزمر لي

نوصي بمتابعة البحث في زمر لي الضبابية، وذلك من خلال تعميم المبرىنات عمى فضاءات جديدة وبشروط 
. مختمفة، عمماً أنّو ليست كل زمرة لي ىي زمرة لي ضبابية
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