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ييدف ىذا البحث إلى دراسة مسألة رتبة زمرة صفوف تكافؤ الايديالات لمحقول التربيعية الحقيقية 

( )K d  24 حيث 2d n  عدد صحيح موجب حر من التربيع و n وبشكل , عدد صحيح موجب فردي
.   وذلك في حالات خاصة 1 رتبة زمرة صفوف تكافؤ ايديالاتيا تساوي Kخاص سنبرىن أنو لاتوجد حقول 
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  ABSTRACT    

 

This work suggests studying the order of ideal class group of real quadratic fields 

( )K d  with 24 2d n   a square free integer number and n  an odd positive integer 

number ,especially we prove that there is no such fields with order of it's ideal class group 

equal 1 , in special cases 
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 :مقدمة
. و بشكل خاص الحقول التربيعية , تم تقديم العديد من الأبحاث لدراسة زمرة صفوف تكافؤ الايديالات لمحقول 

بداية نعرض بعض ما تم التوصل اليو . و التابع زيتا , تعتمد ىذه الأبحاث عمى عدة طرق منيا المنحنيات الاىميمجية 
1861 أنو إذا كان [1] في "Biroبيّن , من قبل بعض الباحثين  p 4)2 عدد صحيح فإن 1) 1h n   . وبرىن

Jungyun Lee 5 أنو إذا كان[2] في(mod8) ≢d حيث d من نمط wide rechaud – degert فإن 
( ) 1h d  إذا كان ,  إذا و فقط :
 3, 6, 7, 11, 14, 23, 33, 38, 47, 62, 83, 167, 227, 398d  

)2 أنو إذا كان [3] في  Lapkovaكما بين  ) 4d an a  حيث ,a n عددين صحيحين موجبين و فرديين 
43.181.353, بحيث أن  n فإن ( ) 1h d  .

ثم سنقوم بحساب بعض القيم الخاصة لمتابع  , [4]سنعرض بداية بعض التعاريف و المبرىنات المساعدة من 
 . ثم ننتقل إلى المبرىنة الأساسية في ىذا البحث [4] و [3]زيتا بطريقة مشابية لما ورد في 

 
: أىمية البحث وأىدافو

تكمن أىمية ىذا البحث في  دراسة ساحات التحميل الوحيد و بالتالي البحث فيما إذا كان يمكن تحميل 
. الايديالات بشكل وحيد أم لا في ىذه الحقول 

 
: طرائق البحث ومواده

ونعطي بعض التعاريف والمبرىنات الأساسية التي سنستخدميا في , [5]نبدأ أولًا بعرض موجز لمنتائج في 
 .  [1,2,3,5,6]دراسة رتبة زمرة صفوف تكافؤ الايديالات لمحقل المدروس وذلك بالاعتماد عمى المراجع 

: تعاريف و مفاىيم أساسية
تعريف 1: 5 

)تعرف كثيرات حدود برنولي  )lB x من خلال العلاقة
0

/ ( 1) ( )( / !)Tx T n

n

n

Te e B x T n


  وسنعتبر 

l(0)أن lB B . 
 [3]:(2)تعريف

 المعطى بالعلاقة qنسمي مميز ديريخميو التابع  ( ) ,m
q q

m m   و حيث  q
 رمز جاكوبي 

: رموز و اصطلاحات 
: سنعتمد في ىذا البحث عمى الرموز التالية 

 
q

x :  أقل باقي موجب لحاصل قسمةxعمىq .
( )P Kأسرة كل الايديالات الرئيسية غير الصفرية في الحمقة KO .
( )FP Kأسرة كل الايديالات الرئيسية الكسرية غير الصفرية في الحمقة  KO .
( )FI Kأسرة كل الايديالات الكسرية غير الصفرية في الحمقة  KO. 

0نرمز ب   0 أذا كان  0 و المرافق الجبري يحقق  .
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: النتائج والمناقشة
I-  حساب بعض القيم الخاصة لمتابع زيتا: 

تمييدية 1: 5 
)       ليكن  , )e f  قاعدة للايديالI حيث ( )FI I K من أجل أي حقل تربيعي K و t عدد 

eو , صحيح موجب  e tf   و لنفرض أن ,e e o و أن w Ce Df  حيث ,o C D q  و 
/لنضع  , / , ( ) /qc C q d D q D tC q    و لنفرض أن , , ( ) ( ) ( ) s

I w q

H

Z s Z s


 



   حيث

: 2{ : (mod ), ( , ) , 0, 0}H I w q Xe Y e with X Y X Y           ,   عندئذ :
2 1

2 22 6 2 44
(0) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;t d f f

ee
Z A c c c Tr B Tr B d A tc d 

             
 مبرىنة مساعدة  1  :

2l       ليكن   ًعندئذ ,  عدداً صحيحا :

 
1 1

2 2

0 0

( ) ( 2 ) (1 )
q q

lv
l q lq

v r p q

B r v qB p
 



 

     

: البرىان
:  نفرض أن 

(1 )
1

2 2

0

( 2 )
q

q

r

R r v




  

)و لنبرىن أنو من أجل  , )g v q فإن ( ) ( )q
gR g  حيث  تابع أولر و تابع موبيوس  .

pمن أجل  q فإن  :

(2 )
1

2 2

0

; ( 2 )
p

p p p

rp q

R R R r v




   

: نناقش حالتين 

إذا كان : أولا 
q

gp فإن ( , ) 1p v  و أن
2 2 2 22 2 12( ) ( )( )r v r v

p p p
  و بالتالي

(3 )
1 1

2 2 2 22

0 0

( 2 ) ( ) ( 2 1)
p p

p p pp

r r

R r v r v 
 

 

     

)إذا كان  ) 1v
p
  2: فإن 2{ 1;0 1} { 1;0 1}vr r p r r p         تعطينا نسختين من نظام 

:و بالتالي , pبواقي تام بالمقاس
1 1 1

2 2

0 0 0

( 1) ( 1) ( ) 0
p p p

p p p

r r r

vr r r  
  

  

       و منو نجد أن   :

(4 )
1 1 1

2 2 2

0 0 0

( 1) ( 1) ( ) ( 1)
p p p

v
p p pp

r r r

vr r r  
  

  

        

)أما إذا كان  ) 1v
p
 2: فإن 2{ 1 (mod );0 1} { 1(mod );0 1}vr p r p r p r p         و 

: منو نجد أن

(5 )
1 1

2 2

0 0

( 1) ( ) ( 1)
p p

v
p pp

r r

vr r 
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:  تعطي (3) نجد أن (5) و (4)وحسب 

(6 )

1 1
22 2

0 0

1 1 1

1 2
1 1

0, 1 0, 1 0, 1

( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) (1 ) (1 2 ) 1

p p

p p p pp p

r r

p p p

r
p p pr r

r r r r r r

R r r r

r

  

  

 

 

  


 

     

    

      

 

  
 

pإذا كان  : ثانيا  g فإن p v و منو نجد أن  :

(7 )
1

2

0

( ) 1 ( )
p

p p

r

R r p p 




    

:  نجد أن (2) و التعويض في (7) و(6)بدمج العلاقتين 
(8 )( ) ( )

q

g
R g  

:  بالتالي 

 
1 1 1

0 0 0 , ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
q q q

qqv v v
gl l lq q g q

v v g q v g v q

B R B g g B   
  

   

     

:لنفرض أن 
vV

g


 و أن 
q

Q
g


:  عندئذ 

(9 )
1 1

0 0 ,( , ) 1

( ) ( ) ( ) ( )
q Q

qv V
l lq g Q

v g q V V Q

B R g B 
 

  

   

:لنضع 

1

1

0 ,( , ) 1

( )
Q

V
l Q

V V Q

B


 

  
:   عندئذ

(10
1 1 1

1

0 ,( , ) 1 ( , ) 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
V

f

Q
f

V
f

Q Q Q

V V
l l lQ Q

V V Q f V Q f Q V f Q

B f f B f B  
  

   

          )

 :  [6]وحسب الخاصة الآتية لكثيرات حدود برنولي

 
1

( 1)

0

( / ) (0)
k

l

l l

N

B t N k k B


 



  

نجد أن  

(11 )
1

( 1) ( 1) 1

0

( ) ( / ) (0)
V

f

Q
f

V
f

Q
l l l

l l lB Q f B Q B f


    



  

:  فنجد(10)في (11)نعوض 
(12 )( 1) 1 ( 1) 1

1 ( ) (1 )l l l l

l l

f Q p Q

Q B f f Q B p          

  فنجد أن (9) في (12)نعوض 
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1
( 1) 1

0

( 1) 1 1

( 1) 1 1

( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) (1 )

( ) ( ) (1 )

( ( ) 1 )

( 1) (1 )

q
q l lv

l lq g

v g q p Q

ql l l

l g

g q p Q

l l l

l

p Q

l l l l

l l

p Q p Q

B R g Q B p

B q g g p

B q p p p

B q p B q p

 

 




  



   

   

    

 

 

  

   

  

 



 
 

مبرىنة مساعدة  2 :
24      ليكن  2d n عدداً حراً من التربيع و ( )K d   عدداً صحيحاً موجباً بحيث qإذا كان  .  

q n و ( ,2) 1q  و من أجل مميز ديريخميو فردي  فان  :
1 1

2 2 2 2

( ) 2 2

, 0 , 0

(0, ) 2 ( 2 ) ( ) 2 ( 2 ) ( )
q q

D D
P K q q

C D C D

n C D B n D C B   
 

 

     

: الإثبات
1     نعمم أن  2 1d n    0و بالتالي 1 2 1d n     , ليكن( )FI I Kحيث ( , ) 1I q   

: و لنأخذ التابع زيتا 
 ( )

( ) ( )
( , ) ( , ) s

Na

I Cl I Na
a

s s
      

 . Iحيث المجموع مأخوذ من أجل كل الايديالات الصحيحة المكافئة للايديال 
)لدينا  ) 1dN    عندئذ ( )( , ) ( , ) ( , )I I Is s s        1 و( ) ( )

( , ) ( , )Cl I Cl I
s s   

  و 
1أن 

1 1

1 1

( ( )) ( )1

( )( ( ))
( , ) ( ( )) ( )( ( ))s

N bI N bs s

N II N bI
b P b P

s N I N b
  



 

   

 

   حيث :

  1 ( ); ( ) , 0FP b P K b for some I       
لنأخذ  

  

 , ,

(mod ); ( , ) 1

( ); ( ) , (mod ), 0I v q F

V v q v I and v q

P b P K b for some I v q   

  

     
 

q|بما أن n 1 فإن(mod )d q  1و بالتالي كلp P معطى بالعلاقة( ) ( )j

db    ينتمي الى 
vصف تكافؤ واحد فقط مثل  V .  وبالتالي لدينا :

1 , ,

( ) ( )1 1

( ) ( )
( , ) ( ( )) ( )( ( )) ( ( )) ( )( ( ))

I v q

N b N bs s s s

I N I N I

b P v V b P

s N I N b N I N b         

  

    

)إذا أخذنا بالحسبان أن  , ) 1I q  فإن ( ( ), ) 1N I q  و أن ( )N b  عندئذ  :
 

, ,

1

( )
( , ) ( ( )) ( ) (( ))

I v q

s sv v
I N I

v V b P

s N I      

 

    

)نفرض أن  , ); 0,e f e e  قاعدة للإيديال الكسري I 0 و ليكنe e e tf

    عندئذ من 
,أجل كل ايديال رئيسي ,I v qb P يوجد عنصر واحد  2: بحيث( ) ( ); , 1jb j 


        . 

Kفمن أجل كل عنصر , عدد غير كسري بما أن   يوجد زوج وحيد   2,X Y  بحيث  :
 ( )Xe Y e e X Y       
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2و بما أن      2فأن( )d dX Y X Y X Y         0 ومنو نجد أن, 0X Y  
,و بالتالي أي عنصر  ,I v qp P يمثل بشكل وحيد كما يمي  :

 ( ) ( ) 0 , 0b for e X Y with X Y       
0نلاحظ أنو من أجل  , 1C D q  فان العنصر v Ce Df I  بالمقاس ) يعطي نظام بواقي تام

q),  عندئذ لدينا

 
1

( )( )

, ,( )

, 0

(0, ) ( ) (0)
q

Ce Df Ce Df

I I v qN I

C D

Z  


 



  

,حيث  , (0)I v qZ ( . 1)معطاة حسب التمييدية
)لدينا  ) ( , ) ( , )

KP K Os s   1] و بأخذ, ]KI O    و بما أن ( , ) 1KO q  فحسب التمييدية 
1نجد أن  (1) 2e n 

  و بالتالي  :
2 22 , ( ) 1 , ( )( ) 4 2 , 4Kt n N O vv C D C D C nCD D n              

q|بما أن t فإن  :

 
( ) /

( )
4

qD tC q D q d

tc d tc q tc

tr n






   

    



 

:  و بالتالي 

 
22 1

, , 22 6

2 2

2 (1 ) ( ) 0 ( )

( ) ( )

K

n
O v qZ nc c c c nB d

nB c nB d

      

  
 

: و منو نجد أن 

 

1
2 2

2 2

, 0

1 1
2 2 2 2

2 2

, 0 , 0

(0, ) ( 2 )( ( ) ( ))

( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

q

I

C D

q q

C D C D

c D nB c nB d

n c D B c n c D B d

  

 






 

 

   

    



 

 

Cنجري في المجموع الأول التغيير  Dو نأخذ بالحسبان أن ( 1) 1     فنجد 

 

1 1
2 2 2 2

2 2

, 0 , 0

1 1
2 2 2 2

2 2

, 0 , 0

(0, ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

(2 ) ( ) ( 2 ) ( )

q q

I

C D C D

q q

D D
q q

C D C D

n D C B d n c D B d

n C D B n c D B

   

 

 


 

 

 

    

   

 

 

 

)سنحسب الأن  المقدار  ) (0, )I   (  : 1) و ذلك باستخدام المبرىنة المساعدة
)من أجل الايديال  )I  لدينا 

 (( ) , ) 1, (2, ) 1, 2KO q q     
]لنأخذ  , 1]KO    عندئذ:( ) [ , ] [2, ]KO         و منو يكون  :
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2 2

2 2
(( ) )

2(2 4 )

(( ) ) | | 2

( ) (2 )
K

K

v v
N O

vv C nCD D

N O

C D

 

 

  

 

 

 

و منو نجد أن  

 
22 1

( ) , , 22 6

2 2

2 (1 ) ( ) 0 ( )

( ) ( )

K

n
O v qZ nc c c c nB d

nB c nB d

       

  
 

: و بالتالي نجد 

 

1
2 2

( ) 2 2

, 0

1 1
2 2 2 2

2 2

, 0 , 0

(0, ) (2 )( ( ) ( ))

( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

K

q

O

C D

q q

C D C D

C D nB c nB d

n c D B c n D C B d

  

 






 

 

   

    



 

 

Cنجري في المجموع الأول التغيير  D فنجد  :

 
1 1

2 2 2 2

( ) 2 2

, 0 , 0

(0, ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )
K

q q

O

C D C D

n C D B d n D C B d   
 



 

     

: ومنو نجد أن 

 
1 1

2 2 2 2

2 2

, 0 , 0

(0, ) 2 ( 2 ) ( ) 2 ( 2 ) ( )
K

q q

D D
q qP

C D C D

n C D B n D C B   
 

 

     

 
مبرىنة 1 :

)      ليكن  )K d  24 حيث 2 ;d n n   5.359.541  و| n عندئذ ( ) 1h d  
: البرىان 

)    لنفرض أن ) 1h d  عندئذ جميع الايديالات رئيسية ومن أجل تابع زيتا ديدكند نجد أن  :
 ( )

( )
( , ) s

K

Na

K Na
a O

s
 



  

) و لدينا  )( , ) ( , )K P Ks s    أن[6]  في4.3و نعمم من ( , ) ( , ) ( , )K ds L s L s    و ذلك 
. [6] في 4.3 و حسب [3]حسب صيغة صف الأعداد لمحقول التخيمية في 

)و بما أن  1) 1 ; 3(mod 4) ; |q q q n     فإن 
1

1

(0, ) ( )
q

x x
q q q

x

L h q




    

mod)2لدينا أيضا  4)d  و بالتالي ( 1) 1d    و منو d و بالتالي ,  مميز فرديd q  مميز 
,0):زوجي و بالتالي  ) ( )q dL h qd     . 

ومنو نجد أن  
 ( ) (0, ) (0, ) (0, ) ( ) ( )P K q q q dL L h q h qd        

|5.359.541لنفرض أن  n 5,359,541 و أن n عندئذ ( ) 1h d  فقط إذا كان 
2 2 2
5 359 541

( ) ( ) ( ) 1    5.359.541 لنأخذ الوسيطq  عندئذ ( 1) 1q    نجد أن   (1) و حسب المبرىنة
 24

6
( ) ( ) ( 1)qh q h qd n p    
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2لنأخذ  114
6

|

( 1) 2 (294692175)
p q

B n p   112:عندئذ | B 

22:عدد فردي عندئذ nلنفرض أن  1 3( 4)n mod 4ى و لدينا; ( ) 2h qd  9( ) 2h q  و ىذا 
 . 132تناقض لأن الطرف الأيمن يقبل القسمة عمى 

 
: الاستنتاجات والتوصيات

: إنّ أىم النتائج التي توصمنا إلييا ىي 

  دراسة زمرة صفوف تكافؤ الايديالات لمحقول التربيعية
2( 4 2)K n  حيث 

(5)(359)(541) | n 1  والبرىان أن الرتبة أكبر من .
  حساب قيمة غاوس المعممة لمحقلK .
  0حساب قيمة التابع زيتا عند النقطة . 

ونوصي بالاستفادة من ىذه النتائج و استخدام ىذه الطريقة في دراسة رتبة الزمرة  الحقول التربيعية من نمط 
Rechaud-Degert . 
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