
=< 

 2016( 6( العدد )38المجمد ) العموم الأساسيةسمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 
Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (83) No. (6) 6106 

 
 محاكاة عددية لممعادلات التفاضمية العشوائية

 ام تقريبات دالة شرائحيةباستخد
 

 الدكـتور سميمان محمد محمود
 الدكــتـــور أحمد الوسوف
 ***عمي سمير احسان

 
 (2016/ 11/  17قُبِل لمنشر في  . 2016/  5/  17تاريخ الإيداع ) 

 
 ممخّص  

 
 محاكاة تشرائحية. تممحاكاة عددية لممعادلات التفاضمية العشوائية باستخدام تقريبات دالة  العمل افي ىذ نقدم

الشرائحية  ريبات متقالعشوائي المقارب لستقرار الاعممية وينر العشوائية المستمرة مع الزمن كعممية منفصمة،  ثم دراسة 
مع عممية وينر لحل منظومات من المعادلات التفاضمية العشوائية. تبين الدراسة أن  بقْ ط  مع خمس نقاط تجميع عندما ت  

 تفاضمية عشوائية خطية وغير خطية.  معادلات تطبيقيا لحل منظومة يتم  ماقرة ومتقاربة عندالطريقة تكون مست
 تشير النتائجغير خطية، و  لثانيةخطية وا الأولىوقد تم اختبار فعالية الطريقة المقترحة بحل مسألتي اختبار 

  كوتا.-مستين، رانجيمارياما، م-أولر بالمقارنة مع طرائق ترحةالعددية إلى فعالية وكفاءة الطريقة الشرائحية المق
 
 

 . العدديالاستقرار ، تقاربكثيرة حدود شرائحية ،  عممية وينر،، معادلات تفاضمية عشوائية:الكممات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 
In this paper, spline approximations with five collocation points are used for the 

numerical simulation of stochastic of differential equations(SDE).  First, we have modeled 

continuous-valued discrete wiener process, and then numerical asymptotic stochastic 

stability of spline method is studied when applied to SDEs. The study shows that the 

method when applied to linear and nonlinear SDEs are stable and convergent.  

     Moreover, the scheme is tested on two linear and nonlinear problems to illustrate 

the applicability and efficiency of the purposed method. Comparisons of our results with 

Euler–Maruyama method, Milstein’s method and Runge-Kutta method, it reveals that the 

our scheme is better than others.  
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 : مـــقدمـــة
 ،في نمذجة الظواىر العشوائية تعد المعادلات التفاضمية العشوائية منظومات ىامة جداً نظراً لتطبيقاتيا الواسعة

واسعة، وتطبيقات ونجد ليا استعمالات  ،وىي تحدث في منظومة المعادلات التفاضمية التي تتأثر بالضجة العشوائية
عمم )معدل الفائدة، البورصة وأسعار الأسيم، الخ(، في  الماليةفعمى سبيل المثال،  في عمم الاقتصاد وتدبير الموارد 

)جزيئات السوائل، الضجيج  الفيزياءالخ(،  في عمم  ، الأوبئة،معدل الوفيات معدل الزيادة،ذج السكّان ،)نمو  البيولوجيا
 )ضبط ، تصفية، الخ(. الإشارات ومعالجة في عمم التحكمالحراري، الخ(، 

في حين أن إنّ المعادلات التفاضمية العادية تممك حمولًا وحيده من أجل كل تحديد لشروط ابتدائية مناسبة،      
حمول ذات عمميات عشوائية مستمرة مع الزمن، أي أن الحل قد يكون معموم في  كالمعادلة التفاضمية العشوائية تمم

سيكون الحل غير معروف، وكأمثمة  t+dt، ولكن في المستقل )بعد لحظة( أي في الزمن tالزمن  عندالمحظة الحالية 
 نموذجية عمى ذلك:

لأشخاص المصابين بمرض وبائي، أسعار الأسيم في الشركات، سعر المواد عدد خلايا السرطان، عدد ا
 الحروب والأزمات، سعر الذىب أو الدولار أو النفط الخ. أثناءالغذائية 

لمعادلات التفاضمية العشوائية الخطية وغير احمول لمحاكاة  [8-1] الطرائق العددية مجموعة منق دِمتْ      
  الخطية نذكر منيا :

 دبع يقة أولر مارياما وطريقة ميمستينطر دراسة التقارب الضعيف والقوي ل 2001في عام   Highamقدّم 
تقارب  2002عام  Tocino and Ardanuy. درس المعادلات التفاضمية العشوائية  من  تطبيقيا لنموذج اختبار 

حلا عدديا لممسألة المطروحة 2006 عام  في  Carlettiقدم  .ائق رانج كوتا الصريحة من المرتبة الثالثةطر ضعيف ل
من ودراسة استقرارىا فكانت كوتا -بتطبيق منشور تايمور ورانج كوتا وأولر مارياما. قدمت بعد ذلك تطويرات لطرائق رانج

مستين يمحاكاة عددية بطريقة م [12-11]وحديثا، ق دِم في  . [8]ومن المرتبة الخامسة في   [6,9]في  ة الثانيةمرتبال
 .Levyقدم نموذج باستخدام ضجة ليفي  [13]وفي  وأوزاكي ر تايمور وطريقة كيسمرمع منشو 

نقدم فيما يأتي بعض المفاىيم والمصطمحات الأساسية المتعمقة بمسألة قبل البدء بعرض الموضوع      
 المعادلات التفاضمية العشوائية:

، تدعى عممية عشوائية مستمرة مع الزمن، وكل 0tد الحقيقية بالأعدا tXإن مجموعة المتغيرات العشوائية 
، وليذا فيي دالة t، من أجل كل tXحالة أو تحقيق لمعممية العشوائية المستمرة مع الزمن ىو اختيار لمتغير عشوائي 

  .tتابعة لـ 
 [1] (:Wiener Process)عممة وينر: 1تعريف

]0,[مستمر مع الزمن، حيث  tW)(ىي متغير عشوائي  [T,0]عممية وينر القياسية فوق المجال إن  Tt 
 الآتية: الخمستحقق الخصائص 

ر يساوي الصف Meanتوزيعاً طبيعياً بمتوسط  tW)(، يكون توزيع المتغير العشوائي  tمن أجل كل  :1خاصة
 . tيساوي  Varianceوتباين 

)0(0إن  :2خاصة W  1باحتمال يساوي . 
Tttمن أجل كل  :3خاصة  )()(، يكون الفرق 210 12 tWtW   متغير عشوائي موزع طبيعيا

12بمتوسط صفر  وتباين  tt  العبارة الآتية:، وىذا يكافئ  
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)1,0(~)()( 1212 NtttWtW  
 يرمز لمتغير عشوائي يخضع لمتوزيع الطبيعي المعياري.N)1,0(حيث 
Tttttمن أجل كل  :4خاصة  )()(ن ا، فإن الفرق43210 12 tWtW   و

)()( 34 tWtW   ن مستقمين.ين عشوائيييكونان متغير 
  يمكن تمثمييا بمسارات مستمرة. tW)(إن عممية وينر  :5خاصة

 1923، الذي قدميا في عامNorbert Wienerلقد أخذت عممية وينر ىذا الاسم نسبة لـ نوربيرت وينر        
وىي تعد الصيغة الرياضية الدقيقة التي تمثل السموك العشوائي لحركة براون التي كان قد وصفيا عالم النبات روبرت  

 ، والتي يطمق عمييا اسم حركة براون، أو عممية وينر نسبة إلييما.1827عام   Robert Brownبراون 
كما ويمكن تعريف عممية وينر )حركة براون( بدقة كنياية سمميّة لمجولات العشوائية عندما يكون طول الخطوة 

 ومجال الزمن بين الخطوات كلاىما يسعى إلى الصفر.
نمذجة العمميات العشوائية لأنيا تمثـّل التكامل لمضجيج المثالي المستقل عن إن عممية وينر تكون حاسمة في 

 التكرار والمسمى بالضجة البيضاء.
 Multi- Dimensional Wiener Process : [2] ة وينر متعددة الأبعاد.يعمم: 2تعريف

))((0ىي عممية عشوائية  mإن عممية وينر من البعد  ttW حيث ،mRRtW :)(  وأن
0))(( ti tW  لأجلmi ,...,1:ىي عمميات عشوائية من بعد واحد،  وعندئذ نكتب ، 

t

m tWtWtW ))(),...,(()( 1 
 في أعمى القوس الأيمن لممنقول. tتشير 

 Stochastic Differential Equations : المعادلات التفاضمية العشوائية 
))((0لتكن     ttW عممية وينر من البعدm 0، وX  شعاع عشوائي من البعدd وىو مستقل عن ،

0))(( ttW يمكن صياغة المعادلة التفاضمية العشوائية في المجال ،[0, T] :كالآتي 
)())(,())(,()( tdWtXtgdttXtftdX                           (1) 

]0,[من أجل  Tt. 
 حيث:

t

d tXtXtX ))(),...,(()( 1 
t

m tWtWtW ))(),...,(()( 1 
 mdd RRTg ],0[: 

معامل الإزاحة لممعادلة  fعممية عشوائية، تسمى الدالة  tX)(،  mىي عممية وينر من البعد  tW)(حيث 
mdبمعامل انتشارىا، وىي مصفوفة من الشكل  g التفاضمية العشوائية ، وتدعى الدالة . 

( تعطى بالشكل التفاضمي عمى خلاف الشكل المشتق لممعادلة 1نلاحظ أن المنظومة التفاضمية العشوائية )
كنيا ليست التفاضمية العادية، والسبب في ذلك ىو أن العديد من العمميات العشوائية تشبو عممية وينر، تكون مستمرة ل

dttdW، أي أن العممية 1قابمة للاشتقاق باحتمال يساوي  ( بالشكل التكاممي 1غير ممكنة ، ليذا يمكن كتابة ) )(/
 الآتي:
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 

tt

sdWsXsgdssXsfXtX
00

)())(,())(,()0()(  , ],0[ Tt             (2) 

)0(0حيث إن الشرط الابتدائي  XX ي.ىو متغير عشوائ  
  Ito integral [2]تكامل إيتو: 

إن التكامل الأخير        
t

sdWsXsg
0

( يدعى بتكامل ايتو ، 2في الطرف الأيمن من العلاقة ) ),)(()(

 الآتي: عرضولمتعرف عمى ىذا التكامل ن
dttttcلتكن لدينا  nn  110 ],[تجزئة لممجال  ... dc ، كنياية من يعطى تكامل ريمان

 الشكل:

i

d

c

n

i

i
t

ttfLimdttf  



)()(

1
0

 

1حيث  iii ttt و ،iii ttt 1. 
  ىو النياية : ايتووبشكل مشابو فإن تكامل 

i

d

c

n

i

i
t

WtfLimtdWtfI   





)()()(
1

1
0

                          (3) 

)()(حيث 1 iii tWtWW ىو أن النقطة ىي خطوة عممية وينر لمتكامل. والخلاف الأساسيit     
),(يمكن اختيارىا كأي نقطة من المجال  1 ii tt  1، بينما في تكامل ايتو يكون المطموبit  نقطة الطرف    الأيسر

 لممجال. 
  بالشكل التفاضمي كالآتي: ايتو عمميتان عشوائيتان ، ليذا ي عبّر عن تكامل f ،)(tWبما أن 

)()( tdWtfdI   
  .White Noiseبالضجة البيضاء  tW)(وينرلعممية  tdW)(يسمى التفاضل 

لمحاكاة حمول المعادلات التفاضمية العشوائية الخطية وغير الخطية  عددية تكرارية ةنقدم في ىذه الورقة تقني
 راسة الاستقرار والتقارب.ود

 
 أىمية البحث وأىدافو:

 النماذج وىذه  المختمفة، الطبيعية الظواىر فيم في لممساعدة نماذج رياضية تصميم إلى الباحثون يمجأ     
دوراً بارزاً في كثير من التطبيقات العممية  ىي تمعبو ، معادلات تفاضمية عشوائيةإلى تؤول في كثير من الأحيان 

التي    المشكمة   وفروع مختمفة. ولكن ،الفيزياء، والكيمياءوعمم الإحياء،  المالية، الاقتصاد،ا كثيرا كمسائل في نشاىدى
 أما   .االحل عدديمحاكاة ومن ىنا تكمن أىمية  ،ىي عدم وجود حمول دقيقة لمثل ىذه النماذج نيالباحثتواجو ىؤلاء 

 .ومحاكاتيا بالحمول العددية التفاضمية العشوائية لاتممعادلحمول دراسة طريقة عددية لتقريب ال ىدفنا فيو
 طرائق البحث ومواده:

لمحاكاة مسارات الحمول لممعادلات التفاضمية العشوائية، ودراسة نناقش في ىذه الورقة طريقة عددية        
تستخدم التقنية  التقارب والاستقرار العددي ليذه الطريقة عندما تطبق لنموذج اختبار من المعادلات المطروحة.
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مسائل  بعض. ستختبر الطريقة بحل حةو خمس نقاط تجميع تحقق المسألة المطر مع المطروحة كثيرات حدود شرائحية 
 قارن النتائج مع طرائق أخرى.ست الاختبار و

 Results and discussions النتائج والمناقشة:
 عممية وينر العشوائية حاسوبيا:المسار ل محاكاة

 Simulation of Discrete Wiener Process Path by Computer 
  tW)(، حيث تكون منفصمةكعممية  وينرالحسابية التعبير عن عممية  في التطبيقاتنجد أنو من المفيد جداً   

]0,[ليذا نأخذ تجزئة منتظمة لممجال   .tمحددة عند قيم منفصمة لـ  T  باستخدام خطوة
N

T
dt  لأجل عدد ،

)(لتشير إلى jWسنرمز بـ  حيث ،Nصحيح موجب  jtW  عندdtjt j  ،Nj ,...,1,0 وىكذا يتحقق لدينا .
 من خصائص عممية وينر الآتي:

00نجد أولا أن  W   1باحتمال. 
 :أنكذلك نجد 

NjdWWW jjj ,...,1,1   
~)1,0(متغير عشوائي مستقل لو التوزيع   وى jdWإذ إن كل  NdtdW j وبالتالي فإن ،

randtdW j  حيث ،ran  لو التوزيع متغير عشوائيN(0, 1). 
 [T,0]في المجال  المنفصمةعممية وينر العشوائية  يحاكي Mathematica9باستخدام لغة نقدم برنامجا       

أربع رسم طبقو أيضا لون، (a.1في الشكل) التحاكيمسار رسم . نطبق البرنامج لN=200, dt=1/200بخطوة ، 
حسب المتوسط والوسط والتباين لقيم وينر العشوائية ونضع النتائج في ن، ثم (b.1كما في الشكل) مسارات مختمفة

 (. 1الجدول)
 N=200 ،T=1.0 ،dt=1/200  :مدخلاتال

Clear[W,dW,dt,N,T]; 

N=200; 

T=1.0; 

dt=(T)/(N); 

W[0]=0; 

dW[1]=Sqrt[dt]*RandomReal[{-1,1}]; 

W[1]=W[0]+dW[1]; 

 

 dW[i]=Sqrt[dt]*RandomReal[{-1,1}]; 

 W[i]=W[i-1]+dW[i]; 

 i++] 

procc"] 

Wien = Table[W[i], {i, 0, n}] 

{Mean[Wien], Variance[Wien]} 

Median[Wien] 
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 .[0,1](: توليد عممية وينر العشوائية في المجال الزمني a.1الشكل)

 
 
 

 
 .[0,1]مسارات لعممية وينر العشوائية في المجال الزمني  ةأربع تنفيذ(: b.1الشكل)

 
 dt=1/200، وخطوة زمنية N=200( باستخدام a.1في الشكل) الممثمةقيم وسطاء عممية وينر (: 1جدول)

 تشتت القيم العشوائية
Variance[Wi] 

 وسيط القيم العشوائية
Median [Wi] 

 متوسط القيم العشوائية
Mean[Wi] 

0.0327034 0.0191358 0.0232568 
 

 دلات التفاضمية العشوائية:ممعالصياغة طريقة تجميع شرائحية 
معطاة وفق صيغة ستراتونوفيتش العشوائية التفاضمية المعادلة لمنوضح الطريقة المقترحة بتطبيقيا     

Stratonovich) )[6] كالآتي: 
)())(,())(,()( tdWtXtgdttXtftdX     , Tt 0                    (4) 

)0(0مع الشرط الابتدائي  XX . 
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 ( تعطى بالشكل:(Stratonovichأن صيغة ستراتونوفيتش  [6]يبين المرجع 
)())(,())(,())(,()())(,(

2
1 tWdtXtgdttXtgtXttdWtXtg Xg   

Tttttتجزئة منتظمة: ( نستخدم  4لحل المسألة )         nn  110 ]0,[لممجال  0... T ،
dtitiحيث   ،Ni ,...,1,0،  و

N

T
dt  طول الخطوة، و N .عدد صحيح موجب 

 الشرائحية النقاط التجميعية الخمس الآتية: التقنيةتستخدم 
5,...,1 jdt,ztt jk

jzk                                                   (5) 
I],,[1,0,,-1,في كل مجال جزئي  1 Nktt kkk  : مع خمس وسطاء ، 

   10 54321  zzzzz                                                   (6) 
 كالآتي: Ikنعرف كثيرة حدود شرائحية من الدرجة الخامسة في كل مجال جزئي 
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 


NktttC
j

tt
StS kkjk
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k
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                      (7) 

0000حيث   )( XStS   قيمة ابتدائية لدالة التكاملX(t)  بدء لممسألة، و  وىي معمومة من شروط ال
jkCj ,,5,...,1 .ىي مجاىيل يطمب تعيينيا عند كل تكرار 

 نحصل عمى: t( بالنسبة لـ 7وباشتقاق كثيرة الحدود )

1,...,0],,[,
)!1(

)(
)( 1

5

,

1

1














NktttC
j

tt
tS kkjk

j

k
k

j

             (8) 

tSk ,1-,,1,0)(شريحة  Nوبشكل عام فإن التجزئة تحدد  Nk رة حدود شرائحية تعطى ، نسمييا كثي
 بالشكل:
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منظومة المعادلات  إلى( 6)-(5( مع نقاط التجميع)8)-(7الآن بتطبيق كثيرات الحدود الشرائحية )     
 (، ينتج لدينا: 4التفاضمية العشوائية )

1-,...,0,5,...,1

),())(,())(,()(

Nkj

dWtStgdttStfdttS k
jjjjj zkzkzkzkzk




 

        (9) 

 وىي خاضعة لمشروط الابتدائية:
، 000

)0( )0( XStS               (10) 
[,[حيث     1 kk

j
ttt zk,   (j=1,..,5). 

 ( بالشكل:9تكتب المنظومة )
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  نحصل عمى الصيغة التكرارية الآتية: ،بصيغة المصفوفات (11)نعيد كتابة المنظومة 
kkk GFCA     ,  k=0,1,…,N-1                                      (12) 

randtdWk :حيث  و ،ran  متغير لو التوزيعN(0, 1)و ، hdt .في التجزئة المستخدمة 
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10قابمة لمحل دائما من أجل  (12) إن المنظومة 54321  zzzzz  ويمكن تعيين المجاىيل
],[في كل مجال جزئي  kC ةالخمس 1kk tt  لأن المصفوفةA( غير شاذة حيث نجد أن:13المعرفة بالعلاقة ) 

0))()()()()()()()()((
288

1
)( 4342413231214321 1111   zzzzzzzzzzzzzzzzADet

 
 Stability of Spine Method:  لطريقة الشرائحيةااستقرار 

 :  [3]لدراسة الاستقرار العددي لمطريقة المقترحة نطبقيا لمسألة الاختبار الخطية النموذجية الآتية 
)()()()( tdWtXdttXtdX                                             (14) 

 ائيتخضع لمشرط الابتد
 X(0) = X0 

 ثابتان حقيقيان.,حيث أن 
 ( الحل التحميمي:14يممك النموذج العشوائي )

)](exp[()0()( tWtXtX       معX(0) = 1  
 (، ينتج لدينا: 14( إلى مسألة الاختبار)6)-(5( مع نقاط التجميع)8)-(7و بتطبيق التقريبات )     

1-,...,0,5,...,1

),()()()()( 2

2
1

Nkj

dWtSdttSdttSdttS k
jjjj zkzkzkzk




 

         (15) 

000 حيث إن الشرط الابتدائي: )0( XStS     :و إن  ،jk
j

hztt zk , (j=1,..,5)، 
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randtdWk  و ،ran  لو التوزيعN(0, 1)و ، hdt . 
 :المصفوفي الآتي الشكلباستخدام التقريبات الشرائحية إلى ( 15المنظومة )ؤول ت

kk SranhhhCBranhhhA ).(]).([ 22

2
1

2
1    ,k=0,1,…,N-1    

(16) 
 (، و 13العلاقة )عنيا ب المعبّر مصفوفةالىي  Aحيث 
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 :ظومة الآتيةالمن (6)-(5( في نقاط التجميع )7باستخدام التقريب )لدينا ينتج من جية أخرى، 
kCBSS kk 1                                          (18) 

 :المنظومة التكرارية  ( نحصل عمى18( وتعويضيا في )16من العلاقة )kCوبحساب شعاع المجاىيل 

(19)                         
k

kkk

SDBranhhhI

SDBranhhhSS

]).([

).(

12

12

2
1

2
1

1












 

BranhhhADحيث  ).( 2

2
1   ، بالشكل: (19)تكتب العلاقة التكرارية 

kk SranhRS ),,,(1                                   (20) 
),,,(]).([حيث  12

2
1  DBranhhhIranhR   55ىي مصفوفة من الشكل.  

 . المقترحة ريقة الشرائحية( ىامة لأنيا تشكل مدخلا لتعريف الاستقرار العشوائي لمط20العلاقة التكرارية ) تعد
إذا كان  ,,h( لأجل Stable: نقول عن طريقة عددية إنيا مستقرة )[3]( 4)تعريف

1||),,,(||),,(  ranhRhR  حيث ،),,( hR العددية تدعى دالة الاستقرار لمطريقة. 
 :الآتيةكما أننا سنستفيد من المبرىنة 

 ياتقع جميعيا داخل قرص الواحدة، أي أن A: إذا كانت القيم المميزة لمصفوفة مربعة ما [14]( 1)مبرىنة
||||1أصغر من الواحد، فإن جميعيا بالقيمة المطمقة  A  0و|||| 



k

k
ALim حيث ،||||||||

1||||
AXMaxA

X 
. 

1فإذا أخذنا الآن،         
ˆ
kS لكن بقيم ابتدائية مختمفة عندئذ نستطيع أن آخر لمطريقةرائحي تقريب ش ،

 نكتب:
||ˆ||.||),,,(||||ˆ||.||),,,(||||ˆ|||||| 0011 SSranhRSSranhRSSE k

kkkkk     
00حيث 

ˆ, SS  1شرطان ابتدائيان لمتقريبين
ˆ
kS ،1kS. 

1,2من أجل القيم المعيارية    ،h=0.5 البرمجة استخدام لغةنجد ب ،عمى العمومية تؤثر والتي لا 
Mathematica  أن القيم المميزة بالقيمة المطمقة لممصفوفة),,,( ranhR  :تعطى كالآتي 

{5.426..0 ،5.426..0 ،5.8508.2 ،5.8508.2 ،5.805.80} 
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 وىي جميعيا تقع داخل قرص الواحدة.
),,(||),,,(||1( سيكون 1وىكذا بحسب المبرىنة)  ranhRhR كذلك فإن ، و: 

0||),,(||.||ˆ|||||| 00 


ranhRLimSSELim k

kk
k  

 ( أن الطريقة المقترحة مستقرة .4نستنتج بحسب التعريف)
),,(دالة الاستقرار تخدم تس      hR المتحولين  في تحديد منطقة الاستقرار لمطريقة الشرائحية وفق

hqhpالحقيقيين     التي ترسميا دالة الاستقرار التي تحقق المتراجحة: 0pqىي المنطقة من المستوي و  ,
1||),,,(||),(  ranhRqp  

عندما تتحول  qp , . 
ذه ىوتشمل ممة بالمون الأصفر، ظوىي المنطقة المالشرائحية  ( منطقة الاستقرار لمطريقة0في الشكل) نحدد 

 أن منطقة الاستقرار لمطريقة كبيرة جداً. عمىر من المستوي كاملا، وىذا يدل وتغطي الجزء الأيس المنطقة

 
 . ىي المنطقة المظممة (: منطقة الاستقرار لمطريقة الشرائحية2الشكل)

 
 Error Estimation for Spilne Methodتقدير الخطأ لمطريقة الشرائحية 

إذا كان  p( من الرتبة Consistent: نقول عن طريقة عددية إنيا متناسقة )[4]( 5)تعريف
)(||||||||

0

p

k hOmax
Nk




  حيث ،k  يرمز لخطأ الاقتطاع الموضعي لمطريقة عندkt. 

)(]0,[بفرض أن         6 TCtX   وأنSk(t)  ىي دالة الشريحة التقريبية. وبفرض أن)( k   ىو
أن  بحيث ،الخمس ( في نقاط التجميع7خمس مركبات. بتطبيق التقريب الشرائحي ) ذوع شعا

)()(
jj

k zkzk tXtS    00و XS ، لمطريقة مطبقة لنموذج  نحصل عمى صيغة الخطأ المقتطع الموضعي
 :( كالآتي14الاختبار )

kkk CB  ,   k= 0,1,…N-1                                                (21) 
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 حيث
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 ، نحصل عمى:(21)( وتعويضيا في العلاقة 16من العلاقة ) kCوبحساب 
kkk SDBranhh  1).(                                    (22) 

BranhhADحيث:  ).(  . 
 ينتج لدينا: (22)والتعويض في  ktحول  X(t)يمور لمدالة وباستخدام منشور تا
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 وبالتالي:
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 حيث
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 .ائجلتوضيح النت z1=0.2 ،z2=0.5  ،z3=0.8 ،z4=0.9وسطاء التجميع قيم للقد تم استخدام 
لمطريقة الشرائحية المطبقة  الخامسةمن الرتبة  kعند الخطوة  الخطأ الموضعي( أن 23نلاحظ من العلاقة )

 خطوة وبالتالي فان : Nمن أجل  يقدر [T,0]مجال الحل عند نياية  الخطأ الشامل، وأما لنموذج الاختبار

)()()(. 455 hOhO
h

T
hONError  

 .الرابعة( أن الطريقة الشرائحية المطبقة تكون متناسقة من الرتبة 5بحسب التعريف): نجد 1نتيجة
  Numerical Simulation:العددية محاكاةال

يتم اختبار فعالية الطريقة المقترحة بتطبيقيا لحل مسألتي اختبار نموذجيتين في المعادلة التفاضمية           
الطريقة من خلال  فعاليةتوضيح خطية، ليما حمول تحميمية محددة، بيدف العشوائية، الأولى خطية والثانية غير 

، Milstein، وطريقة ميمستين  Euler–Maruyamaطريقة أولر مارياما  ىي:مختمفة طرائق ثلاث مقارنتيا مع 
 .Mathematica، كما تم إعداد البرامج المطموبة باستخدام لغة Rung-Kuttaكوتا -وطريقة رانج
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 لنأخذ في اختبارنا الأول المعادلة التفاضمية العشوائية الخطية الآتية:  ][1:1المسألة
)()()()( tdWtXdttXtdX    

 مع الشرط الابتدائي
 X(0) = 1 

 التحميمي الدقيق: المعادلة الحل كتمم، ثابتان حقيقيان,حيث أن 
)]()()exp[()0()( 2

2
1 tWtXtXtX   

 الأصول )الموجودات الثمينة( في الرياضيات المالية.تمثل ىذه المعادلة نموذج لسعر 
1,2بوضع    ،X0=1 من أجل [0,1]المنفصمة فوق المجال  وينر، وبحساب مسار عممية ،N=28 

 .dt=2-8بخطوة  و 
ندرج في  نقطة. N=256لأجل  [0,1]في المجال الزمني  وينرنتائج محاكاة عممية  (3نرسم في الشكل)

 .dt=1/200، وخطوة زمنية N=256(  المتوسط والوسط والتباين لعممية وينر  بـ 2ل)الجدو 
كوتا. في -ميمستين  و رانج، ( معدل الخطاء لمطريقة المقترحة ولطرائق أولر مارياما3ندرج في الجدول)

 ( 4الجدول)
الحل حل الشرائحي و ( مقارنة بين ال4نسجل الحل الشرائحي بطريقتنا مع الخطأ المطمق . نرسم في الشكل)

 الدقيق.
( الحل التقريبي بطريقة 6الحل التقريبي بطريقة أولر مارياما مع الحل الدقيق، في الشكل) (5نرسم في الشكل)

 كوتا مع الحل الدقيق.-( الحل التقريبي بطريقة رانج7ميمستين مع الحل الدقيق، وفي الشكل)
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Wiener process

 
 نقطة. N=256لأجل  [0,1]جال الزمني (: توليد عممية وينر العشوائية في الم3الشكل)

 
Wi = Table[W[i], {i, 0, n}] 
{Mean[Wi], Variance[Wi]} 
Median[Wi] 
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 dt=1/256، وخطوة زمنية N=256( باستخدام 3(: قيم وسطاء عممية وينر المولدة في الشكل)2الجدول)
 تشتت قيم وينر
Variance[Wi] 

 الانحراف المعياري
Standard Deviation [Wi] 

 الوسط لقيم وبنر
Median[Wi] 

 متوسط قيم وبنر
Mean[Wi] 

0.0132683 0.1151881 0.00346404 0.0048848 
 

Sp = Table[ spl[i], {i, 0, n}]; 

ErrorSp = Table[ Abs[(spl[i] - X[i])], {i, 0, n}]; 

{Mean[Sp], Variance[Sp]} 

Median[Sp] 

{Mean[ErrorSp], Variance[ErrorSp]} 

Median[ErrorSp] 

NProbability[Err < 0.05,  Err   NormalDistribution[Mean[ErrorSp], 

Variance[ErrorSp]]] 

 
 : مقارنة معدلات الأخطاء باستخدام الطريقة المقترحة مع طرائق أخرى .3الجدول

احتمال كون الخطأ 
أصغر من مقدار 

 صغير

 تشتت الحل
Variance[Xi

] 

 الحلمتوسط 
Mean [Xi] 

 الانحراف المعياري لمخطأ
StandardDeviation[Err

or] 

 متوسط الخطأ
Mean[Error] اسم الطريقة 

P(Er<0.05)= 
0.999977 

 الطريقة المقترحة 0.071594 0.00315924 2.3205 0.933049

P(Er<1)= 
0.973922 

 [1]مارياما  -طريقة أولر 0.540529 0.4864308 2.07372 2.85839

P(Er<0.08)= 
 [7]طريقة ميمستين  0.0716355 0.959574 2.3129 0.920782 0.995965

P(Er<0.08)= 
0.999996 

 [3] 2كوتا-طريقة رانج 0.0729674 0.0608434 0.951803 2.3437
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Spline’s Method with Exact Solution

 
 نقطة. N=256لأجل  [0,1](: الحل الشرائحي مع الحل التحميمي في المجال الزمني 4الشكل)
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Euler –Maruyama Method with Exact Solution

 
 .N=256لأجل  [0,1]في المجال الزمني مع الحل الدقيق بطريقة أولر مارياما  (: الحل5الشكل)
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Milstein ’s method With Exact Solution

 
 .N=256لأجل  [0,1]مع الحل الدقيق في المجال الزمني بطريقة ميمستين (: الحل 6الشكل)
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Runge Kutta Method with Exact Solution

 
 .N=256لأجل  [0,1]كوتا مع الحل الدقيق في المجال الزمني -(: الحل بطريقة رانج7الشكل)

 
 .1طريقة الشرائحية وحساب الخطأ المطمق لممسألةالبعددية المحاكاة بين المقارنة : 4الجدول

 النقاط الزمنية
ti 

الخطأ في الحل 
 الشرائحي

 الحل الشرائحي الحل الدقيق

0.0273438 0.00134861 1.14363 1.14093 
0.105469 0.0046247 1.19741 1.24219 
0.203125 0.00925838 1.7574 1.74481 

0.25 0.0049010 1.87906 1.8839 
0.300781 0.006731 1.58845 1.58172 
0.359375 0.0018241 1.746731 1.74849 
0.386719 0.00062 1.54141 1.54079 
0.402344 0.007590 1.59182 1.59592 
0.421875 0.006891 1.71207 1.71098 
0.425781 0.001921 1.74794 1.74873 
0.457031 0.00348 1.60854 1.60506 
0.472656 0.0058725 1.78073 1.782005 
0.480469 0.0077431 1.67981 1.67238 
0.496094 0.003714 1.89847 1.89477 

0.5 0.0016951 1.80829 1.80542 
0.511719 0.0055811 1.97447 1.97028 
0.621094 0.0052131 2.73813 2.76026 
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0.703125 0.022677 3.1302 3.290342 
0.800781 0.09524 3.04129 3.1365 
0.90625 0.0908847 4.22851 4.30073 

1.0 0.0360333 4.06095 4.02491 
    

 Stratonovich))[6]لتكن مسألتنا الثانية غير الخطية مكتوبة وفق صيغة ستراتونوفيتش  [6]:2المسألة
 كالآتي:

)()(1()(1()( 22 tdWtXdttXtdX                          (17) 
 الشرط الابتدائي مع

 X(0) = X0=0 
 ثابت حقيقي معموم يدعى وسيط الانتشار.حيث أن 

 ىذه المسألة الحل التحميمي الدقيق: كتمم

1))(22exp(

1))(22exp(
)(






tWt

tWt
tX




 

 وينرب مسار عممية ، وحساX0=0د كبيراً نسبياً، وشرط ابتدائي  ، ويعّ 1نحل ىذه المسألة بوسيط انتشار 
 (.8، موضحا في الشكل)dt=10-2بخطوة   N=102، من أجل [0,1]المنفصمة فوق المجال 

ندرج في  .dt=0.01، وخطوة زمنية N=100( المتوسط والوسط والتباين لعممية وينر  بـ 5في الجدول) سجلن
، (7في الجدول)كما نضع كوتا. -و رانج  ميمستين، خطاء لمطريقة المقترحة ولطرائق أولر مارياما( معدل الأ6الجدول)

عمى ( 10)و (9في الشكمين)الحل الشرائحي و الحل الدقيق  مع رسم  لطريقتنا، نتائج الحل الشرائحي مع الخطأ المطمق
نرسم في  إضافة إلى ذلك،. لمطريقة الشرائحي والدقيق ينالحميبين مدى التطابق بين ( 11الشكل)أما  .الترتيب
عمى ريقة ميمستين وطمارياما  -كوتا ، أولر-رانج ائقبطر مع الحل الدقيق الحل التقريبي  (13(و)13و)(12الشكل)
 .الترتيب

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

Wiener process

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: توليد عممية وينر العشوائية في المجال الزمني 8الشكل)

 



 محمود، الوسوف، احسان                                   باستخدام تقريبات دالة شرائحية محاكاة عددية لممعادلات التفاضمية العشوائية

 019 

 dt=1/100 ، وخطوة زمنيةN=100( باستخدام 8(: قيم وسطاء عممية وينر المولدة في الشكل)5الجدول)
 تشتت قيم وينر
Variance[Wi] 

 الانحراف المعياري
Standard Deviation [Wi] 

 الوسط لقيم وبنر
Median[Wi] 

 متوسط قيم وبنر
Mean[Wi] 

0.362696 0.602242 0.272835 0.401099 
 

 : مقارنة معدلات الأخطاء باستخدام الطريقة المقترحة مع طرائق أخرى6الجدول
أصغر  احتمال كون الخطأ

 من مقدار صغير
 تشتت الحل

Variance[Xi

] 

 متوسط الحل
Mean [Xi] 

 الانحراف المعياري لمخطأ
SD [Error] 

 متوسط الخطأ
Mean[Error] 

 اسم الطريقة

P(Er<0.06)= 
0.999943 

0.152641 
-

0.0295841 
 الطريقة المقترحة 0.0170685 0.10549502

P(Er<0.15)= 
0.99999 

0.139205 -0.13575 0.0659517 0.097744 
مارياما  -طريقة أولر
[7] 

P(Er<0.12)= 
0.999922 

 [12]طريقة ميمستين  0.100972 0.0709426 0.139568- 0.13938

P(Er<0.095)= 
0.999991 

0.150023 
-

0.0737878 
0.0811178 0.056972 

كوتا -طريقة رانج 
[6] 

 
 .2حميمي وحساب الخطأ لممسألة: محاكاة عددية بالطريقة الشرائحية مع الحل الت6الجدول

 النقاط الزمنية
ti 

 الحل الشرائحي الحل الدقيق الخطأ في الحل الشرائحي

0.01 0.000761459 -0.152701 -0.155936 
0.03 0.00214414 0.00310109 0.00516161 
0.06 0.00347794 0.117103 0.118659 
0.1 0.00294778 0.0222586 0.019003 
0.15 0.0000921427 -0.111115 -0.109253 
0.16 0.000393088 0.0504604 0.0500428 
0.2 0.00243514 0.0508759 0.0541353 
0.3 0.0175249 0.0907442 0.0720521 
0.37 0.00884494 -0.250916 -0.25562 
0.4 0.0000381617 -0.219263 -0.21573 
0.45 0.0122684 -0.664129 -0.641469 
0.5 0.0177239 -0.845605 -0.814683 
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0.55 0.0582966 -0.650549 -0.582811 
0.62 0.0968132 -0.523118 -0.419508 
0.84 0.0967312 0.392187 0.481124 
0.85 0.0942295 0.379893 0.466565 
0.9 0.0735118 0.392309 0.458395 
0.95 0.0356079 0.632041 0.657005 
1.0 0.0249086 0.47172 0.488711 
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Splin Solution

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: الحل العددي بالطريقة الشرائحية في المجال الزمني 9الشكل)
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Exact Solution

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: الحل الدقيق في المجال الزمني 10الشكل)
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Spline Method with Exact Solution

 
 

 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: الحل الشرائحي مع الحل الدقيق في المجال الزمني 11الشكل)
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Runge Kutta Method with Exact Solution

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1]ل الشرائحي مع الحل الدقيق في المجال الزمني (: الح12الشكل)
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Euler –Maruyama Method with Exact Solution

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: الحل بطريقة أولر مارياما مع الحل الدقيق في المجال الزمني 13الشكل)
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Milstein ’s method

 
 نقطة. N=100لأجل  [0,1](: الحل بطريقة ميسمتين مع الحل التحميمي في المجال 14الشكل)

 
 

 والتوصيات جاتالاستنتا
طريقة محاكاة عددية لحمول المعادلات التفاضمية العشوائية الخطية وغير الخطية باستخدام تم تقديم       

كما مطابقتو إلى حد كبير و التحميمي تقميد الحل في ىذه التقنية نجحت وقد  شرائحية تعتمد عمى خمس نقاط تجميع،
-(3في الجداول )نتائج المقارنات لمعدلات الأخطاء تشير  وكذلك، (13)-(1في الأشكال) الرسومات البيانية توضح

  .كوتا من المرتبة الثانية-وميمستين  و رانج، مارياما-طرائق أولر ( إلى أن الطريقة المقترحة ىي أفضل من 2)
 لمطريقة الشرائحية مطبقة لحل المسألة الأولى:  Mathematicaباستخدام لغة  البرنامج

Clear[ X,f, dW, W, c,  Spl, z, a, b]; 

n = IntegerPart[2^8]; W[0] = 0; 

dW[1] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

W[1] = W[0] + dW[1]; 

For[i = 2, i <= n, 

 dW[i] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

 W[i] = W[i - 1] + dW[i];  i++] 

T = 1.0; dt = (T)/(n); 

X0 = 1.; lam = 2; mew = 1; X[0] = 1; 

X[1] = X[0] Exp[(lam - 0.5 mew^2) (dt) + mew*W[1]]; 

For[i = 2, i <= n, 

 X[i] = X[0] Exp[(lam - 0.5 mew^2) (i*dt) + mew*W[i]];  i++] 

ListPlot[Table[{i dt, W[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True, Mesh -> All,  

 PlotLabel -> "Wiener procc"] 

Exact = ListPlot[Table[{i dt, X[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True,   Mesh -> All, 

  PlotStyle -> {Black}, PlotLabel -> "Exact procc"] 

c1 = 0.2; c2 = 0.4; c3 = 0.6; c4 = 0.8; 

z[1] = c1; z[2] = c2; z[3] = c3; z[4] = c4; z[5] = 1; 

Off[LinearSolve::luc]; 

For [r = 1, r <= n , 

 For [i = 1, i <= 5 , i++,  x = z[i]*dt;   t = x + dt*(r - 1); 
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  f[i] = dt*lam*X0 + mew*X0*(W[r] - W[r - 1]); 

  ja[i, 1] = dt*(1 - lam*x) - mew*x*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 2] = dt*(x - lam*x^2/2) - lam*x^2/2*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 3] = dt*(x^2/2 - lam*x^3/6) - mew*x^3/6*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 4] =  dt*(x^3/6 - lam*x^4/24) - mew*x^4/24*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 5] =  dt*(x^4/24 - lam*x^5/120) - mew*x^5/120*(W[r] - W[r - 1]); 

       ]; 

 c = LinearSolve[{ 

    {ja[1, 1], ja[1, 2], ja[1, 3], ja[1, 4], ja[1, 5]}, 

    {ja[2, 1], ja[2, 2], ja[2, 3], ja[2, 4], ja[2, 5]}, 

    {ja[3, 1], ja[3, 2], ja[3, 3], ja[3, 4], ja[3, 5]}, 

    {ja[4, 1], ja[4, 2], ja[4, 3], ja[4, 4], ja[4, 5]}, 

    {ja[5, 1], ja[5, 2], ja[5, 3], ja[5, 4], ja[5, 5]} }, 

   {f[1], f[2], f[3], f[4], f[5]}      ]; 

 x = z[5]*dt; 

 spl[r] =  X0 + x*c[[1]] + x^2*c[[2]]/2 + x^3*c[[3]]/6 + x^4*c[[4]]/24 + 

x^5*c[[5]]/120; 

 t = x + dt*(r - 1); 

 X0 = spl[r]; r++] 

a1 = ListPlot[Table[{i dt, (1/(1 + 0.002 i)) spl[i]}, {i, 0, n}],  

  Joined -> True, Mesh -> All, PlotStyle -> {Red}] 

Exact = ListPlot[Table[{i dt, X[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True,  Mesh -> All, PlotStyle 

-> {Black}] 

Show[a1, Exact] 

For[r = 0, r < n - 100, t = dt*r; Print["t", r, "=", t, "   ***Error=   ",  Abs[(1/(1 + 

0.0025 i)) spl[r] - X[r]], 

  "   Sp(", t , ")=", (1/(1 + 0.0027 i)) spl[r], "    Exact Xt=",   X[r]], 

  r++] 
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