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 ممخّص  
 

 ليدف من ىذا البحث مناقشة الشروط اللبزمة والكافية لاستمرارية المؤثر التكاممي الخطـــــــيا
في فضاء أورليتش عمى مجموعة متراصة لدوال محققة لشروط قياس لوبيغ في الفضاء الاقميدي المنتيي البعد 

تابع والنظيم في إثبات صحة بعض المبرىنات في N يواستخدام شروط دالة القياس المستمرة اعتماد عمى تعريف
تابع معطى وذلك بيدف مناقشة شروط Nتابع المتتم لـ N ىمبرت ,باناخ. ثم تم التطرق إلى مفيوم الـ يفضاء

الاستمرار التام لنواة المؤثـر التكاممي الخطي المدروس. وتحقيق صفات التراص عمى مجموعة دوال في فضاء أورليتش 
تيار أفضل تقريب لذلك المؤثر التكاممي الخطي.وأخيراً تم أجراء مقارنة بين الاستمرار التام والتقارب الضعيف خوا

 تش.لممتتاليات الدالية في فضاء جزئي من فضاء أورلي
 
 

 تابع.N فضاء أورليتش, -استمرار نواة المؤثر التكاممي -المؤثرات التكاممية -المؤثرات الخطية : يةكممات المفتاحال
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  ABSTRACT    

                                              

The aim of this paper is to discuss the necessary and sufficient conditions for the 

continuity of operator linear integral in Orlicz space on a compact set of functions realized 

with the terms of a lebegue measure of the Euclidean space ending dimension and the use 

of the terms continuous measurement N-function definition continued N-function some 

theorems in  Hilbert, Banach spaces. Then the research touched on the concept of the 

continued complementary N-function given, in order to discuss the terms of a continuing 

full for Integrative operator linear kernel which is studied, and to achieve qualities compact 

a functions set in W. Orlicz space  and choose the best approximation for linear integrative 

operators. Finally a comparison is carried out between continuing full and weak 

convergence of the functional sequences in subspace of W. Orlicz space. 

 

Key words: linear operators, integrally operators, continuing integrative operator kernel, 

W.Orlicz space, N-function.  
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 :مقدمة
من المعروف  أن دراسة استمرار التوابع والمؤثرات الخطية والمؤثرات التكاممية الخطية ,تعتبر من المواضيع 

خواص د ااعتمتم الأساسية في التحميل الرياضي بشكل عام والتحميل التابعي بشكل خاص وىنا في ىذا البحث 
طمق والنظيم .ــالاستمرار الم     12,3,1 

 يكون المؤثر التكاممي الخطي المعطى بالصيغة لكيالشروط اللبزمة والكافية  مناقشةتمت في ىذا البحث ,
التالية 17 : 

                                                                                            
     dyyuyxkxAu

G

 ,                                                              

مستمراً ومستمر تماماً في فضاء اورليتش  OrliczWspace تابع وتحقيقو Nوذلك باستخدام مفيوم  .
مفيوم  اماستخدوبعمى تكافؤ ىذين الشرطين ,تم البرىان و ,وثانييما الشرط 2د الشرطين :أوليما  الشرطـلأح

 الاستمرار المطمق والنظيم  ومتباينة غولدر الشييرة 12  مميزدور التالية  وكان لممساواة: 
                                                   *,;, fg LxuLxvdxxvxuvu   

مجموعات  شكلتالتي ومن الجدير ذكره ىنا ,أن المجموعات المكونة لصفوف أورليتش ىي مجموعات محدبة و 
فضاء و من خلبل تحقق الصفة التي يتمتع بيا النظيم المعرًف عمى  2خطية إذا وفقط إذا حققت الشرط  

النظريات وىذا ما أثبتتو النتائج التي تم إثباتيا من , كيل مجموعات تابعية مستمرة ومستمرة تماماً ــــــتش يمـــــــــكن اورليتش
 ىذا البحثاليامة المستخدمة في  2.3  ًة الداليلممتتاليات والتقارب الضعيف التام  مقارنة بين الاستمرارتم إجراء وأخيرا

اء أورليتشـــــــــــــفي فض 12. 
 

 وفاىدأ البحثة أىمي
لاستمرار والاستمرار التام لممؤثرات الشروط اللبزمة والكافية لدراسة  ىامةمناقشة  تم تقديمىذا البحث في 

ع المستمرة ــــالقياس الصفري والتواب وعة التوابع المتباينة المعرفة عمى المجموعات ذاتـــــمجم عمىالتكاممية الخطية 
ة لمتباينات ينسيناـــالمحقق Yensen 4 ويونغ Youg  8 ع ــــان التابــإذا ك:اليـــالت رطـــاد الشـــــإيج تمثم

 ufN2ع يحقق الشرط ــــتاب ًفإن
*^^

MM LL  الفضاءات من  ةمختمفأنواع دراسة .وأىمية البحث تكمن في
في التحميل التابعي  عديدةمواضيع بالإضافة ل 17. 
 

 طرائق البحث ومواده 
 عمى بعض المتباينات الشييرة في التحميل التابعي . الاعتماد طريقة الاستنتاج المباشر بالإضافة إلى نااستخدم

 النتائج والمناقشة: 
:1.1تعريف 1  التابع يدعى xfـب N- تابع إذا استطعنا كتابتو بالتمثيل التالي:   

 1,1                                               dttpxf

x


0
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00 

حيث  tp 0موجب عندما تابعt   0ومستمر من اليمين عندماt . :وىو غير متناقص عندما يحقق 
 

       2,1lim,00 
t

tppp 

التالية : ىيتابع N التوابع أمثمة عمى
 

      1

111 ;1;  
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2;1 222

tt tetftpexf                               
:أي تابع محدبأنو و ائصصخمن و     1;)( 21221121   xfxfxxf لأجل ذلك

2/121يكفي أن نضع:   210وذلك لأنو إذا كان xx   التابع تزايد  نمو tp :نجد  
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ابع :يدعى التابعت -Nوىناك تعريف أخر مكافئ لـ xf المحدبو المستمرN- ويحقق  اً تابع إذا كان زوجي
 الشرطين 12                                                        :

    


 x

xf

x

xf

xx
lim)2,0lim)1

0
 

ليكن:2.1تعريف tp 0تابع غير متناقص وموجب عندماt  0ومستمر من اليمين عندماt ويحقق
 الشرطين:

      


tppp
t
lim)2,00)1 

وبتعريف التابع  sq   : 0بالمساواة; s  
 

tsq
stp 

 sup التابع صفات و يكون ل tpق :ـــويحق 

      ssqpttpq  , 
يكون: 0ومن أجل       ssqpttpq   ونقول إنً  كل منيما تابع عكسي أيمن للؤخر ,

التابع :    dttpxf

x


0

 N -   لمتابع    المتممالنموذج تابع   dssqyg

y


0

 N-  أيضاً  .وبالعكستابع

 كما يمي:تابع  -Nلنموذج المتمم لـ لشرط اصياغة شرط مكافئ  يمكن 
التابع  إن

  
    xfyxygN

x


0
maxالمتمم لـ  يدعى النموذج تابع xfN.تابع 

:إنً التابع مثال  1;  



x

xfN  تابع ىو النموذج المتمم لـ   



y

dssqyg

y

 
0

 N-  

 تابع.

حيث      0;1   sssq   العددان( 1      أسين مترافقين( أي أن: ,
11



  . 

التابع  يقال إن:3.1تعريف xfN- 2مشرط لحقق م تابع  من أجل قيمxالكبيرة إذا وجد ثابتين: 
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                0,00  kx                      :بحيث                    0;2 xxxfkxf  
إن التابع  يقال:4.1تعريف xfN  شرط لمحقق متابع : إذا وجد ثابتينcx  يث:  ـــــــــــــــــبح0,

constc ;          MLyxxyxyfxfcyxf  ,;,; 0 
: إذا حقق التابع 5.1جةنتي xfN تابع الشرط 2رط  ــــــــــقق الشــــفإنو يح. 

ليكن ن: البرىا 20  xfck 20عندئذ من أجل  xx: يكون 
          xfkxfxfcxxfxf  222 00 

 بذلك يتم المطموب.       
 :5.1تعريف 16  إن التابع يقال xfN-  3مشرط لحقق متابع : إذا كان مكافئاً لمتابع

 xfxNع.ــتاب 
مجموعة مغمقة ومحدودة في الفضاء الإقميدي المنتيي البعد والمعرف عميو قياس لوبيغ Gإذا كانت  11

ف قياس ــقياسيا يساوي نصدام القياس المستمر )الذي يعني بأنو في كل مجموعة توجد مجموعة جزئية  ـخـوباست,
ع ــــنأخذ التابالمجموعة (  ufN بوضعتابع و  MM LGL صف التوابع الحقيقية xu  8عرفة عمىــالمG 

يثــبح 14: 
       dxxuffu

G

, 

فيما بينيا, تختمف  المعرفة عمى المجموعات ذات القياس الصفري لا,بذلك تكون مجموعة التوابع المتباينة تمك 
وبمناقشة استمرارية التابع تش اً أن تمك الصفوف تدعى صفوف أورليــعمم xu  0نجد: ليكن  معطى ,ولنجزئ

من المجموعات الجزئية  nإلى Gالمجموعة  niGi 1; :بحيث  11    
 

ni
n

G
Gi ,...,2,1; 
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        من ذلك يكون:  
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( Gقياس لوبيغ لممجموعةG  18وىذا يعني تحقق متباينة ينسينا ) WJYensen التكاممية ,ومنيا  ..
تشكن الانتقال إلى التوابع المستمرة . ومن الجدير ذكره ىنا ,أن المجموعات المكونة لصفوف أورليــيم OrliczW. 

ىي مجموعات محدبة  8 ً2ن مجموعات خطية إذا وفقط إذا حققت الشرط وتكو. 
2 الفضاء*

ML: : قبل التعرف عمى ىذا الفضاء نتطرق إلى 
تشنظيم أورلي normOrliczW.: ليكن   vgufN , و, تابعين كلًب منيما متمم للآخر

M
L*  مجموعة

التوابع  xu  وML  مجموعة التوابع xv لمشرط: تينالمحقق              dxxvxuvu
G

.,                                                                                 

*كل من كون تف

ML وML يونغ باينةمجموعة خطية ووفقاً لمت HWYoung   :لأجل كل زوج من التوابع ..
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       MLxvxu , نجد : 
     2,1,,., NvMudxxvxuvu

G

   

MMبذلك يكون: LL *.  

ليكن : 1.2مبرىنة  *

MLxu                      :عندئذ.
   

     


G
NvNv

dxxvxuvu .sup,sup
1,1, 

 

نفرض أن ذلك غير محقق عندئذ ممكن أن نبين أنو من أجل البرىان:  *

0 MLxu :ولأجل متتالية تابعية ما 
    1;;  NvLxv nNn  :بحيث 

      
G

n

n ndxxvxu 2,2,...2,1;2.0 

متزايدة ى وبأخذ متتالية تابعية أخر   
nn xgتعرف بالصيغة:    ,...2,1;

2

1

1




nxvxg k

n

k
kn

وكون   

 vgN :ًتابع محدب فإن    1;,
1




n

k

kn NvNg يكون: بالتالي 

      
G

n nndxxgxu 2,3,...2,1;.0 

وكون   
nn xg: مطردة ومتقاربة تقريباً في كل مكان إلى التابع   xvxg k

n

k
k




1 2

 تكون المتتالية التابعية  1

   xgN n باطرادمتزايدة 6  كونمن  ينتجوبالتالي:   1 dxxgN
G

n  جعل عندn :يكون 

        N

G

n
n

G

LxgdxxgNdxxgN   
1lim 

وىذا يعني أن     
10 nn xgxuالتابع متتالية تابعية مطردة جمعية متقاربة في كل مكان من    xgxu0 فينتج من

أن  ذلك 12  : 
          

dxxgxudxxgxu n

GG
n

00 lim. 

كون  مع تناقضتوىذا   *

0 MLxu  إثباتو..وىذا ما نريد 

 :لتابع تشنظيم أورلي يعرًفالآن : 1.2تعريف  *

MLxu  :كما يمي
 

   dxxvxuu
G

Nv
M 




1,

sup


 

 ىذا النظيم يحقق الشروط التالية:
 

MMM

MM

M

uuuu

uu

xuu

2121)3

)2

00)1







 

*عندئذ تكون المجموعة

ML المزودة بالنظيم
M

تشخطي منظم يدعى فضاء أورلي فضاء .
 spaceOrliczW.  5 يختمف عن النظيم العادي فيو نظيم الحيث أن وىو فضاء تام وبالتالي ىو فضاء باناخ

  .Lبمضروب ثابت في الفضاء 
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و كان : Gإذا كانت :2.2تعريف    1;;  NvLxv N  ينسينا  باينةفإنو بحسب مت
 WJYensen   : يتحققالتكاممية  ..

 
 

 
  

 
   

 

























 





1111 1NdxxvdxxvNdxxvN 

حيث  vN 1 التابع العكسي لمتابع vN. 
المسألة في دراسة الشروط التي تجعل المؤثر التكاممي تكمن : شروط استمرارية المؤثرات التكاممية الخطية1.

 ي ـالخط
الصيغة ذو 19  :                         2.4, dyyuyxkxAu

G

 

*مناً والذي يمكن اعتباره كمؤثر معرف تمام مستمر

1ML  في*

2MLحقق الشرط :ي أن ,أي يجب 
)*(              constAuAuA

MM
 ;

11

 
* من تشأورلي ارفة عمى فضاءــالمعAية ــالمؤثرات الخطة سادر كان لا بدً من ل ذلك ـلأج

1MLفي*

2MLليا  رمز ي يـوالت
ة : ــلبقــبالع ABB ;21  12حيث كلًب من ,BBصفي المؤثرات في فضائي أورليتش*

1MLو*

2ML  8 ,عمى الترتيب
أيضاً يرمز لمجموعة المؤثرات المستمرة بالرمز: .;21 cBB :ذا كانت مستمرة تماماً فيرمز ليـا بالرمز وا 

 ..;21 ecBB  ولمبحث في شروط استمرارية المؤثرA أياً كانت صفات نواة المؤثر التكاممي الخطي في فضاء
                      أورليتش نأخــذ المؤثر:   

G G

constdxdyyxk  ;, 

GGGولنضع 
^

الجداء  التبولوجي  10 المزود بقياس طبيعي .ولنرمز بـ
^^

*
^

,, MMM ELL لصفوف 

الفضاءات   














 ^^
* ,, GEGLGL MMM.عمى الترتيب 

بفرض  :2.2مبرىنة ufN تابع لأجل كل    **

12
, ff LxuLxv :المعرف بالعلبقة 

              *, fLxvxuyxf :وبحيث               constlvulyxw
gff

 ;.,
21

 

ذا كانت  وا  
^
*, gLyxk  نواة المؤثر التكاممي : 

       2.5, dyyuyxkxAu
G

 

وأن:  vgNتابع متمم لـ ufN تابع .عندئذ المؤثر المعطى بالعلبقة ) *( ينتمي إلى
 .;**

21
cLL ff  . 

 
غولدرباينة مت :باستخدامالبرىان 12  منوالنظيم السابق لكل    **

12
, ff LxuLxv  :يكون

 
 

             

 
12
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G GG
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**يكون بالشكل:أن المؤثر  ,وىذا يعني

21
: ff LLA  : ً2.إذا

2


f

v  لكل  1; 2 fv  من ينتج عندئذ

:   المؤثرالمتباينات السابقة أن 
 

     
fg

G
fv

f
uyxkldxxvxAuuA ^

2
2

,2sup
1;

 


بالتالي , محدود  

            وىو:Aمستمر. كما أن ىذه المتباينة تعطينا معيار لنظيم المؤثر   ^

2

1

,2sup
1

gf
u

yxklAuA
f




 

 النظم المختمفة.وىذا المعيار لمنظيم يعتبر المعيار الأفضل والأقوى من بين كثير من 
ليكن :2.1نتيجة ufN التابع المتمم لـ    vffv 12   N  نان الآتياعندئذ الشرط,تابع : 

     2.6, *

fLxvyuyxf  
 2.7,

21 fff
vulyxw  

 ين.محقق اكوني
: ليكن البرىان    **

21
, ff LxvLxu   ولنبرىن عمى تحقق الشرط 2.6 ع ــالتاب ىل :انو ,ىذا يعني 

     xvyuyxw ,  ينتمي الى الفضاء
^
*

fL ليكن    ؟ 
^

, gLyxg   :عندئذ 
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ffG
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ومن متباينة يونغ  HWYoung ..  8  :نجد 
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yxgfvudxdyyxgyxw وبتكرار

استخدام متباينة  يونغ  HWYoung  عمى الحد الأول من المتباينة السابقة ,ينتج:..
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fابع ــوالت xvجمعي فانو من 2.7  ج أن :ـــــينت 
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 العلبقة صحةوىذا ما يثبت  2.6 أيضاً من متباينة يونغ HWYoung ..  8نجد: 
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كانت  إذالذلك   1,,  yxg  فانو من العلبقة 2.8 المطموب نحصل عمى : 
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:ان ــإذا ك ىذه الخاصة تتمخص في أنو:لمشرط  تابع المحققN خاصة الـ ufNتابع وكان  
               *, MLxvxu    ًفإن    *. MLxvxu     و    1;  


ukuf. 

 :2.2نتيجة 7 إذا كان ينتج أنو  2.2من المبرىنة    *, MLxvxu  فإن التابع
    *., MLxvxuyxw   يكونو  ufN2تابعاً محققاً لمشرط.   

 التابع أن : بفرضالبرىان ufN 2تابع لا يحقق الشرط عندئذ يمكن إيجاد متتالية عددية 
1nnu

   غير محدودة ,بحيث :و ومتزايدة    مطردة 
(10.2)                                                   ,...2,1;222 2  nuffuf n

nn

n
 

GGnلنشكل أسرة مجموعات غير متقاطعة وتحقق  :بحيث            
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Gnولنضع أيضاً  المجموعات    يكون: غير متقاطعة بحيث        
   

 
,...2,1;

2

1  n
uf

Guf

n

nn


 

               ولنأخذ : 










 


n

n

n

n

Gx

nGx
xv

1

;0

,...2,1;;2


    &            











 


n

n

nn

x

nxu
xu





1

;0

,..2,1;;


 

عندئذ:                                         








GfGfdxxvfdxxvf n

n

n

n GG n

 22
11

 

                                              








Gufufdxxufdxxuf n

n

n

nG n




1

11

 

 كبيرة بالقدر الكافي نجد:  kعندما تكون  أخرىومن جية 
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                                       ( نحصل عمى:     10.2)من ذلك والعلبقة    









 dxdy

k

xvyu
f

G
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و إذا كان :وىذا يعني أن    *, MLxvxu     : ًفإن    *. MLxvxu   .بذلك يتم المطموب 
التابع يكون والكافي لكي اللبزم الشرط  : 3.2مبرىنة ufNمحققاً لمشرط  اً تابع ىو أنو لا جل أي

 ين ـــــتابع

                    *, MLxvxu  الجداء  نيكو   xvyuyxw ,إلى الفضاء  اً نتميم
^
*
ML. 

: ليكن البرىان ufN تابع يحقق الشرط 0بين ــىذا يعني وجود ثابتين موج,ucيحققان : 
                                                                             
      0,;.. uvuvfucfvuf  
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عندئذ التابع   ufN 2يحقق الشرط تابع يكونلذلك :MM LL * . 
 كنيل    MLxvxu , نرمز بـ ل وuv GG لممجموعتين ,  0uxuG  ,  0uxvG  عمى الترتيب

. 
constuحيث  0  فيكونuv GyGx                 يتحقق:ف ,

          xvfyufcxvyuf  
 من ىذه المتباينة نحصل عمى المساواة التالية:  

              

         dxdyxvyufdxdyxvyuf

dxdyxvyufdxdyxvyufdxdyxvyuf

u vu v
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GG GG G
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 أن:من ذلك ينتج 
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                ذا كان : وىذا يعني أنو إ    MLxuuxvu 00    :فإن         ,   
^
*

^

MM LLxvxu  . 

 :              الشرط: إذا كانكفاية      
^
*, MLxvxuyxw     فإن :           *, MLxvxu  ؟ 

إذا كان التابع  ufN 2تابع يحقق الشرط  فيذا يعني أن
^
*

^

MM LL   ذا فرضنا أن وا  ufNع ـتاب
 تينعددي تينعندئذ يمكن إيجاد متتالي يحقق الشرط لا    

11
,

 nnnn uv غير و  تينمطردو  تينمتزايد تين وموجب
                                           بحيث:  تيندودـــــمح      ,...2,1;22  nvfufvuf nn

n

nn
                                                             

GGGولنأخذ المجموعات  nn  , :التي تحققjiGG jiji  ;,    11بحيث 
 يكون: 
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 ومن جية أخرى يكون: 
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     أن: لكن وجدنا سابقاً    









 dxdy
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      وىذا يعني:        
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, MM LLxvyuyxw 

 
التابع إذاً ,مع الفرض تناقضيىذا و  ufNشرطلم اً حققم تابع.  

 :3.2نتيجة 16 إذا كان التابع ufN تابع يحقق الشرط 0,فإنو يمكن إيجاد ثابتa:بحيث  
                                                                 

fff
vuaxvyu     لأجل كل

    fLxvxu , 
وجدنا سابقاً أن: :البرىان       1,; 0  uvuvfufcvuf :عندئذ يكون 
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ذا كان ;1,;1:وا  
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:يكون,أخيراً 
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 وىذا ما نريد إثباتو.
التابعين كل من إذا كان وبشكل عام ,   uQuFN ,العلبقة  تابع ف   uFuQ   وجد يتعني بأنو

,0 ناثابت 0 uk:بحيث    0; uuukFuQ  وىي تكون دوماً محققة عندما**

QF LL   أيضاً من ذلك ينتج أنو , 
                                         :العلبقة الآتية يحقق 0qيوجد ثابت   *; FFQ

Lxuuqu   . 
ليكن  :2.4مبرىنة ufN تابع يحقق الشرط ويحقق: 

(11.2)                                             ugufuguf 21 ,  
لأجل كل وذلك    ugugN 21 ,,محققانفإنً الشرطين التاليين  تابع:           *,)1 fLxvyuyxf  

    .  *

2 21

;,)2 ggf
Lxvvulyxw  

: بما أن:  البرىان    **

21
, gg LxvLxu  يكون فإنو :    ff LxvLxu      يكون لدينا:بالتالي  ,
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ffff vuaxvyuLxvyuyxw  &,

^

 
,0ن ا(ينتج أنو يوجد ثابت11.2ومن) 21 qq بحيث  :    *

2

*

1 2211

;,; ggfggf
LxvvqvLxuuqu  

                                        وأخيراً نجد المطموب:         21..;
21

qqalvulxvyu
ggf

 
ليكن التابعين  : تابعNالشروط الكافية لاستمرار2.   ufvgN , كلًب منيما التابع المتمم للآخر ولتكن تابع

 yxk    :نواة المؤثر التكاممي الخطي,

       2.12,
^
*

g

G

LdyyuyxkxAu   

عندئذ تكون العلبقة       .;**

21
cLLxAu gg  الآتيةصحيحة إذا تحقق أحد الشروط    : 

    

    vgvgg

vgvgg





21

12

)2

)1 

.   التابع  uf يحقق الشرط    &         vgvgvgvg  21 ,)3 
اء التوابع ـــفضمن Gئيعمى الفضاء الجز  اً معـــرف لذاتو اً رافقــــم موجباً   اً خطي اً مؤثر Aليكن:تمديد المؤثر المستمر3.

2L ةالتربيعـــيو  ةالجمعي  14  والذي يعطى بالعلبقةويأخذ قيمو فيو :



0

dEA  حيث   E ر ـف المؤثــطي

:  يعطى بالعلبقة2Aلمؤثرا وA موجبال



0

22

 dEA إذا كان المؤثر عندئذA  ور عنيعبمكن التتماماً في اً مستمر 

 ليا الشكل بسمسمة لانيائية 6   :          


 G

ii

i

i dxxxeeLxxeexA  ,&;, 2

1

  
 

 

حيث  xeiخاصة لممؤثر التوابع الAلقيمو الخاصة  وافقةمالiوالآن إذا كان الصفر. نالمختمفة عB  اً مؤثر 
ممددهفإنً 2E فضـــاء باناخ أخر و فيــــقيمويأخذ 1Eاء باناخـــعمى فض اً معرفما 

_

Bيكون: 

    DBBcEEB  ;&.;
_

2

_

. 
ن  اليكن التابع:2.5مبرىنة   ufugN ,رـــممدد المؤث و كانللآخر , اً متمم اً منيما تابع تابع كل: 

       .;222 cLLA  المستمر ىو .;*
_

2 cLEA fg .  :عندئذ .;*2 cLLA f . 
: ليكن البرىان  2Lx , باستخدام متباينة غولدر نجد: فإنو 

  22
_

2
_

2
_

222
;,, 22 LxkAAAAAA

gLgg

f

L
  

كثيف في فضاء باناخ2Lوبما أن الفضاء 
gE 5فيكون لممؤثر ( كل التوابع المحدودة  )فضاءAعمى  اً مستمر  اً ممدد

كل الفضاء 
gE1ولنرمز لو بـA  : ويحقق    2

1 ;, LxAl      ر عمىــي مستمــخط داليوالذي يعرف
gE  . عندئذ يمكن إيجاد تابع ما  *

fLxu يحقق:                                
G

dxxuxul  , 

*ولنعرف المؤثر 

1A  : بالمساواة   xuxA *1 :عندئذ يتحقق 
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وىذا يعني بأن المؤثر  .;*2*

1 cLLA f            : ولنثبت أن,     
2

;*

1 LxxAxA   
وىذا ينتج من أنو أياً كان   2Lx              :فإن ,,,, 1

*

1 AAAA  

وبفرض أن ممدده ,2Lفي  اً ذاتياً مستمر  اً افقمتر  اً موجب اً خطي اً مؤثر Aليكن  :2.6مبرىنة
_

A  ان:ــإذا ك عندئذمستمر 

     ufuugcLEA fg  2*
_

ة المؤثر ــفإنو يمكن كتاب.;.;
_

Aبالشكل: 2,10 *
_

.hhA  
    حيث          .;*2 cLLh f  و*h المؤثر القرين لممؤثرhحيث .;** cLEh fg  . 

2لنضع البرىان:

1

Ah   يكون:  2.5عندئذ حسب النظرية .;*2 cLLh f فنلبحظ أن المؤثر*.hh 
 يأخذ

زوج من التوابع   لذلك فإنو لأجل أي Aيأخذىا المؤثر  التيالقيم ذاتيا              2, Lxx  :يكون 

 ,,,,. 2

1

2

1

*** AAAhhhh  

ؤثر من ـفي مAيعتبر المدد المستمر لممؤثرhh.*إذاً المؤثر  .;* cLE fg  عمماً أن المؤثر*h ف رً ـيع
  :ة وامساالب

    gExLxhh   ,;,, 2* 
 العلبقة تثبت بالتالي 2,10  بان الممدد المستمر لممؤثرA 2الفضاء  اً وحيد ,أخيرL كثيف في

gE بحسب
الفضاء النظيم في 

gE.  

*ملبحظة: تدعى المساواة 
_

.hhA  توسيع لممؤثرA. 
 ما يمي: ناناقش شروط الاستمرار التام لممؤثرات التكاممية الخطية:4.

 المؤثر التكاممي الخطي :  لنأخذ:حالة استمرارية النواة )1
     2.13, dyyuyxkxAu

G

 

*عمى الفضاء المعرًف

1gLاءــة في الفضــوعة متراصــدة منو إلى مجمــل كرة الواحـبحيث ينق*

2gL. ذا كانت النواة وا 

 yxk المجموعة عمى اً مستمر  اً تابع ,
^

G ًعندئذ  , المتراصة أيضا   ..;**

21
ecLLxAu gg   وذلك لأن المؤثر

 .;**

21
cLLA gg  عمماً أن, *

1gL و*

2gLفضاءا أورليتش ,بالتالي يكون: 
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التابع أن ىذا يعني ,    TxuxAu ; 0محدود تماماً .ليكن  0معطى ,ولنأخذ  :بحيث 

 
 

  Gxxxxd
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yxkyxk 
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عندئذ لأجل:  21, xxd :فإنو لأجل أي  Txu  حسب صفات نظيم التابع المميز لممجموعة فإنو يكون
Gفي الفضاء*

gL   :يكون 
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dyyuyxkyxkxAuxAu
GG

1
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1

2121 

وبذلك يكون التابع     TxuxAu  ستماماً. وحسب نظرية آرت اً مستمر ( يلArtsel) 14  المجموعة
ATوعة التوابع المستمرة  ــمتراصة ضمن مجمG في الفضاءC. أخيراً تكون شروط الاستمرار التام لممؤثر التكاممي

 4.13:ىي 
 . تشفضاء أورليويأخذ قيمو في  ةتراصأن تكون المجموعات التابعية المعرًف عمييا المؤثر م .1
إمكانية التقريب الدقيق لممؤثر عدم .2 4.13  م أفضل التقريبات  لدراسة المؤثرات استخدالكن يمكن

 اً يكون محقق لممؤثر الاستمرار التام :إلًا أننا نستطيع القول,التكاممية الخطية ذات النواة غير المستمرة 

 تإذا كان yxk ,
^
*

gLالنظرية التالية: ىذا ما توضحوو , الشرط ذلك يكافئ  إلٌا أنو يوجد شرط 
 :(التام الشروط الكافية للاستمرار)2.7مبرىنة

التابعينكل من ليكن    ufugN , ولتكن  ,رــاً للؤخــمتمم اً ــتابع yxk ي ــر التكاممي الخطــؤثـنواة الم,

 
^

gExAu يكون المؤثر  ,عندئذ xAu منتمياً إلى ..;
21

* ecEL ff  الشروط التالية: إذا حقق أحد 
    

    vgvfg

vgvgf
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)2

)1

 

التابع  . uf يحقق الشرط   &               vgvfvgvg  21 ,)3 

إذا كانت البرىان: 
^

, gEyxk ة ـفإنو يمكننا تشكيل المتتالي  
1

,
nn yxkث: ـــــبحي رة ,ـوى المستمــمن الن 

         
n

yxkyxk
gn

1
,,   ولنرمز بـnA :لممؤثر التكاممي الخطي   dyyuyxkxuA

G

nn  , 

*من  اً فيكون ىذا المؤثر معرف

1f
L إلى

2f
E يكون: فتماماً ومحققاً لمشروط السابقة  اً مستمر و 

,...2,1;
2

,,2  n
n

l
yxkyxklAA

gnn 

تماماً بالنظيم في الفضاء  اً وبتقريب كاف ,يكون ىذا المؤثر مستمر 
2f

E .وىذا ما نريد إثباتو . 
 : الآتيتين حالتينالفي ىذه المبرىنة  أنو يمكن استخداممما سبق نستنتج  :3.2نتيجة

صفات التابع  :ما ىيةالآتي الأسئمةطرح  من خلبلنحصل عمييا  للئجابة عن ذلك كحالة أولى  )1 vg

*يكون المؤثر من  عندما

1f
L إلى

2f
E  النواة إذا انتمت  أواماً ,ــتم اً مستمر yxk إلى  ,

^

gEالشرط إذا تحقق  ,أو  *

:   
G

dxdyyxkg , 0جل جميع لأ  إذا حقق التابع  ىي: الإجابةكافية ؟ vgN تابع الشرط

2: فيو يكافئ الشرط    
^

,

G

dxdyyxkg  قق التابع ـن إذا لم يحــلك vgN 2تابع الشرط فيكون

الشرط  *  : غير كاف,لكنو يكون محققاً إذا كان 
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^

,

G

dxdyyxkQg  حيث uQNتابع , ويعتبر الجزء الأساسي لـNلـ  مكافئ تابع vg. 

 التابعينالبحث عن )2   ufufN 12 , معرفين من ال*

1f
L  إلى

2f
E ية ــروط الكافـالش لمبرىنةن ــومحققي   

yxkالتام  بحيث يكون المؤثر ذو النواة  للبستمرار        تماماً . اً مستمر ,
 

 الاستنتاجات والتوصيات :
 تعريف عمى بالاعتمادلممؤثرات التكاممية الخطية في فضاء أورليتش  والاستمرار التام  دراسة الاستمرار .1

تابع الـ xfN .تابع 
 والحصول عمى مجموعات محدبة وخطية وتعريفيا مجموعة التوابع المتباينةتكوين صفوف أورليتش من  .2

 المستمر.القياس  كل من قياس لوبيغ و عمى مجموعات ذات قياس صفري واستخدام
التوابع تجزئة المجموعات المحدبة المكونة من  .3  *

fLxu   اس لوبيغ ــخدام قيــواستلدراسة استمراريتيا
 ليا.

في متقاربة في كل مكان إلى تابع  محدب ال وجمعية المطردة التشكيل متتاليات  من التوابع المحدبة  .4
*الفضاء

fL. 
**شروط  استمـرارية المؤثرات الخطيـة  .5

21
: MM LLA  (**

21
, MM LL  الاستمرار فضاءا أورليتش ( .و

 . ممؤثرات التكاممية الخطية أياً كانت صفات نواتياالتام ل

الفضاءات صفوفالخطية  في  لممؤثراتتشكيل الجداء التبولوجي  .6
*^^

,
ff LEلفضـاءات ا المقابمة لصفوف
















 ^
*

^

, GLGE ff وتزويدىا بقياس لوبيغ. 

و مجموعات قياسيا لا يساوي الصفر  تعرًف عمىمجموعة توابع متباينة صفوف أورليتش من تشكيل  .7
 خطية وتحدب تمك المجموعات .دراسة 

اس صفري ثم ـــــعمى مجموعات ذات قيتعرًف توابع تقابل صفوف أورليتــش من مجموعات  أيضاً تشكيل  .8
 بع.ة الاستمرار والاستمرار التام لتمك التواــدراس

لصفوف  المكونةالتي تعطى بدلالة توابع التقابل لممؤثرات الخطية  إمكانية إيجاد الجداء التبولوجي .9
 .أورليتش

 .ومقارنتيا باستمرارية تمك التوابع إمكانية دراسة التقارب لمتتالية توابع التقابل المكونة لصفوف أورليتش .11
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