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),(ليكن لدينا البيان  EVG من المرتبة nمع مجموعة الرؤوس )(GVومجموعة الأضلاع )(GE . ولتكن

D مجموعة جزئية من مجموعة رؤوس البيان )(GV ,تدعىD مجموعة سيطرة لمبيان  - 2 بأنياG إذا كان لأجل
VDvكل رأس   عمى الأقل من رؤوس المجموعة لو  يوجد مجاورينD .

2)( بالرمز2 من المرتبة كما و يرمز لعدد السيطرة G  مجموعة سيطرة- 2 و ىو عدد عناصر أصغر .
في ىذا البحث سوف سيتم إيجاد حد أدنى وحد أعمى لعدد السيطرة من المرتبة الثانية لمجداء الديكارتي 

لمسارين
nm   .عدد كيفيn و7,6m في حالة ,
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  ABSTRACT    

 

 

Let ),( EVG  be a graph of order n. with vertices )(GV  and edges  )(GE . 

A set D of vertices of a graph ),( EVG  is called 2- dominating if every 

vertex VDv  has at least two neighbors in D. let )(2 G  denotes  The 2- domination 

number of a graph G, , is the order of a smallest 2- dominating set of G. In this paper, we 

found lower and upper bounds of  2- domination number of the cartesian product of two 

paths
nm and   for m=6,7 and arbitrary n. 

 

 

Keywords: Path, Cartesian product graphs, 2-Dominating set, 2-Domination 

number. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

                                                           
2
*Associate Professor , Department of Mathematics , Faculty of science , Tishreen     University , Lattakia , Syria.  

**Assistant Professor , Department of Mathematics , Faculty of science , Tishreen  University , Lattakia , Syria. 

***Postgraduate Student, Department of Mathematics , Faculty of science , Tishreen  University , Lattakia , Syria. 



 Sciences Series. Tishreen University Journal. Bas   2017( 1 )العدد( 39 )العلوم الأساسية المجلد  مجلة جامعة تشرين

125 

: مقدمة
),(ليكن لدينا البيان  EVG من المرتبة nمع مجموعة الرؤوس )(GVومجموعة الأضلاع )(GE . ولتكن

D مجموعة جزئية من مجموعة رؤوس البيان )(GV ,تسمىD2 - مجموعة سيطرة لمبيانG إذا كان لأجل كل
VDvرأس   يوجد مجاورين لو عمى الأقل من رؤوس المجموعة D .وتسمىD مجموعة سيطرة لمبيانG إذا

VDvكان لأجل كل رأس  يوجد مجاور لو عمى الأقل من رؤوس المجموعة D .
2)( بالرمز2يرمز لعدد السيطرة من المرتبة  G مجموعة سيطرة- 2 والذي ىو عدد عناصر أصغر .

. عدد السيطرة من المرتبة الأولى والذي ىو عدد عناصر أصغر مجموعة سيطرةG)(و
vvevevevuىو متتالية متناوبة من الرؤوس والأضلاع  nالمسار nnn   ,,,...,,,, 112211 

jijiبحيث vvee  ji وذلك لكل ,  .
12إنً  الجداء الديكارتي لمبيانين ,GG :21ىو البيان GGG  والمؤلف من مجموعة 

)()()(الرؤوس 21 GVGVGV  ومجموعة الأضلاع 
 )()(:),(),()( 11122222112121 GEuvanduvorGEuvanduvvvuuGE  

من الجداء jنعرف العمود 
nm بالشكل الآتي Kj = {(i, j) :i = 1, …, m}  .ونضعDks jj  ,

),...,(عندئذ  نسمي  1 nss سمسمة السيطرة لمجموعة السيطرة D .
 حد أعمى لعدد السيطرة لمبيان من المرتبة [1]في  ( Cockayne, Gamble and Shepherd)أوجد الباحثين

k حيث البيان يممك أصغر درجة k لمرؤوس كما في المبرىنة التالية  :

: أصغر درجة عندئذk و  G ليكن لدينا البيان :[1](1)مبرىنة  
 1


k

vk
Gk .

  :الآتية إلى النتيجة [2] في  (Hansberg and Volkmann)كما توصل كل من 
Nkأصغر درجة وبأخذ  وn من المرتبة Gليكن لدينا البيان : (2) [2]مبرىنة   إذا  

k2كان
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 k عمى دراسة السيطرة من المرتبة[3]في  ( Blidia , Chellali and Volkmann)وعمل كل من الباحثين 
: الآتيةوتوصموا إلى النتيجة 

 مجموعة من كل الرؤوس التي درجة كل منيا عمى S بيان ثنائي التجزئة و Gليكن لدينا :  (3) [3]مبرىنة

: عندئذ k-1الأكثر 
2

.
sv

GK


 

:  إلى الآتي [4] في (Volkmann)وقد توصل 
1 وأصغر درجة G ليكن لدينا البيان :(4) [4]مبرىنة K عندئذ   : 
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 .

 دراسة جديدة لمحد الأعمى لعدد السيطرة  [5] في(Favaron , Hasberg and Volkmann)واوجد الباحثين 
.  kلبيان من المرتبة 
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عدد صحيح kإذا كان ,  أصغر درجة  وn من المرتبة G ليكن لدينا البيان :(5) [5]مبرىنة 
: عندئذ

  .
12

V
k

Gk






 

nm لمجداء الديكارتي 2عدد السيطرة من المرتبة  [6]  في( Shaheen )وأوجد الباحث  CC  في حالة 
5,4,3,2,1mو nوكانت النتائج بالشكل الآتي ,  كيفي :

: (6) [6]مبرىنة 
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nm لمجداء الديكارتي 2 حد أدنى وحد أعمى لعدد السيطرة من المرتبة (Shaheen)أوجد [7] وفي  CC  في 
 :الحالة العامة وكانت النتائج بالشكل الآتي

:   (7) [7]مبرىنة
:  كيفي n, mلأجل  -1
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 Sciences Series. Tishreen University Journal. Bas   2017( 1 )العدد( 39 )العلوم الأساسية المجلد  مجلة جامعة تشرين

127 














).3(mod2,1:
33

),3(mod0:
3)(2

n
mmn

n
mn

CC nm 

:  يكونmod1m)3( لأجل  -3









































).3(mod2,1:
333

),3(mod0:
33

)(2

n
mnmn

n
nmn

CC nm 

:  يكونmod2m)3( لأجل  -4


















































































).(mod3
3

2:1
3

),(mod)13(
3

1:
33

),(mod)13(
3

0:
33

),(mod3,0:
3

)(2

mjnand
m

jjn
m

mjnand
m

jj
m

n
m

mjnand
m

j
m

n
m

mnn
m

CC nm 

5-  














).(mod3,0)3(mod2:
33

),3(mod0,:
3)(2

mnandm
nmn

nm
mn

CC nm 

m, لمجداء الديكارتي لمسارين2 عدد السيطرة من المرتبة [8]كذلك أوجد الباحثون في  n  في حالة 
5,4,3,2,1mو nوكانت النتائج بالشكل الآتي,  عدد كيفي: 

:  (8) [8]مبرىنة
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m, لمجداء الديكارتي لمسارين2في ىذا البحث سوف نوجد حد أدنى وحد أعمى لعدد السيطرة من المرتبة  n  
 .عدد كيفيn و 7,6mفي حالة 
 

 :أىمية البحث وأىدافو
تكمن أىمية البحث من الناحية العممية بأنو يعالج مشكمة إيجاد العدد الأقل من الرؤوس لمسيطرة عمى بيان 

وبشكل خاص الجداء الديكارتي لمسارين وىو الأكثر تطبيقا في الحياة العممية أما من الناحية التطبيقية فتقميص عدد 
. المراكز اللازمة لخدمة قطاع معين يقمل التكمفة ويوفر الوقت حيث ىناك مواقع ىامة تحتاج اكتر من مخدم
 وييدف ىذا البحث لإيجاد حد أدنى وحد أعمى لعدد السيطرة من المرتبة الثانية لمجداء الديكارتي 

لمسارين
nm  7,6 في حالةm و nعدد كيفي. 
 

: طرائق البحث ومواده
مجموعة السيطرة وعدد السيطرة من الدرجة الثانية عمى - 2تعتمد طريقة البحث عمى الاستفادة من مفيوم 

.  بشكل أساسي8,7,6البيانات غير الموجية والاعتماد عمى المعمومات الموجودة في المقالات 
 

: النتائج والمناقشة
ممجموعة السيطرة - 2 ىي Dلتكن :  (1)ملاحظة

nm (4حيث, nm) و((s1, s2, …, sn       
 : عندئذ D متتالية السيطرة  لممجموعة- 2ىي

1- 









3
, 21

m
ss. 

mss عندئذ sj=0إذا كان  -2 jj 211  
mss أي أن  jj   11

. 
3- msss jjj 24 11  

 .
-Sn,Sn) تعني نفس دراسة سمسمة السيطرة (S1,S2,S3,… ,Sn)إن دراسة سمسمة السيطرة  -4

1,…,S2, S1). 
 . غير ممكن(SJ+K,…,SJ) غير ممكنة فإن عكسيا (SJ,SJ+1,…,SJ+k)إذا كانت السمسمة الجزئية  -5
 غير ممكنة فإن السمسمة الجزئية (SJ,SJ+1,…,SJ+k)إذا كانت السمسمة الجزئية  -6

(SJ,SJ+1,…,SJ+k-1)غير ممكنة  .
ممجموعة السيطرة - 2 ىي Dلتكن : (1)تمييدية 

nm (4حيث, nm) وS متتالية - 2 ىي
 jإذا كان لأجل بعض قيمD السيطرة  لممجموعة 

لدينا ),3(,),2(,),1(,),( jijijijiDK j  عندئذ توجد D' مجموعة سيطرة - 2 أقل
لمبيان

nm بحيث أن أي عمود jKلا يحتوي أربعة رؤوس متتالية من مجموعة السيطرة. 
: الآتي  (1)يأتي مباشرة من ملاحظة الشكل : البرىان

S j S j-1 
S j+1 S j-1 S j+1 S j 
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: 2))ملاحظة 

 في عمود D يمكن أن نمغي دراسة جميع الحالات التي يوجد فييا أربعة رؤوس متتالية من (1)من التمييدية 
 .واحد

: 2))تمييدية 
nmمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي  – 2  ليكن لدينا أصغر   سمسمة السيطرة – 2  مع

),...,,( 21 nsssلأجل nnj ,1,...,3,2,1  عندئذ يتحقق لدينا

:

















4

3

4

m
s

m
jلأجلnnj ,1,...,3,2,1  .

: البرىان
nmمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي – 2  أصغر Dلنفرض   سمسمة السيطرة – 2  مع

),...,,( 21 nsss وذلك لأجل بعض قيم j , إذا كانjs كبيرة عندئذ نعدل D بحيث نحرك راسين من العمود 
j1وذلك بتحريك رأس إلى العمودj 1ورأس آخر إلى العمودj مجموعة السيطرة لمجداء - 2مع الحفاظ عمى

nmالديكارتي   الآن من أجل كلmi 1وnj 1نضع :
 
 

عندئذ , 4Wإذا كان
نعرف ),3(,)1,2(,)1,1(,),()(1 jijijijiwDD  

مجموعة السيطرة مع - 2نكرر ىذا الإجراء إذا كان ذلك ضروريا وبالنتيجة نحصل عمى . (1)كما في الشكل 
أيضا يمكننا أن نفرض . جميع الاحتمالات 

1D مجموعة سيطرة لمبيان - 2عمى أنياnm  1 بحيثDD  
 تتضمن عمى الأكثر ثلاثة رؤوس من jوبالتالي  نستطيع أن نفرض بأن كل أربعة رؤوس متتالية من العمود 

 وبيذا يكون Dالمجموعة 









4

3m
s j , لأجل كلnj 1 .

DKالآن لبرىان الحد الأدنى, نفرض أن j أي أن  ,  اكبر ما يمكن









4

3m
s j . عندئذ لأجل

كل  Dji , , يكون لدينا       11,1,1,,1,1  Djijiji. عندئذ

  يمثل تعديل توزع رؤوس السيطرة(1)الشكل 

        jijijijiDW ,3,,2,,1,, 
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s j ىناك عمى الأكثر



















44

3 mm
m من الرؤوس لا تنتمي إلىDK j  وبالتالي فإن 
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: 3))تمييدية 
nmمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي – 2 أصغر Sليكن لدينا   6لأجلmو nعدد كيفي .

:  عندئذKJ عدد رؤوس السيطرة في العمود SJوليكن 
وكان SJ=1 إذا كان  -1     jSKorjSK jj ,2,1  فإن SJ=1 تؤول إلى حالة SJ=2. 
وكان SJ=2 إذا كان  -2    jjSK j ,2,,1فإن SJ=2  تؤول إلى حالة SJ=3. 

: البرىان
 وكان   SJ=1إذا كان -1     jSKorjSK jj ,2,1  811فإن   jj ss عندئذ العمود

Kj+1 أو العمود Kj-1 يمكن تعديل رؤوس (1) رؤوس متتالية وحسب التمييدية 4 يحوي SK j  بنقل رأس من العمود
Kj+1 و العمود Kj-1 حيث لدينا بالرسم الحالات (2) كما بالشكل (sj-1,sj,sj+1)=(5,1,3)أو  

(sj-1,sj,sj+1)=(5,1,4) والحالات الأخرى المناظرة ليا  .

 
 وكان SJ=2إذا كان  -2    jjSK j ,2,,1 711فان   jj ss عندئذ العمودKj+1 أو 
SK يمكن تعديل رؤوس (1) رؤوس متتالية وحسب التمييدية 4 يحوي Kj-1العمود  j  بنقل رأس من العمود

sj-2          sj-1           sj           sj+1       sj-1           sj             sj+1         

  يمثل تعديل رؤوس السيطرة(2)الشكل 

sj-1           sj             sj+1         sj-2          sj-1            sj          sj+1       

sj-2          sj-1               sj                 sj+1 

          

sj-1             sj               sj+1                
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Kj+1 أو العمود Kj-1 حيث لدينا بالرسم الحالات (3) كما بالشكل (sj-1,sj,sj+1)=(4,2,3) أو (sj-

1,sj,sj+1)=(3,2,4) والحالات الأخرى المناظرة ليا  .

 
: (3)ملاحظة 

إن دراسة حالة  -1    jjSK j ,6,,5 مشابية
لدراسة    jjSK j ,2,,1. 

إن دراسة حالة  -2  jSK j ,6أو   jSK j ,5 مشابية 
لدراسة  jSK j ,1 أو   jSK j ,2عمى الترتيب. 

: (4)تمييدية 
nmمجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي – D 2لتكن سمسمة السيطرة – 2  مع),...,,( 21 nsss وذلك 

nnjلأجل ,1,...,3,2,1 عندئذ :
811 فإن sj=1إذا كان  -1   jj ss. 
511 فإن sj=2إذا كان  -2   jj ss. 

: البرىان
msss  فإنو من العلاقة sj=1إذا كان  -1 jjj 24 11   811نستنتج مباشرة أن   jj ss. 
 : الحالات الآتيةsj=2نناقش من أجل  -2
a-  إذا كان    jjSK j ,2,,1 عندئذ ىذه الحالة تؤول إلى sj=3 (3) كما في التمييدية 
b-  إذا كان    jjSK j ,3,,1 711 نجد أن   jj ssحيث لدينا الحالة  

(sj-1, sj, sj+1)=(4, 2, 3) كما في الشكل (4-b) .
c-  إذا كان    jjSK j ,4,,1 511نجد أن   jj ssحيث لدينا الحالة  

(sj-1, sj, sj+1)=(3, 2, 2) كما في الشكل (4-c) .
d-  إذا كان    jjSK j ,5,,1 611نجد أن   jj ssحيث لدينا الحالة  

(sj-1, sj, sj+1)=(4,2,2) أما الحالة (sj-1, sj, sj+1)=(2, 2, 2) فيي غير ممكنة كما يبين الشكل (4-d). 
e-  إذا كان    jjSK j ,6,,1 611نجد   jj ssحيث تنتج لدينا الحالات  

(sj-1, sj, sj+1)=(3, 2, 3) or(4,2,2) or(2,2,4) كما في الشكل (4-e) .

 يمثل تعديل رؤوس السيطرة(3) الشكل 
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f-  إذا كان    jjSK j ,3,,2 711نجد   jj ssحيث تنتج لدينا الحالات 
(sj-1, sj, sj+1)=(4, 2, 3) كما في الشكل (4-f) .

g-  إذا كان    jjSK j ,4,,2 611نجد   jj ssحيث تنتج لدينا الحالات 
(sj-1, sj, sj+1)=(3, 2, 3) or(4,2,2) or(2,2,4) كما في الشكل (4-g). 

h-  إذا كان    jjSK j ,5,,2 611نجد   jj ssحيث تنتج لدينا الحالات 
(sj-1, sj, sj+1)=(3, 2, 3) or(4,2,2) or(2,2,4) كما في الشكل (4-h) .

i-  إذا كان    jjSK j ,4,,3 611نجد   jj ssحيث تنتج لدينا الحالات 
(sj-1, sj, sj+1)=(3, 2, 3) or(4,2,2) or(2,2,4) كما في الشكل (4-i). 

. مع ملاحظة أن الحالات الأخرى تنتج بالتناظر ويمكن تمثيل كل سمسمة بأكثر من شكل 

 
4-f 4-g 4-g 

4-d 4-e 4-e 

sj-1        sj               sj+1     

           

sj-1          sj               sj+1  

              

sj-1          sj            sj+1      

          

4-b 4-c 4-d 

sj-1            sj         sj+1       sj-1              sj            sj+1 

               

sj-1            sj            sj+1   

             

sj-1           sj            sj+1     

           

sj-1          sj             sj+1     

           

sj-1          sj               sj+1  

                

sj-1       sj         sj+1            sj-1       sj         sj+1            sj-1       sj         sj+1            sj-1       sj         sj+1            
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 :1))نتيجة 

.  غير ممكنة(2, 2, 2)=(sj-1, sj, sj+1) يمكننا استنتاج  أن الحالة (4)من التمييدية 
: 5))تمييدية 
: عندئذ فإن n6سمسمة السيطرة لمجداء – 2 ىي (s1, s2, s3 ,…,sj)لتكن لدينا 

8321  sss 812وكذلك   nnn sss .
: البرىان

21لدينا  s51 و  js 12حيث  nj عندئذ لندرس الحالات الآتية  :
831 يكون (4) عندئذ بحسب التمييدية s2=1إذا كان  -1  ss ومنو

9321  sss. 
721 عندئذ بالرسم يكون s3=1إذا كان  -2  ss 8321ومنو  sss. 
,2إذا كان  -3 32 ssفإن : 

a-  إذا كانs3=2 621 عندئذ بالرسم يكون  ss 8321 ومنو  sss. 
b-  إذا كانs2=2 631 عندئذ بالرسم يكون  ss 8321 ومنو  sss. 

,3إذا كان  -4 32 ss 21 عندئذ لدينا s 8321 ومنو  sss. 
812وبشكل مشابو يمكننا برىان    nnn sss .

:  (6)تمييدية
سمسمة السيطرة لمجداء – 2 ىي (sj, sj+1,…,sn)ليكن لدينا 

n6
: عندئذ الحالات الآتية غير ممكنة

1-    2,11,1),( 1 orss jj . 
2-            3,2,11,3,2,2,3,1,2,2,2,4,1,3,3,1,3),,( 21 orsss jjj . 
3-      1,3,2,23,1,4,1,1,3,3,1),,,( 321 orssss jjjj . 
4-    2,2,3,3,12,2,3,2,2),,,,( 4321 orsssss jjjjj . 

.  ينتج بالرسم مباشرة:البرىان
 

4-h 4-h 4-i 4-i 

  يمثل حالات توزع رؤوس السيطرة(4)الشكل 
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: (2)نتيجة 
 .غير ممكنة (sj, sj+1, …, p ,q) غير ممكنة فان السمسمة (p ,q)إذا كانت السمسمة  -1
. غير ممكنة (sj, sj+1, …, p ,q, r) غير ممكنة فان السمسمة (p ,q, r)إذا كانت السمسمة  -2
 

 :(7)تمييدية 
1- 51  js 

2- 4
1


j

j

js 

3- 6
2


j

j

js 

4- 9
3


j

j

js 

5- 11
4


j

j

js 

6- 14
5


j

j

js 

15 فإن 3jsإذا كان  -7
5


j

j

js.  

 فإن4jsإذا كان  -8
 

16
5


j

j

js. 

 :البرىان

 لدينا (2)من التمييدية  -1

















4

3

4

m
s

m
j 51عندئذ  js. 

 أن الحالتين (6)لدينا من التمييدية  -2    2,1,1,1),( 1 jj ss غير ممكنتين ومنو نجد : 

4
1


j

j

js .

4أن (7)  في التمييدية (2)لدينا من الخطوة  -3
1


j

j

jsعندئذ : 

  4إذا كان
1


j

j

js فإنو لدينا الحالات      2,21,3,3,1),( 1 jj ss والتوافق مع ىذه الحالات

32 يكون (6)وحسب الحالات غير الممكنة من التمييدية  js 6عندئذ
2


j

j

js. 

  5إذا كان
1


j

j

js12 يكون js 6عندئذ
2


j

j

js. 
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6 أن (7) في التمييدية (3)لدينا من الخطوة  -4
2


j

j

jsعندئذ : 

a-  8إذا كان
2


j

j

js51 يتم المطموب لأن  js 9عندئذ , (1)حسب البند
3


j

j

js. 

b-  7إذا كان
2


j

j

js (6) فإنو لدينا الحالات الممكنة حسب التمييدية 

             1 2( , , ) 1,3,3 , 3,3,1 , 1,4,2 , 1,5,1 , 2,2,3 , 2,4,1 3,2,2 .j j js s s or   حيث أن
الحالة   3,1,3),,( 21  jjj sss 23غير ممكنة ولمتوافق مع ىذه الحالات يجب أن يكون js 21 أو js 

9وبالتالي نجد 
3


j

j

js .

c-  6إذا كان
2


j

j

js (6) فإنو لدينا الحالة الممكنة حسب التمييدية   1,4,1),,( 21  jjj sss 

43عندىا يكون  js 41أو js حيث أن الحالات  
       3,2,11,3,2,2,3,1,2,2,2),,( 21 orsss jjj  غير ممكنة والحالة

)3,1,4,1(),,,( 321  jjjj ssss 9 غير ممكنة وبالتالي نجد
3


j

j

js. 

9أن  (7)  في التمييدية (4)لدينا من الخطوة  -5
3


j

j

jsعندئذ فانو : 

a-  10إذا كان
3


j

j

js51 يتم المطموب لأن  js 11عندئذ , (1)حسب البند
4


j

j

js. 

b-  9إذا كان
3


j

j

js (6)فإنو لدينا الحالات الممكنة حسب التمييدية 

          

   1,3,3,22,2,3,2,

,1,4,2,2,2,3,2,2,1,3,4,1,2,2,4,11,4,3,1,2,3,3,1),,,( 321

or

ssss jjjj   وفي جميع

24ىذه الحالات يكون  js 21أو js 11 وبالتالي نجد
4


j

j

js. 

4بما أن  -6
1


j

j

js4فإن
5

4






j

j

js عندئذ: 

a-  4إذا كان
5

4






j

j

js فإنو لدينا الحالات (6) فإنو لدينا الحالات الممكنة حسب تمييدية 

     2,21,3,3,1),( 1 orss jj  9 وىذه الحالات لا تتوافق مع
3


j

j

js10ومنو يجب أن  يكون
3


j

j

js 

14وبالتالي
5


j

j

js. 

b-  5إذا كان
5

4






j

j

js 1459: نجد
5 5

4

3

 
 



j

j

j

j

j

j

j

jj sss 
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11أن(7)  في التمييدية (4)لدينا من الخطوة  : 8 -7
4


j

j

jsعندئذ : 

a-  12إذا كان
4


j

j

js يتم المطموب . 

b-  11إذا كان
4


j

j

js عندئذ لدينا الحالات الممكنة : 

       1,4,1,4,11,3,3,3,1,1,3,3,2,2,2,2,3,3,1),,,,( 4321 orsssss jjjjj  
41عندىا  لمتوافق مع ىذه الحالات يجب أن يكون  js 45أو js 3 وبيذا فإذا  كانjs فإن

15
5


j

j

js ذا كان 16فان 4js وا 
5


j

j

js .

: (8)تمييدية 
14إذا كان

5


j

j

js 16 فإن
11

6






j

j

js 16 أو
1

6






j

j

js. 

: البرىان
14التي تحقق(sj,sj+1,sj+2,sj+3,sj+4,sj+5) لتكن لدينا السمسمة 

5


j

j

js في متتالية من الحالات نوضحيا 

 :كالأتي 
a-  عندماsj=1نحصل عمى الحالات الآتية  : 

       

     1,3,3,3,3,11,5,1,3,3,1,1,4,1,4,3,1,

,2,2,3,3,3,1,1,4,2,3,3,1,2,3,2,3,3,1,3,2,2,3,3,1),,,,,( 54321

or

ssssss jjjjjj  

  حالة غير ممكنو بحسب التمييدية (4,1,3)  حيث sj-1=5عندىا يكون  sj+1=3  وsj=1نلاحظ أن 

16أن(7)  من التمييدية (8)فيكون حسب الخطوة (6)
6

1






j

j

js .

b-  في الحالات
:الآتية       1,4,2,2,4,12,2,4,1,4,1,2,2,3,2,4,1,2,3,2,2,4,1),,,,,( 54321 orssssss jjjjjj  

 فيكون حسب (6) حالة غير ممكنو من التمييدية (4,1,3)  حيثsj-1=4 عندىا يكون sj+1=4  وsj=1نلاحظ أن 

16 (7) من تمييدية (8)الخطوة 
1

6






j

j

js. 

c-  إن الحالات الآتية تماثل في دراستيا الحالات الموجودة في  الخطوة 

:(a)        

   1,3,3,1,5,11,3,4,1,4,1,

,1,3,3,3,2,2,1,3,3,2,4,1,1,3,3,2,3,2,1,3,3,2,2,3),,,,,( 54321

or

ssssss jjjjjj  حيث

 فيكون حسب (6) حالة غير ممكنو من التمييدية (3,1,4)  حيث sj+6=5 عندىا يكون sj+4=3  وsj+5=1نلاحظ أن 

16 يكون (7) من تمييدية (8)الخطوة 
11

6






j

j

js. 
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d-  وكذلك الحالات
:الآتية     1,4,1,4,2,21,4,2,3,2,2,1,4,2,2,3,2),,,,,( 54321 orssssss jjjjjj  

 و (6) حالة غير ممكنو من التمييدية (4,1,3) حيثsj+6=4 عندىا يكون sj+4=4  وsj+5=1 نلاحظ أن 

16   (7)  من التمييدية (8)حسب الخطوة 
11

6






j

j

js. 

e-  من أجلsj=2و sj+5=2يكون لدينا الحالات : 
       2,2,3,3,2,22,2,3,2,3,2,2,3,2,2,3,2,2,3,2,3,2,2),,,,,( 54321 orssssss jjjjjj حي

41ث انو برسم جميع الحالات والتوافقات معيا بالتالي يجب أن يكون js46 أو js وبيذا يكون إما 

16
11

6






j

j

js 16أو
1

6






j

j

js .

14 نستنتج أنو إذا كان (8)من التمييدية :(3)نتيجة 
5


j

j

jsفان :

a-  sj=1 وsj+5=1 
b- sj=1 و sj+5=2 
c- sj=2 و  sj+5=1 
d- sj=2 و sj+5=2 

: (9)مبرىنة 
 فإن6nلأجل كل   



















2
2

6

15
62

n
n

n
pp n 

.  التي تم الاعتماد فييا عمى الجانب التجريبي والأبحاث السابقة(8)ينتج مباشرة من التمييدية : البرىان
: (10)مبرىنة 

:  فان6n لأجل كل 

 












































)14(mod10,3;2
7

18

)14(mod13,12,11,9,7,6,5,4,2,0;1
7

18

)14(mod8,1;
7

18

62

n
n

n
n

n
n

pp n 

 : معرفو بالشكل الآتيDلتكن: البرىان
    

     
     






















)14(mod,12,10,8,6,4,2,0:,6)14(mod12,9,7,4,1:,5

)14(mod13,11,8,5,3,1:,4)14(mod12,10,8,6,4,1:,3

)14(mod11,8,5,2,0:,2)14(mod13,11,9,7,5,3,1;),1(

jjjj

jjjj

jjjj

D 
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مجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لممسارين  – 2نلاحظ أن المجموعات الآتية ىي 
6,n

 
    

 

 
  

    
  

     ).14(mod6:),4(),,2(,3

),14(mod9,7:,3

)14(mod10,3:,5,,2

),14(mod2,0:,4

),14(mod11,5:),5(

),14(mod8,1:

),14(mod12,4:),2(

),14(mod13:),5(),,3(,4

















nnnnD

nnD

nnnD

nnD

nnD

nD

nnD

nnnnD

 

: ومنو نجد

 












































)14(mod10,3;2
7

18

)14(mod13,12,11,9,7,6,5,4,2,0;1
7

18

)14(mod8,1;
7

18

62

n
n

n
n

n
n

pp n 

:  فإن6n لأجل كل :((4نتيجة

 




























































)14(mod10,3;2
7

18

)14(mod13,12,11,9,7,6,5,4,2,0;1
7

18

)14(mod8,1;
7

18

2
2

6

15
62

n
n

n
n

n
n

pp
n

n
n

n 

 .(10) والمبرىنة (9)البرىان ينتج من المبرىنة : البرىان
: (11)مبرىنة 

: فإن7n لأجل كل   2372  npp n 

 يمثل الجداء الديكارتي للمسارين(5)الشكل 
166  
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: البرىان
: معرفو بالشكل الآتيD لتكن 

               
             













)3(mod2:,6,,3,,2)3(mod1:,7,,4,,1

)3(mod0:,7,,5,,21,7,1,5,1,4,1,1

jjjjjjjj

jjjj
D 

 
مجموعة سيطرة لمجداء الديكارتي لممسارين – 2نلاحظ أن المجموعات الآتية ىي 

7,n
 

    
 

     ).3(mod1:),3(),,6(,7

),3(mod2:),5(

),3(mod0:),3(),,1(,2







nnnnD

nnD

nnnnD

: ومنو نجد   2372  npp n 
:  (9)تمييدية 
: عندئذ الحالات الآتية غير ممكنةn7سمسمة السيطرة لمجداء– 2 ىي (sj, sj+1, sj+3 ,…,sn)ليكن لدينا 
1-      3,12,1,1,1),( 1 orss jj  
2-        5,1,42,4,1,1,4,1,2,2,2),,( 21 orsss jjj  

. ينتج بالرسم مباشرة: البرىان
 :(10)تمييدية 

1- 61  js 
2- 4

1


j

j

js 
3- 7

2


j

j

js 
: البرىان

  لدينا (2)من تمييدية  -1

















4

3

4

m
s

m
j 61عندئذ  js .

 يمثل الجداء الديكارتي للمسارين(6)الشكل 
117  
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 أن الحالتين (9)لدينا من التمييدية  -2    2,1,1,1),( 1 jj ss غير ممكنتين ومنو نجد : 

4
1


j

j

js. 

4أن (10) من التمييدية (2) لدينا من الخطوة  -3
1


j

j

jsعندئذ : 

  4إذا كان
1


j

j

js فإنو لدينا الحالة   2,2),( 1 jj ss والتوافق مع ىذه الحالات وحسب تمييدية 

32  يكون (9) js 7عندئذ
2


j

j

js. 

  5إذا كان
1


j

j

js فإنو لدينا الحالات         1,4,4,1,2,3,3,2),( 1 jj ss يكون 

22 js 7عندئذ
2


j

j

js .

: (11)تمييدية 
7إذا كان

2


j

j

js 9فان
5

3






j

j

js9 أو
1

3






j

j

js .

 :البرىان
 التي تمثل (,sj,sj+1,sj+2)لتكن لدينا السمسمة 

2

7.
j

j

j

s


 :

 : كما في الحالة الآتيةsj=1عندما  -1
  1,5,1),,( 21  jjj sss 
 ونعمم أن (9) حالة غير ممكنو من التمييدية (4,1,5)  حيث sj-1=5عندىا يكون  sj+1=5  وsj=1نلاحظ أن 

4
1


j

j

js 9  يكون (10) من التمييدية (2)حسب الخطوة
1

3






j

j

js .

: كما في الحالة الآتيةsj=2عندما  -2  2,3,2),,( 21  jjj sss 
43نلاحظ أنو بالرسم المناسب ليذه الحالة نجد أن  js .

ذا كان  55 فان sj+4=1وا  js 9 أي أن
5

3






j

j

js .

ذا كان 4وا  2js  35 فان js 9 أي أن
5

3






j

j

js .

 فإن 7nلأجل كل : (12)مبرىنة  
3

8
72

n
pp n  

 .(11)ينتج مباشرة من التمييدية : البرىان
: فإن 7nلأجل كل : (5)نتيجة 2 7

8
3 2.

3
n

n
p p n    .

 .(12) والمبرىنة (11)ينتج البرىان مباشرة من المبرىنة : البرىان
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 :الاستنتاجات والتوصيات 
nmم2 لقد تم التوصل إلى إيجاد حد أدنى وحد أعمى لعدد السيطرة من المرتبة  7,6 من أجلm 

عدد كيفي وكذلك إيجاد الحالة n و9,8m...,كما ونوصي كأىداف مستقبمية بالمتابعة  من أجل. عدد كيفيnو
. مجموعة السيطرة عمى بعض البيانات في حالات خاصة - 2العامة وكتابة بعض الخوارزميات التي تعالج مشكمة 
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