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 ممخّص  

                                            
جاكوبي المعممة لدراسة الحركة النسبية للإلكتروف في الحقؿ  -استخدمنا في ىذه المقالة معادلة ىاممتوف

(، مع الأخذ بالحسباف العلاقة بيف تابعي الكيرومغنطيسي الكيفي، اعتماداً عمى تابع الفعؿ)مبدأ الفعؿ الأصغري
)ىاممتوف ولاغرانج v )H P L   ،حيث الحركة والطاقة للإلكتروف في نظرية النسبية الخاصة بدءاً مف معادلتي ،

، وقد تـ تـ اختيار اللاغرانجياف بحيث يكوف مف أجمو مبدأ التغاير مساوياً لمصفر وبالتالي تكوف معادلة لاغرانج محققة
الحصوؿ عمى المجموعتيف الأولى والثانية لمعادلات ىاممتوف القانونية ومف ثـ عمى قانوف انحفاظ تابع ىاممتوف، أي 

جاكوبي عمى الحركة الحرة لجسيـ  -طاقة الالكتروف. وقد شمؿ ىذا البحث دراسة بعض تطبيقات معادلة ىاممتوف
ـ نُوقشت مسألة كبمر لذرة الييدروجيف في النظرية النسبية وتـ استخراج والحركة الدائرية واللاتغايرات الكظومة ومف ث

 معادلة مسار الحركة للإلكتروف وحساب كؿ مف طاقو وتواتر)تردد( الاىتزاز.
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  ABSTRACT    
 

In this article, we used the generalized Hamilton-Jacoby equation to study the 

relative motion of the electron in the arbitrary electromagnetic field, depending on 

the action function(the principle of the least action), taking into account the 

relationship between the Hamilton and Lagrange functions( vH P L   ), starting 

with the equations of energy and motion for electron in the theory of special 

relativity, where the Lagrangian were chosen so that the principle of variation is 

equal to zero, thus the Lagrange equation was verified. The first and second sets of 

Hamilton's equations were obtained and then Hamilton's conservation law, ie 

electron energy. Study of some applications of the Hamilton-Jacoby equation on the 

free motion of the particle, circular motion and the adiabatic transformations was 

discussed. Kepler problem of the hydrogen atom was then discussed in relativistic 

theory. The equation of the motion path of the electron was calculated and the 

energy of the vibration and the frequency of the vibration were calculated. 
 

Key words: Hamilton-Jacoby equation, action  function, Jacoby's theorem, adiabatic 

transformations, Kepler's problem, path of Rose Sommerfeld. 
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 مقدمة
يُعنى الميكانيؾ التقميدي أولًا بوصؼ حركة الجسيمات، ويكتمؿ الوصؼ في أية لحظة زمنية بتحديد ثلاثة 
إحداثيات فضائية لموقع الجسيـ بالإضافة إلى ثابت عددي)سُمَّمي( ىو كتمة الجسيـ. لكف بالرغـ مف استحالة تحقيؽ 

وـ اتفاقاً تاماً، إلا أنو يمكف وصؼ حركة الأجساـ الكبيرة وصفاً دقيقاً باعتبارىا تقسيـ دقيؽ لممادة يتفؽ مع ىذا المفي
مكونة مف مجموعة جسيمات بالمعنى المتقدـ ذكره. كما أنو مف المسمـ بو أف صياغة نيوتف لعمـ الميكانيؾ تقريب يصح 

ء. أما الوصؼ الأكثر شمولية ليذا فقط حينما تكوف سرعات جسيمات المنظومة )الجممة( صغيرة مقارنة مع سرعة الضو 
    العمـ فيو ماتزودنا بو النظرية النسبية الخاصة. 

دوراً ىاماً في حؿ مسائؿ الميكانيؾ، وليا أىمية كبيرة في تحميؿ الحركات  جاكوبي-ىاممتوف  نظريةتمعب 
واحدة مف الطرؽ المتطورة لحؿ أكثر المسائؿ العممية. وقبؿ اكتشاؼ النظرية الكوانتية الحديثة، كانت  الدورية. وتعد

. لقد لعبت ىذه النظرية أيضاً دوراً ىاماً في عمـ جاكوبي -تُعَالَج بدلالة نظرية ىاممتوف Bohr النظرية الذرية لػٍ بور
جاكوبي، وىي معادلة  -. كما أف معادلة ىاممتوفSchrodinger البصريات وتطوره وفي اشتقاؽ معادلة شرودينغر

جزئية مف الدرجة الأولى لاخطية، وثيقة الصمة بالمعادلات القانونية لِػ ىاممتوف وأف نظرية جاكوبي تنص عمى أف حؿ 
ىاممتوف جاكوبي بالإضافة إلى معادلات لاغرانج ومعادلات  -الأولى يكافيء تماماً حؿ الثانية. تشكؿ معادلة ىاممتوف

القانونية اساساً لطريقة أخرى لمكاممة معادلات الحركة لمنظومة ميكانيكية، حيث نعمـ أف مسألة ميكانيكية ما تُعتبر 
 منتيية عندما نحصؿ عمى قانوف حركتيا، ويتـ ذلؾ بحؿ المعادلات التفاضمية ليذه الحركة.

 
 أىمية البحث وأىدافو:

جاكوبي انطلاقاً مف معادلتي لاغرانج وىاممتوف في نظرية الالكتروف  -ييدؼ البحث إلى دراسة معادلة ىاممتوف
النسبي ومف ثـ تطبيؽ ىذه المعادلة عمى حالة الحركة الحرة لجسيـ، الحركة الدائرية، اللاتغايرات الكظومة، مسألة كبمر 

 تر)تردد( الاىتزاز.ومف ثـ تعييف مسار حركة الالكتروف ثـ طاقة وتوا
 

 طرائق البحث ومواده:
جاكوبي في الحالة النسبية لابد مف معرفة معادلتي لاغرانج وىاممتوف في نظرية  -لبحث معادلة ىاممتوف

 الالكتروف النسبي:
 معادلتا لاغرانج وىاممتون في نظرية الالكترون النسبي

                                                       :[1-3] النسبية الخاصة بالشكؿتُعطى معادلة الحركة والطاقة للإلكتروف في النظرية 
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vعمماً أف
dr

dt
 ( قوة لورنتز، أما 1.1السرعة ثلاثية الأبعاد للإلكتروف. يمثؿ الطرؼ الأيمف مف المعادلة )

الطرؼ الأيسر فيمثؿ العمؿ الميكانيكي الذي يقوـ بو الحقؿ الكيرومغنطيسي في أثناء حركة الشحنة خلاؿ وحدة الزمف. 
، أما الحقؿ المغنطيسي فلا يقوـ بعمؿ ميكانيكي  لكونو عمودياً عمى سرعة وىذا العمؿ يقوـ بو الحقؿ الكيربائي فقط

 الحركة، حيث يُكسب الالكتروف تسارعاً مركزياً فقط.
 يجب أف يتـ اختيار اللاغرانجياف بالشكؿ الذي يؤدي فيو مبدأ التغاير:

  (1.1                              )                 0S Ldt                 
 بالتالي المعادلة:و  
 (1.1)                                                   0

v

d dL dL

dt d dr
   

  [4]: ، كما جاء بالممحؽ، بالصيغة(. وليذا يجب اختيار تابع لاغرانج1.1إلى تحقؽ)
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 . فمف أجؿ الاندفاع ثلاثي الأبعاد يكوف:
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 ( مع الأخذ بالحسباف أف:1.1( في)1.1بوضع)
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( عمماً أف: 1.1وىي المعادلة )
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( فيي تنتج بشكؿ مباشر مف 1.1. أما المعادلة)

 مع الأخذ بالحسباف وبانتباه أف:v( بضرب ىذه المعادلة الأخيرة عددياً بػ 1.1المعادلة)
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0)يمكف التأكد مف ذلؾ بالاشتقاؽ بالنسبة لمزمف وملاحظة أف كؿ مف الطرفيف يساوي: 

3
2 2

v
v

(1 )

m d

dt
 )

 ىذا ويمكف اعتبار:
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الطاقة الحركية للإلكتروف في الحالة النسبية. لنعيف الآف تابع ىاممتوف، الذي يرتبط بتابع لاغرانج بالعلاقة 
 الآتية:
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 وبملاحظة أف:
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 ( بالشكؿ الآتي:1.11يمكف معاودة كتابة الياممتونياف) ،(1.1وبالأخذ بالحسباف )
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في نظرية النسبية الخاصة، عمى شكميا في الميكانيؾ  اللانسبي. فمف تونياف وتحافظ المعادلات القانونية لميامم
(، تنتج المجموعة الأولى لمعادلات ىاممتوف 1.11والياممتونياف )( والعلاقة بيف اللاغرانجياف 1.1معادلة لاغرانج)
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 (1.11                                           )
dr H

dt P





 

القانونية لياممتوف بإيجاد التفاضؿ التاـ بالنسبة لمزمف لبعض الدواؿ المتعمقة بالزمف  ىذا وتسمح المعادلات

)، حيث:Pوالاندفاعات qوالاحداثيات , , )F F t r P  :أيF F F
dF dt dr dP

t r P

  
  
  

، وتبعاً لػِ 

 ( نكتب:1.11( و )1.11)

  
=   
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 ومنو:         
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 عمماً أف:               
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]حيث , ] H F  ( الشكؿ الأعـ لمعادلة ىاممتوف القانونية. لو 1.11التقميدية. ىذا وتعد العبارة) واسوفپأقواس
]، لحصمنا عمىHبالياممتونياف Fاستبدلنا , ]=0 H H:وبالتالي يكوف ،

 
dH H

dt t





ىنا ينتج أنو إذا كانت  . ومف

A وP0غير متعمقتيف بالزمف، أي أف
H

t





انحفاظ تابع ىاممتوف، الذي  ((، فإننا نحصؿ عمى قانوف1.11)مف)

 نضعو مساوياً طاقة الالكتروف:
(1.11                                             ).H E const   

 جاكوبي في نظرية النسبية  -معادلة ىاممتون -2
، لدراسة حركة ما، تعطى مسارات اختيارية كثيرة، لكف ] 1-1،[1جاكوبي -عند استخراج معادلة ىاممتوف     

0tفي بداية الزمفيجب أف يكوف لإحداثيات ىذه المسارات    وفي نيايتوt  قيماً معينة)الاحداثيات الابتدائية والنيائية
يجب أف تكوف محددة(، وبعدئذٍ يتـ تحديد المسار الحقيقي، الذي يجب أف يوافؽ بدوره النياية الدنيا لتابع الفعؿ)مبدأ 

 ]: 1 ،1 ،[1الفعؿ الأصغري(

(1.1                                                 )
0

t

S Ldt   

جاكوبي فعمى العكس، حيث -(. أما عند استخراج معادلة ىاممتوف1.1وىذا الشرط يحقؽ معادلات لاغرانج)
(. لكف بعد ذلؾ يتـ اختيار 1.1لاغرانج )يُعطى عندئذٍ أعداداً كبيرة مف المسارات الحقيقية، التي تحقؽ تغاير معادلات 

المسارات التي تمر عبر نقطتيف محددتيف)نقطة البداية ونقطة النياية( او التي تحقؽ شرطاً ابتدائياً محدداً)مبدأ الفعؿ 
ف اء تغاير الاحداثيات الابتدائية والنيائية، التي تعير جاكوبي يجب اج-الأصغري(. ولذلؾ عند معالجة معادلة ىاممتوف

ف نتوقؼ عند ىذا الموضوع فيو موضح بشكؿ تفصيمي في معظـ الكتب التدريسية، التي تعالج ارية. لثوابت اختي
جاكوبي المعممة لدراسة -الميكانيؾ التحميمي، ونكتفي بذكر النتائج البسيطة، التي تنتج عف استخداـ معادلة ىاممتوف

( بالنسبة 1.1لكيفي)الاختياري(. بأخذ التفاضؿ التاـ لتابع الفعؿ)الحركة النسبية للإلكتروف في الحقؿ الكيرومغنطيسي ا
 (، نجد أف:1.1لمزمف مع الأخذ بالحسباف العلاقة بيف تابعي لاغرانج وىاممتوف)

(1.1                )( , )S S t r    ؛   v. (v )
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 كما يمي:Sبتابع الفعؿ Hوالياممتونياف Pنجد علاقة كؿ مف الاندفاع و ومن
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جاكوبي، أي  -ونظراً لأف جميع المسارات تكوف حقيقية في أثناء استخراج معادلة ىاممتوف

  :( بالشكؿ1.1بالإمكاف معاودة كتابة العبارة الواقعة داخؿ التكامؿ) و(، فإن1.1تتحقؽ مف أجميا جميعاً المعادلة)
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 (1.1                                                     )

x

S
P

x





 

 (1.1                                         )
0

0

.x

S
P const

x


  


                

( فتؤدي إلى 1.1(. أما العبارة)1.1( مف جديد إلى العلاقة بيف الاندفاع وتابع الفعؿ)1.1وتقود العبارة)ىذا 
درجة حرية. مف دعوى جاكوبي ينتج أنو بتعييف تابع الفعؿ  nمايسمى بدعوى جاكوبي، التي يمكف تعميميا عمى حالة

عدد درجات  n)حيث naولمثوابت الاختيارية  nxوللإحداثيات tتابع لمزمف( ك1.1جاكوبي )-مف معادلة ىاممتوف
، وبإجراء التساوي بيف ىذه naالاختياريةبالنسبة لمثوابت  Sالحرية(، ومف ثـ بحساب المشتقات الجزئية لمتابع

 ، نحصؿ عمى تكاملات الحركة:nbالمشتقات، والثوابت الاختيارية الأخرى
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(1.11                                                     )
n

n

S
b

a





  

 nbو na( عمى حالة بعض الاحداثيات المستقمة. ويتـ تعييف الثوابت1.1( بمثابة تعميـ لػ )1.11وتعد العبارة) 
(، 1.11غير تابعيف لمزمف، فإنو يجب أف يتحقؽ قانوف انحفاظ الطاقة) Aو عممياً مف الشروط الابتدائية. إذا كاف

 (، بالشكؿ الآتي:1,1وعندئذٍ يمكف تعييف تابع الفعؿ وفقاً لػ )
(1.11                                         )0( )S Et S r    

 الحالة المستقرة:جاكوبي في -( نحصؿ عمى معادلة ىاممتوف1.1( في )1.11وبوضع)
(1.11             )                2 2 2 2 4

0 0( ) ( )
e

E e c S A m c
c

                        

0(، تكوف محققة في حالة التابع المستقر1.11ويمكف ملاحظة أف مبرىنة جاكوبي )  ( )S r. ند الانتقاؿ إلى ع
 التالي:ي، يجب اجراء التحويؿ التقريب اللانسب

2

2 2 4

0 2 2

0

2

2

0 2 2

0

2

2

0 2 2

0

( )

( ) (1 )

( )

( ) 1

( )
1

                   (1 )
2 2

e
S A

S ce m c
t m c

e
S A

S ce m c
t m c

e
S A

cm c
m c





 


   


 


   


 



 

2                        ومنو:  2

0

0

1
( ) ( )

2

S e
e m c S A

t m c



    


 

2في الحالة اللانسبية يجب اسقاط الطاقة السكونية

0m c :مف الحسباف وبالتالي يكوف لدينا في الحالة اللانسبية 

(1.11                )           
   

.
. 2

0

1
( ) ( )  

2

N r
N rS e

e S A
t m c




   


 

N.بػ رمزلن)   r (وفي الحالة المستقرة نجد وفؽ )1.11لمحالة اللانسبية:) 
(1.11  )                           . . 2

0

0

1
( )

2

N r N r e
E e S A

m c
                              

 جاكوبي –( حل بعض المسائل باستخدام معادلة ىاممتون3
A:حالة الحركة الحرة ) 

 عندما تكوف الحركة حرة يكوف:
(1.1                                                            )0A    

 ( الشكؿ الآتي:1.1وبالتالي تأخذ معادلة ىاممتوف جاكوبي)
(1.1                       )                     2 2 2 2 4

0( ) ( )
S

c S m c
t


  


                                       

  مف الشكؿ: Sوتتحقؽ ىذه المعادلة في الواقع، عند افتراض أف تابع الفعؿ
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(1.1                 )                         x y zS Et a X a Y a Z                                       
,حيث ترتبط الكميات الثابتة )الطاقة والمعاملات .x y za a a :مع بعضيا بالشكؿ ) 

2 2 2 2( ) ( )   ;  ( ) [( ) ]x y z

S
E S i j k S

t


      


 

2 2 2 2 2( ) ( )x y z x y zS a i a j a k a a a       
2 2 2 2 2 2 4

0( )x y zE c a a a m c    
(1.1                   )                     

2 2 2 2 2

0x y zE c a a a m c                                         
,( أف المعاملات1.1يتضح مف) .x y za a a :تساوي مركبات الاندفاع الموافقة 

 (1.1                                           ),       ,x x

S
P a

x


  


   

 E( العلاقة الشييرة، التي تربط الطاقة 1.1يف العبارة )ا في حالة الحركة الحرة ثوابت. تب  والتي تبقى بدورى
i  بالاندفاع ia P  (, ,i x y z ): 
  (1.1                                              )2 2 4

0E c P m c  
(، يمكف الحصوؿ عمى المعادلة الاتية لمحركة: 1.11(، وباستخداـ مبرىنة جاكوبي)1.1( و )1.1ومف)

 
x x

S S
t x

a a

 
  

 
و     

  
bx

x

S

a





 ((، أي أف:1.11)وفؽ)
 
bx

x

E
x t

a


 


 ، لكف:

   (1.1                      )               
2

  b ,...x
x

c a
x t

E
              :وبالتالي نجد أخيراً أف 

(1.1                            )                 
2

   
c

r a t b
E

                                       

)حيث يمثؿ المقدار المتجو , , )x y zb b b b المقدار المتجو الاحداثيات الابتدائية. أما
2

v
c

a
E

  فيو السرعة

)الابتدائية , , )x y za a a a ( بالشكؿ:1.1وبالتالي نعاود كتابة ) 
 (1.1                                                        )0 v  r t r  

B:الحركة الدائرية ) 
0A ىذه المسالة ىنا في التقريب اللانسبي. لنضعنقتصر ىنا عمى معالجة    ، ولنفترض أف نصؼ  

  قطر
R.الدوراف ثابتاً  const ،وزاوية الدورافd(1.11صغيرة. عندئذٍ تؤوؿ المعادلة)  :إلى الشكؿ الآتي  

. . 2

0

0

1
( )

2

N Nr rE S
m

  

(1.11                )               . 20

2

0

1
= ( )

2

N r S
E

m R 
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0S  نجد أف: مف ىنا
P a




 


0 أو  S a  فإذا أخذنا بالحسباف أف .

 
0S

P a



 


، فإف ىذا 

  :Eمع الطاقة ( فيو مرتبط1.11دفاع، وكما يتضح لنا مف)يمعب دور الان aالثابت

(1.11                                                    )
2

2

0

=
2

a
E

m R
   

)0)ويكوف تابع الفعؿ الكمي )S Et S r   0حيث( )  S r a ) (( إلى:1.11مساوياً)وفؽ) 

 (1.11                                               )
2

2

0

S=-
2

a
t a

m R
 

، ومف ثـ إقامة التساوي بيف المقدار الحاصؿ وبيف ثابت aلػ  وبحساب التفاضؿ الجزئي ليذه العبارة بالنسبة
 ((، نجد معادلة الحركة:  1.11، )مبرىنة جاكوبي)0جديد

                         
       

02 2

0 0

 = -       ,      -
S a a

t t
a m R m R

  


  


  

 وبالتالي:
 (1.11                                         )

02

0

a
t

m R
   

0 عاـ، يمكف وضع الزاوية الابتدائية وبدوف تجاوز ماىو 0  ووضع ، 
2

a

mR
 والتي ىي السرعة ،

 الزاوية. عندئذٍ يكوف الوضع كما ىو متوقع، دوراف منتظـ في دائرة بدور ثابت، يساوي:

(1.11                                                  )
22 2

= =
mR

T
a

 


 

 :وفؽ العلاقات  T، والدورPوالاندفاع Eوعندئذٍ يمكف صياغة الطاقة 

                                
2 22

0

2 2

0

2
=

2

m Ra
E

m R T


      ( (1.11( و )1.11،    )وفؽ) 

(1.11   )                  2
v = 

R
R

T


    ,    

2

02 m R
P a

T



  ((.1.11،    )وفؽ) 

 (C اللاتغايرات الكظومة 
وذلؾ بمثاؿ وىو الحركة الدائرية لمنقطة المادية.  في التحولات الكظومة  EHRENFESTلنبرىف دعوى إرنفست

.) 0Rوفؽ العلاقةلنفترض أف نصؼ قطر الدائرة التي يتحرؾ عمييا الجسيـ يزداد ببطء)تحوؿ كظوـ R bt  حيث ،
)احدنفترض لمتبسيط أف التغير يحدث وفؽ قانوف خطي. ويعني التغير الكظوـ أف تزايد نصؼ القطر خلاؿ دور و 

t T  ، أصغر بكثير مف القيمة الابتدائية، أي أف:( 
(1.11                                                       )0bT R  

 لنتساءؿ الآف أي الكميات تبقى عندئذٍ دوف تغير؟ عند دوراف الجسـ يؤثر عميو قوة طرد مركزي تساوي:

(1.11                             )
22

20 0

2

4v 2
( )

m m RR
F m

R R T T


    

R,وعندما const  ( أما إذا كاف 1.11يؤوؿ عمؿ القوة .)( إلى الصفر)لأف القوة تكوف عمودية عمى الانزياح
 نصؼ القطر يزداد ببطء، فإف العمؿ المذكور يغدو عندئذٍ مختمفاً عف الصفر:
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(1.11                                                 )
2

0

2

4 m R
dW dR

T


 

 ويتـ ىذا العمؿ عمى حساب طاقة الجسيـ، حيث تتناقص عندئذٍ:

(1.11                                     )
2

0

2

4 m R
dE dW dR

T


               

 (، نحصؿ عمى:1.11الجسيـ المعينة في) وبتقسيـ ىذه المساواة الأخيرة عمى طاقة
(1.11                                                     )2

dE dR

E R
  

وبالمكاممة نجد:
  1ln 2lnE R C 12أو.

C
E R e C :ومف ذلؾ نلاحظ أف . 

 (1.11                                                  )2. .E R const 
لنصؼ  ((، نجد أنو في أثناء التغيرات الكظومة1.11)العلاقة) Eو  Tبقيمتو بدلالة   2Rوبالتعويض عف 

 كمية ثابتة: Tفي الدور Eالقطر، يبقى جداء الطاقة 
2 2 2

2 2

2 2

0 0

           .
2 2

ET E T
R ER const

m m 
    

(1.11                                              )      .ET const   
 (، أف ىذا الجداء يساوي:1.11ويبدو بوضح مف)

(1.11                    )
2 2 2

0 04 2
2 = 2

         = 2  =  = .     

m R m R
ET

T T

P P d const 

 


 



 

                           

، 2، أي أنو يحسب مف القيمة صفر إلى القيمةعمماً أف التكامؿ المغمؽ يشمؿ كامؿ دور تغير الاحداثي
)في الحالة الراىنة ثابتة Pونظراً لكوف )P a ( بالشكؿ الآتي:1.11، فإنو يمكف كتابة العبارة ) 

(1.11                                  )                  2 .P const    
الكظومة المأخوذة عمى كامؿ  ( مبرىنة )دعوى( إرنفست، والتي تنص عمى أف اللاتغايرات1.11تسمى العبارة )

عند التغير الكظوـ لبارامترات)معممات( الحركة الدورانية في حالة وجود درجة حرية واحدة، أو بعض  iqدور الاحداثي 
 تبقى ثابتة: iqدرجات الحرية عمى كامؿ دور الاحداثي 

   (1.11                                               )=  = .i i iI P dq const 
 :كما يمي وبالإمكاف صياغة الطاقة بدلالة اللاتغاير الكظوـ

(1.11                                                       )1 2( , , )E E I I   
، نحصؿ عمى تواتر الاىتزاز الموافؽ: Eعندئذٍ بأخذ التفاضؿ الجزئي لػ   بدلالة أي تغاير كظوـ

(1.11                                               )
2

i
i

i

E

I







 


  

 ((:1.11ففي حالة الحركة الدائرية، ترتبط الطاقة مع التغاير الكظوـ بالشكؿ، )وفؽ)

(1.11                          )
2 2

04
2 2

m R
I P ET

T
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2 2

0 0

.

2 2 2 2 .4

IPI I I
E

T m R m R



  
   


 

(1.11                                                   )
2

2 2

08

I
E

m R
 

 ((:1.11وبالتالي نجد مف أجؿ تواتر الاىتزاز القيمة، )وفؽ) 

(1.11         )                  
2 2

0

2 2 2 2

0 0

4 1

4 .4

m RE I

I m R T m R T




 


   


                     

D)( مسألة كبمر)النظرية التقميدية النسبية لمذرات المشابية لذرة الييدروجين 
0eلنفترض أف الالكتروف يتحرؾ حوؿ النواة تحت تأثير)فعؿ( التجاذب الكولوني. ولنرمز لشحنتو بالرمز e ،

0eولشحنة النواة  ze حيث ،z  :العدد الذري لمنواة. عندئذٍ تكوف الطاقة الكامنة مساوية 

(1.11                                            )
2

0ze
e

r
   

حافظة، وبالتالي (( فإف الجممة الراىنة تكوف م1.11العلاقة) تبيفكما ونظراً لكوف الطاقة الكامنة لاتتعمؽ بالزمف)
. عند حؿ المسالة الراىنة يمكف استخداـ Eيكوف مساوياً كمية ثابتة، ويساوي طاقة الجسيـ  فإف الياممتوني

0A( واضعيف فييا1.1المعادلات)  الحركة في حقؿ القوى المركزية تكوف حركة مستوية، حيث . لنأخذ بالحسباف أف
)يمكف عندئذٍ كتابة عبارة مربع الاندفاع في الاحداثيات القطبية , )r  :بالشكؿ 

(1.11                )                    2 2 20 0
0 2

1
( ) ( ) ( )

S S
S

r r 

 
  

 
                             

0P( 1.1مف العلاقة) حيث لدينا Sونظراً لأف الإحداثي . ولايدخؿ في عبارة الطاقة الكامنة، فإن 
 :ةالتالي ( بالصيغة1.11البحث عف حؿ المعادلة) بالإمكاف
(1.11                                                        )0 ( )S f r a   

0Sكمية ما ثابتة )حيث  aعمماً أف
a







 السابقة( وتساوي الاندفاع: B مف الفقرة 

(1.11                       )                  0
4 .

S
P a const




  


  

)أما التابع )f rالتابع لػنصؼ القطر ،r(:3.32( و)2.12، فيمكف تعيينو مف المعادلتيف) :فمف كما يمي 
2( نجد: 2.12العلاقة)  2 2 2 4

0 0( ) ( )E e c S m c    (لدينا:3.31ومف )
  2

2 2 4 2 20
0 0( ) ( )

ze
E m c c S

r
    نجد وبالتالي :

2
2 2 2 40

0 02

1
( ) ( )

ze
S E m c

c r
   . 

 :فنجد (3.32) المحسوبة لدينا مع مثيمتيا مف العلاقة0S نساوي بيف
2 20 0

0 2

1
( ) ( )

S S
S

r r 

 
  

 
 ينتج أف:         

2
2 2 4 2 20 0 0

0 2

1 1
( ) ( ) ( )

ze S S
E m c

c r r r 

 
   

 
 

0S( نجد: 1.11ومف)
a







 ،0 ( )S f r

r r

 


 
، أي أف:

 

22
2 2 2 40

02

1
( ) ( )

zef a
E m c

r r c r
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ونكتب ىذه العلاقة بالشكؿ: 
2 42

2 0

2 2 2

2
( )

z ef a B
A

r r r c r


    


 حيث:   

2 4 2 2 2 4
20 0 0

2 2 2
  ,      ,    

m c E Eze z e
A B C a

c c c


    :ومنو .

2 4 2
2 0

2 2 2

2
( )

z ef B a
A

r r c r r


    


   

 أو: 
2

2f B C
A

r r r


   


 وبالمكاممة نجد:   

 (1.11            )                  
2

2
( ) ( ) 

B C
f r A dr

r r
             :عمماً أف    

 (1.11   )                       
  

2 4 2 2 2 4
20 0 0

2 2 2
  ,      ,    

m c E Eze z e
A B C a

c c c


                    

بالإمكاف اختيار ثابت المكاممة مساوياً الصفر. وحتى يكوف تابع الفعؿ  و( غير محدود، فإن1.11ونظراً لكوف التكامؿ)
( موجباً، أي يجب 1.11بالشكؿ الذي يكوف فيو المقدار الموجود تحت الجذر التربيعي في) rحقيقياً، يجب أف يكوف مجاؿ تغيرات

 أف يكوف:

(3.37)                                               
2

2
0

B C
A

r r
     

موجبة.  Cو  Bو Aتكوف محدودة في نيايتييا الحدوديتيف، إذا كانت قيـ الكميات rيتضح مف ذلؾ أف الكمية 
0A( نجد أف 1.11فمف)   0وC  :عندما 

(3.38)                                   
2

2 0
0| |        ,     

ze
E m c a P

c
                                

 :(، أي1.11ىما جذرا المعادلة) rموجبة دائماً، فإف حدي تغيرات Bونظراً لكوف الكمية

     (3.39)                                       
2

1,2 2

B B C
r

A A A
    

0Aالشرطيف  وحتى يكوف الجذراف حقيقياف وموجباف، يجب أف يتحقؽ زيادة عمى   0وC  :أف 
      (3.40)                                            2B AC 

E 9]،[2الحركة،( تعيين مسار 
، ومف ثـ نضع a( بالنسبة لمثابت3.33حتى نعيف مسار الحركة نقوـ أولًا ووفاقاً لمبرىنة جاكوبي بمفاضمة تابع الفعؿ)

0الناتج مساوياً لثابت آخر، فنجد أف:  ( )S a f r     :0ومنوS

a a




 
 

 
 نجد:( 3.35،  ومف)

2

2

2

1 1
( )

2
2

f C
dr

a r a B C
A

r r

 
 

 
  

 

لنأخذ بالحسباف أف:  
2 4

2 0

2
 = ( ) 2

z e
C a a

a a c

 
 

 
أو:  

 
2 2

2

( )
2

f dr
a

a B C
r A

r r


 


  

:نجد 

 (3.41)                          
2

1

0
0

2

2

2

r

r

S dr
a

a B C
r A

r r
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، ولذلؾ لانقمؿ مف عمومية النتائج فيما لو وضعنا ىذا الثابت مساوياً القيمة الابتدائية لػ  0حيث يعيف الثابت 


 

2التربيعي، وبالإمكاف كتابة العبارة الموجودة تحت الجذر  1rأثناء المكاممة rوقد وضعنا الحد الأدنى لػِ  1( )r r r  بالشكؿ

 الآتي: 
2

2

2 2

2 1
[ ( ) ]

B C B AC B
A

r r C r C


      

( مع الأخذ بالحسباف أف: 1.11وبمكاممة)
2

2

2 2

2 1
( ( ) ) 0

B C B AC B
A C

r r C r C


       

ومنو:     
2

1

1 B B AC

r C C


 .  يمكف بسيولة الحصوؿ عمى معادلة المسار في الاحداثيات القطبية، بالشكؿ

1 الآتي: B
x

r C
  1، أي B

x
r C
  فنجد  ،

2

dr
dx

r
  :وبالتالي  ، 

2

1

0
0

2 2

x

x

S a dx

a C D x
 


  

 
    حيث :

2 2
2

2 2 2
(1 )

B AC B AC
D

C C B


    

أي      
2

1
B AC

D
C B

          و   

1

2

2

1

1

x

B B AC

r C C


   :ومنو

 
1 2

1
B AC

x
C B

  

و 
2

1 B
x

r C
    :وبالتالي

2

1
 - 

0
2 2 2

1

B

r C

B AC

C B

a dx

C r D A
 



 


 :وحيث
 2 2

arcsin
dx x

aa x



 

2 2( )x a نجد :
2

1
( )

0

( 1 )

arcsin

B

r C

B AC

C B

a x

DC
 





  .0يمكف اختيار الثابت  ًبالشكؿ الذي يكوف فيو مساويا




أي نضع ،

0( )





  :
2

1
( )

( ) arcsin arcsin1

1

B

C r C

a B AC

C B








   



 
 

 

أو:

 2

1

( ) arcsin arcsin1

1

B

C r C

a B AC

C B

 




   



C. باختيار

a
 ومف جية أخرى . 

arcsin1 / 2 :نجد أف ، 

2

1
( )

sin( ( ))
2

1

B

r C

B AC

C B






  



وبالتالي:  
2

1
[1 1 sin( )]

2

B AC

r C B


     

1   أو: 1
[1 sin( )]

2
e

r P


    :أي 

 (3.42                            )
1 cos

1 sin( )
2

P P
r

e
e
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عمماً أف:    
2

    ,     1
C AC

P e
B B

   (نجد:1.11ومف ) 

(3.43                 )

2 4
2 0

2 42
0

2 2
1

z e
a

z eC c

a a a c




                       

1سرعة الضوء( نحصؿ عمى مدار اىميمجي)قطع ناقصcي)في التقريب اللانسب  :) 

(3.44                                               )0

01 cos

P
r

e 



 

)الاختلاؼ أو التبايف  eو Pوبالتالي نلاحظ أف أخذ المفاعيؿ النسبية لايؤثر إلاَّ ببعض التغيير في المَعمَميف)البارامتريف(
، عندما يختمؼ عف الواحد، يغير مف حيث المبدأ خواص المسار. فإذا كانت القيمة العظمى المركزي(. وأف ظيور المضروب

0)الحضيض( تحصؿ عند الزاويةrالأولى لػ  ، :يكوف 

    (3.45                                                       )
max

1

P
r

e



 

2، فلا تكوف عند القيمة الموافقة maxrأما القيمة الثانية)التالية( لػ  :بؿ عند القيمة الموافقة .

1 cos

P
r

e 



0أولًا عندما أعظـ مايمكف r((. تكوف1.11)حسب)   0ونظراً لأف ، تكوفr  أعظـ مايمكف

2 ثانياً عندما  :أو 

2 4

0

2 2

2 2

1
z e

a c

 



 



(( وبما أف 1.11)وفؽ)  
2 4

0

2 2
1

z e

a c
 :نجد 

(3.46                  )
12 4 2 4

0 02
2 2 2 2

2
2 (1 ) 2 (1 )

2

z e z e

a c a c


  





                             
 ، حيث minrو maxrقطرييما يأي أف الاىميمج الذي يقع بيف الدائرتيف المتيف نصف

(3.47                                 )             
min

1

P
r

e



  

كما يتبيف  -يبدأ بالدوراف)وردة سمرفيمد(. وتكوف زاوية التفاؼ الحضيض عند دورة)لفة( واحدة في الاىميمج مساوية
 القيمة:   -(1.11مف)

(3.48  )                                     2 2 2 2

0( / )z e a c                                       
  

تذكرنا ىذه الظاىرة بظاىرة دوراف حضيض كوكب عطارد حوؿ 
س مف نظور النظرية النسبية العامة، وليالشمس، عندما تتـ دراستو مف م

ونصؼ  منظور ميكانيؾ نيوتف. بيذا الشكؿ تكوف تواترات دوراف الزاوية
مختمفاف. ونظراً لأف ىذه التواترات لاتقاس)غير قابمة لمقياس( بشكؿ  rالقطر

 عاـ. فإنو يقاؿ عنو شرطياً بأنو دوراف دوري، ويتحرؾ الالكتروف في ىذه
الحالة في مسار غير مغمؽ، حيث يمر مع مرور الزمف بالقرب مف كؿ نقطة 

 مف النقاط الواقعة بيف الدائرتيف المتيف نصفي قطرييما
 وردة سمرفيلد مسار(، أما إذا كاف تواتر دوراف نصؼ 1.11( و)1.11معيناً بالعبارتيف) 
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عندئذٍ يؤوؿ المسار إلى اىميمج)قطع   -عمى سبيؿ المثاؿ في الحالة غير النسبية -واحداً)متساوياً( والزاوية rالقطر
                               .                                                                                                                            الحركة دوريةح عندئذٍ بناقص(، وتص

Fطاقة وتواتر الاىتزاز ) 
. لنأخذ بال P.حسباف أفحتى يتـ تعييف الطاقة يجب اولًا تعييف اللاتغاير الكظوـ const


  وذلؾ مف جمع(

د:((، فنج1.11)( و1.11العلاقتيف)
 

0S
P a




 


 (عمى: 1.11((، وبالتالي نحصؿ، حسب)1.11)وفؽ)

(3.49                                                )I P d a
 

    
 اللاتغاير الكظوـ الثاني)الآخر(:وبالشكؿ نفسو نكتب مف أجؿ 

(3.50                                                      )
r r

I P dr   
 ( بالشكؿ:1.11( و )1.11يعيف وفاقاً لػ ) rPعمماً أف

(3.51      )0

2

( ) 2
r

S f r B C
P A

r r r r

 
     
 

 ((1.11( و )1.11، )وفؽ)

)بإشارة زائد)+( أماـ الجذر 2rإلى 1rأنو يجب حسابو مف حيث يعني التكامؿ المغمؽ 0)rP   2ومفr 
)( أماـ الجذر-بإشارة ناقص) 1rإلى 0)rP (نحصؿ:1.11( و)1.11، أي أنو بجمع ) 

(1.11                                 )
2

1

2

2
2

r

r
r

B C
I A dr

r r
    

2و   1rعمماً أف 1r r :ىما كما أشرنا سابقاً جذرا المعادلة 
(1.11                                            )

2

2
0

B C
A

r r
    

2,1  وبالإمكاف بسيولة حساب ىذا التكامؿ: فمدينا 2
[1 1 ]

B AC
r

A B
    و 

2

1

2 2
2

r

r
r

Ar Br C
I dr

r

  
 (، لدينا:1.111، علاقة11، )ص[10]. حسب

  1
12
2

1 1

2 2
2I

II III

X b dx dx
dx X c

x
X xX

    :حيث ،  ,  2  ,   a A b B c C  وبالتالي 

2 2 2X ax bx c Ar Br C        وبإجراء الحسابات اللازمة نجد أف الحد الأوؿ مف التكامؿ

السابؽ، أي
1

2 0I X   1حدي التكامؿبعد تعويضr 2وr :والتكامؿ الثاني . 
2

2

(1 1 )

2

(1 1 )

1 2 2
arcsin

4 4

B AC

A B

B AC

A B

B Ar
II

A B AC

 

 


 


 (، TI(128),2.261،علاقة11،)ص[10]حسب ،

IIوبتعويض حدي التكامؿ نجد:
A


 :أما التكامؿ الثالث .

2

1
arcsin

| | 1

C
r

BIII
C AC

r
B







. 
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IIIوبتعويض حدي التكامؿ نجد:
C


 .بالتعويض في علاقة

r
I :نجد  

(3.54)          

2

1

2 2
2

   0 2 2 2 ( )

r

r
r

Ar Br C
I dr

r

B B
C C

A A
  

  


    


     

C وبوضع قيـ الثوابت  , B  , A اللامتغيريف الكظوميفبدلالة  E( ىنا وتعييف الطاقة 1.11المعطاة في) 
( , )rI I (عمى 1.11( و )1.11نحصؿ مف جمع العلاقتيف )2I a


( أي 1.11، ومف )

2 [ ]
r

B
I C

A
  (نجد:    1.11ووفؽ )

2
2 2 2 40

0
2 4 2

0

2
[ ]

r

Eze
I a c z e

c m c E


  


 أو: 

      
2

2 4 2 4 2
2 2 20 0

2 2 4 2

0

[ ]
2

r
z e z e EI

c a
c m c E



  


وبالتالي   
2 4

2 0

2 4

0

2 2
1

m c
E

z e

c 




  

ومف ثـوبتعويض
2

I
a




 :نحصؿ عمى  

(3.55          )
2 4

2 1/20
0

2 4
2 2 20

2

{1 }

[ ( ) ]
2 2

r

z e
E m c

I z eI
c

c



 

 

 

             

( في 1.11(. تقع العبارة)1.11نحصؿ عمى تواترات الاىتزازات الموافقة) Iو rIوبحساب المشتؽ بالنسبة لػِ 
أساس النظرية النسبية لذرة الييدروجيف في النظرية نصؼ التقميدية لبور، حيث يجب عندئذٍ أف نضع اللامتغيريف 

 الكظوميف بالشكؿ:
     2I n                          (3.56)   ،    2r rI n 

,1و   2,3, 4,...n

 ،0,1, 2,3,...rn  (في 1.11ىما العدداف الكمياف: السمتي والقطري. بوضع )

(، واجراء نشر بسيط، نلاحظ أف:1.11)

 

2 4
2 0

0
2 4

2 2 20

2

{1 }

2 [ ( ) ]
2 2

r

z e
E m c

I z eI
c

c



 



   
 ومنو نجد: 

2 4
2 0 0

0 2 42 2
20

2

1

2
(1 )

2

m z e
E m c

z en

nn c

  


rn...,1,2حيث   n n    عمماً أفn 

1)2التقريبالكمومي الرئيسي. اعتماداً عمى  عدد موجب وصحيح ويسمى العدد  ) 1 2x x  :نجد 

(3.57)               
2 4 2 4

2 0 0 0
, 0 2 2 2 2 2

[1 ( )]
2

n n

m z e z e n
E E m c

n c n n
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 والمناقشةالنتائج 
حصمنا مف خلاؿ بحثنا ىذا انطلاقاً مف معادلتي لاغرانج وىاممتوف في نظرية الإلكتروف النسبي، عمى تابع 
ىاممتوف في الحالة النسبية وعمى المجموعتيف الأولى والثانية لمعادلات ىاممتوف القانونية وبالتالي إلى انحفاظ تابع 

جاكوبي في الحالة اللانسبية والمستقرة.  -تجنا بعد ذلؾ معادلة ىاممتوفىاممتوف الذي يساوي طاقة الالكتروف. استن
جاكوبي إلى الحصوؿ عمى معادلة الحركة لمجسيـ الحر، وصغنا -توصمنا أيضاً مف خلاؿ استخدامنا لمعادلة ىاممتوف

ة وبحثنا مسألة كبمر ثـ عبارات الطاقة والاندفاع والدور لمحركة الدائرية ثـ أثبتنا دعوى إرنفست في التحولات الكظوم
عيّنا مسار حركة الالكتروف وطاقة وتواتر الاىتزاز. لقد ناقشنا كؿ ىذه النتائج بشكؿ مفصّؿ في متف المقالة وبالعلاقات 

 .الرياضية المناسبة التي استنتجناىا بشكؿ متسمسؿ وواضح
 

 الاستنتاجات والتوصيات
بعض مسائؿ نظرية الاشعاع الكيرومغنطيسي بشكؿ متطور تُعد ىذه الورقة البحثية بمثابة مدخؿ لمعالجة 

طيسي ينبعث عندما يمر ناشعاع كيرومغ)  Cherenkov effect ي واشعاع تشيرنكوؼحركة الالكتروف النسب ودراسة
 (السنكروتروني( والاشعاع المتزامف)الضوء في نفس الوسط تفوؽ سرعة طور جسيـ مشحوف في وسط عازؿ بسرعة

Synchronization Radiation ( إشعاع كيرومغنطيسي ينتج عند تسريع الجسيمات المشحونة إلى سرعات قريبة مف
حيث تكوف جاكوبي  -والنظرية الكمومية النسبوية، حيث تكوف ىذه الدراسة مؤسسة عمى معادلة ىاممتوفسرعة الضوء( 

 .الميكانيؾ الكمومي الكلاسيكي إلىلانتقاؿ مف الميكانيؾ لجاكوبي  -معادلة ىاممتوف ىذه الدراسة مؤسسة عمى
 :ممحؽ

  يتمخص مضموف مبدأ الفعؿ الأصغري في الميكانيؾ الكلاسيكي في أنو: يتحقؽ مف أجؿ جممة ميكانيكية،
 S، يُسمى الفعؿ، ويكوف لو في حالة أي حركة حقيقية قيمة صغرى)أصغرية(، وتبعاً لذلؾ يكوف التغيرSتكاملاً 

مجسيـ الحر، ي معيف مف جزأيف: الفعؿ الموافؽ ليتألؼ الفعؿ لمجسيـ المتحرؾ في حقؿ كيرومغنطيس. )*(مساوياً الصفر
وحد ثاف يعيف الفعؿ المتبادؿ بيف ىذا الجسيـ والحقؿ. وىذا الحد الأخير يجب أف يحتوي عمى الكميات التي تصؼ 

صؼ الحقؿ. إف خواص الجسيـ بالنسبة إلى فعمو المتبادؿ مع الحقؿ الكيرومغنطيسي، تتعيف الجسيـ والكميات التي ت
بمتحوؿ واحد، يُسمى شحنة الجسيـ، التي يمكف أف تكوف كمية موجبة أو سالبة)أو مساوية الصفر(. أما خواص الحقؿ 

رباعي الأبعاد، الذي تكوف مركباتو توابع للإحداثيات والزمف. وتدخؿ ، تُسمى الكموف iAفتُعيَّف بمتجية رباعية الأبعاد

عمى شاكمة الحد:Sىاتيف الكميتيف في الفعؿ
 

 

b

i

i

a

e
A dx

c
   حيث أف المكاممة تكوف عمى طوؿ الخط العالمي

(world line )بيف حدثيف مُعيني فa وb وىما وجود)وقوع( الجسيـ في الموضعيف الابتدائي والنيائي في المحظتيف ،
ط الخط العالمي عمى نقاiA، أي بيف نقطتيف عالميتيف معينتيف. عمماً أنو يتـ حساب)أخذ( التابع2tو1tالمعينتيف 

1لمشحنة. أما المضروب

c
الملاحظ أنو طالما لـ نعتمد بعد أي علاقة تربط الشحنة أو  فيتـ استخدامو لمملائمة. ومف 

الكموف مع كميات معمومة لدينا سابقاً، يكوف مف الممكف اختيار وحدات قياسيما)الشحنة والكموف( بشكؿ اختياري. 

   يتضح مف ذلؾ أف الفعؿ لمشحنة في الحقؿ الكيرومغنطيسي يأخذ الشكؿ: 
0( )

b

i

i

a

e
S m cds Adx

c
    حيث
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يمثؿ التكامؿ
0( )

b

a

m c ds  الفعؿ مف أجؿ الجسيـ المادي الحر والحدds قميدي التفاضمي في الفضاء الا الفاصؿ

)الرباعي وىو مقدار سُمَّمي، كما أف , )ix ct r و( , )ix ct r أف المقدار الموجود تحت رمز التكامؿ، في  . أي
، المتجية ثلاثية iAالسابقة، مقدار تفاضمي مف المرتبة الأولى. وتشكؿ المركبات الفراغية الثلاث لممتجية Sعلاقة
0Aلمحقؿ، أما المركبة الزمنية فتسمى بالكموف السُممي، ويُرمز ليا بالرمز، التي تسمى الكموف المتجو Aالأبعاد  ،

)وبيذا الشكؿ يكوف: , )iA A :وبالتالي يصاغ تكامؿ الفعؿ بالشكؿ 

0( )

b

a

e
S m cds A dr e dt

c
     أو باستخداـ سرعة الجسيـv

dr

dt
:نجد  

2
2

0 2

v
( 1 v )

b

a

e
S m c A e dt

c c
      نلاحظ أف المقدار الموجود داخؿ التكامؿ ىو تابع لاغرانج .

لمشحنة الموجودة في الحقؿ الكيرومغنطيسي:       
2

2

0 2

v
1 v

e
L m c A e

c c
     حيث 

2 2 2ds c dt dL  .لمجسيـ الحر:   اللاغرانج ىنا عف تابع لاتختمؼ عبارة اللاغرانج 
2

2

0 2

v
1L m c

c
  إلا بالحديفv

e
A e

c
  .المذاف يُعي ناف الفعؿ المتبادؿ بيف الشحنة والحقؿ 

 ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ
يجب أف يكوف أصغرياً فقط عمى أطواؿ أجزاء صغيرة جداً مف التكامؿ. أما مف S)*( في الوقع يؤكد مبدأ الفعؿ الأصغري أف تكامؿ

 نياية حدية، وليس مف الضروري أف تكوف صغرى.Sلػِ  اختيارية، فيؤكد ىذا المبدأ أف أجؿ أطواؿ
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