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 ممخّص  

 
مةن المعممةة مسائل القيم الحدية الخطيةة يةا المعةادال التلاةةمية ل العددي حلمل شرائحيةتجميع طريقة تقديم  تم
تعتمةد التقنيةة المقترحةة عمةر تقريةة دالةة الحةل  .العمة م المختملةةالتةا تنشةت تطبيقاتيةا يةا الميكانيةك    الثانية عشةر المرتبة 

مةع خمةس نقةاط تجميةع يةا كةل مجةال جزئةا مةن الحةل. تسةتطيع الطريقةة   عشر  ةشرائحية من الدرجة السادس يالحد دب
  حدانيةة   جة د تةةمنطريقةة المقترحةة الأن  تةم إثبةال  .مشتقاتو حتر المرتبة الحادية عشر  تقرية  لممستلة تقرية الحل 

أن  تةةم تقةةدير  ةةيطة لمخطةةت المقتطةةع الشةةاملل حيةة  تبةةين الدراسةةةكمةةا . ختبةةارائل اامسةةبعةة  لحةةل  ق  طب ةةعنةةدما ت  الحةةل 
قمنةةا لإثبةةال  ةةحة النتةةائر الن ريةةة    .عشةةر  السةةادس مةةن الرتبةةةخطةةت مقتطةةع شةةامل ب متقاربةةة  ناسةةقةمتتكةة ن الطريقةةة 

أيةةةمية إلةةر  الآخةةريننتةةائر ع مةة نةةانتائجل النةةمقار تشةةير ال ل حيةة مسةةائل مختملةةةثةة   باختبةةار الطريقةةة الشةةرائحية بحةةل 
 لعالية.ال   دقةالطريقة المقترحة من حي  ال

 
ل الثانيةةةة عشةةةر ل مسةةةائل القيمةةةة الحديةةةة مةةةن المرتبةةةة تجميةةةع شةةةرائحيةل نقةةةاط  حةةةد د كثيةةةرالالكممـــات المحتاحيـــة  

 .المقتطع الشامل الخطل  التناسق
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  ABSTRACT    
   

In this paper, we develop spline collocation technique for the numerical solution of 

general twelfth-order linear boundary value problems (BVPs). This technique based on 

polynomial splines from order sixteenth as well as five collocation points at every 

subinterval of BVPs. The method developed not only approximates the solution of BVP, 

but its higher order derivatives as well. We show that the spline collocation method is 

existent and unique when it is applied into a test problem. Also, its global truncation error 

is estimated. Moreover, the purposed spline method when applied to test problems will be 

consistent and convergent from sixteenth order. Three numerical examples are given to 

illustrate the applicability and efficiency of the new method. Comparisons of our results 

with some other methods show that our method is very effective and successful. 

 

 

Keywords: Spline Polynomials, Collocation Points, Twelfth-Order BVPs, 

Consistence, Global Truncation Error.  
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  مقدمة 
 ال  اىر ييم يا لممساعد  نماذج رياةية ت ميم إلر  اليندسية العممية المسائل من كثير يا الباحث ن يمجت
ل نشاىدىا كثيرا من مراتة عاليةمن  مال من المعادال التلاةمية  إلر  ياغة تؤدي ما غالبًا النماذج  ىذه المختملةل

التا ت اجو ىؤاء الباحثين عدم  ج د حم ل المشكمةالليزياءل  اليندسة  ير ع مختملة.  لكنالميكانيك   كمسائل يا 
الحم ل العددية  يجادااىتمام بتقديم طرائق تقريبية لإ لمكثير من ىذه النماذجل  ىذا ما حدا بيم إلر  ريحةتحميمية 

 .  يمكن الق ل إنو ل ا الح اسية لبقل الكثير من المسائل الرياةية د ن حل.يةالحاس بالبرامر باستخدام 
سيتم يا ىذا العمل تط ير تقنية تجميعية شرائحية لحل مسائل القيم الحدية الخطية المعممة من المرتبة الثانية 

 عشر  من الشكل:

],,[),()()()(
11

0

)()12( baxxqxyxpxy
i

i
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                             (1.1) 

 :الآتيةالخاةعة لمشر ط الحدية 
5,...,1,0,)(;5,...,1,0,)( )()(  mbymay m

m

m

m                             (1.2) 
ii حي :   ,  (i = 0, 1,…,5)   0,...,11(ث ابل حقيقية ل()( ixpi   لq(x)   د ال مستمر  عمر

 .[a, b]المجال 
ر الباحث ن العديد من الطرائق العددية لحل مسائل القيم الحدية الخطية من المرتبة الثانية عشر  يا ط          

 الحالة الخا ة من الشكل:
],,[),()()()()12( baxxgxyxqxy                                          (1.3) 

 لن عين من الشر ط الحدية: تخةع  
5,...1,0,)(,)( )()(  mbyay m

m

m

m  ,                                      (1.4) 
5,...1,0,)(,)( )2()2(  mbyay m

m

m

m                                       (1.5) 
ل [5]ل طريقة شرائحية من غير كثيرال الحد د  [2]الت ةع الأمثل المتقاربة : طريقة من ىذه الطرائق رْ كُ نذْ 

ل طريقة [10,9]طرائق الت ةع الأمثل ااةطرابية  ل [8]ل طريقة المربعال ال طرى[6]التكرارية التطيير طريقة تحميل 
 .[14]طريقة التح يل التلاةما     [13]ل طريقة شرائحية من الدرجة الثالثة عشر  [12]التطيير التكرارية 

 ل (1.3)-(1.5): تم أيةاً تط ير المزيد من التقنيال العددية لحل مسائل من الشكل وحديثا
ل [3]تشيف غالركن من الن عين الثال   الرابعبتشيل طريقة [1]منيال طريقة تحميل أد ميان مع د ال غرين نذْكُرْ 

ل طريقة م يجال شان ن [7]ل طريقة الت ةع الأمثل التحميمية لإيجاد حل تحميما تقريبا [4]طريقة حد ديال تشيتشيف 
(Shannon wavelets استخدمل لحل مسائل من النمط )(1.2)-(1.1)  طريقة شرائحية بتربع نقاط  .[15]يا 

 .[11]تجميع استخدمل لحل مسائل القيم الحدية المعممة من المرتبة العاشر  يا 
 

 :أىمية البحث وأىدافو
متسارعة يا مختمف التطيرال لمالحدي  ن راً يا ع رنا بارزاً د راً عالية  التلاةمية من مراتةالمعادال  تمعة

المعادال نمذجة رياةية لكثير من مسائل الحركة بين يذه يالخل ييزيائية أ  ىندسية ميكانيكية أ  العم م س اء أكانل 
ل  حساة معادلة المجال  الأقمار ال ناعية ليا د ر يعال يا  ناعة الطائرال  العنا ر يا الطبيعةل   الأجسام 
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 مطناطيسا  معادال انتقال الطاقة المشعةالمطناطيسا عمر جسم معين  تستخدم يا مسائل التشتل الكير    الكيربائا 
ىذه تحميمية  ريحة لمع م الباحث ن عدم  ج د حم ل منيا يعانا  لكن المشكمة التا التا يطبق عمييا حرار  عالية.  

 خمسشرائحية مع نيدف إلر تقديم تقنية  ليذاديل عن الحم ل التحميمية. كب ةالعددي المعالجة إلر المسائل ييتم المج ء
يظير الحل مشتقاتو حيث الحالة المعممة ) (1.2)-(1.1)من النمط الحم ل لمسائل القيم الحدية لتقرية  يةاط تجميعنق

جراء ااختبارال العددية(ةمرتب أيمن   .ل  دراسة ااستقرار  التقارة العددي  ا 
 

 طرائق البحث ومواده 
تعتمد طرائق البح  عمر بع  الملاىيم  المبرىنال الأساسية يا ن رية التقرية مثل يةاء التقريبال بكثيرال 
حد د بالإةاية إلر بع  الأساسيال  المبرىنال يا الجبر الخطال  كذلك تم ااط ع عمر بع  التقنيال العددية 

ل ستلاد  من المزايا اايجابية  تجنة الثطرال  المزايا يا المراجع العممية التا تطرقل لحل المستلة المطر حة  ذلك 
السمبيةل  ليذا تم اختيار يةاء التقريبال بكثيرال حد د شرائحية لحل المستلة  تنليذ النتائر برمجياً بمطة البرمجة 

Mathematica 10 عالية المست ى. 
 

 النتائج والمناقشة 
 خمس نقاط تجميع  بطريقة شرائحية صياغة 

bxxxaتجزئة منت مة: نتخذ  (1.1)-(1.2)المستلة  لحل N  ],[لممجال  10... ba  ل حي
hiaxi  لNi ,...,1,0ل   nabh /)(   .  بلر  أن ط ل الخطS(x)  تقرية شرائحا من الدرجة

],[لأجل كل   لمستلة يذه ال y(x)سل عشر  لمحل  1 kk xxx الشريحة نعرف )(xSk :كالآتا 

1,..,1,0,
!

)(

!

)(
)(

11 16

11,

)(

0 12
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)()0,...,11(حيةةةةةةةةةة     )(

0

)(  isaS ii. 110شةةةةةةةةةةرائحية ي جةةةةةةةةةةد حةةةةةةةةةةد ديال أي ,...,, NSSS  بحيةةةةةةةةةة  أن
)()( xSxS k  لأجل كل],[ 1 kk xxx   الشرائح تحقق الشر ط:ىذه ل 

 
N0,1,...,,)()(b];[a,C12  kxyxSS kk 

 0(1)11m2,-0(1)N,)()( 1

(m)

k1

(m)

1k   kxSxS kk 
 الآتية:الخمس تجميع النقاط يا كل مجال جزئا عمر التقنية الشرائحية  تعتمد

jk
j

zhxx zk  ,  ( j=1,2,…,5),                                                       (4.2) 
 تحدد بالشكل:الخمس التا تجميع المع  سطاء المرتبطة 

10 54321  zzzzz                                                          (4.3) 
ل ثم الخا ة بتدائيةااقيم المسائل عدد من إلر  (1.1)-(1.2) المعممة الآنل سنح ل مستلة القيم الحدية

  ل لإيجاد الحل الشرائحا لممستلة المطر حة.(4.2)-(4.3) التجميع ( مع نقاط4.1تطبيق كثيرال الحد د الشرائحية )
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عندئذ يإن ىذا الحل سيعب ر عنو كمجم ع خطا  (1.1)-(1.2)حل  حيد لممستلة المطر حة  y(x)بلر  أن 
ىا الحم ل ال حيد   S0(x), S1(x), S2(x),…,S6(x) سبع من مسائل القيم اابتدائية الخا ةل يإذا يرةنا أن:حم ل ل

 بحي  يتحقق: cc,...,61يإنو ي جد ستة ث ابل حقيقية ليذه المسائل عمر الترتيةل 





6

1

0 )()(
k

kkcxxy SS                                                                     (4.4) 

-(4.3)(  مشتقاتيا حتر المرتبة الثانية عشر  مع نقاط التجميع 4.1نطبق التقريبال الشرائحية )سيا البدايةل 
 إلر مستلة القيمة اابتدائية الآتية: (4.2)

1)1(0,5)1(1,)()()()(
11

0

)(

0

)12(

0  



  Nkjxqxxpx
jk

i
jk

i

jkijk zzzz SS ,      (4.5) 

 تخةع لمشر ط اابتدائية:
)11,...,6(0)(),5,...,0()( )(

0

)(

0  iaia i

i

i
SS  ,                                    (4.5a) 

],,[0)1(1حي :  1   Nkxxx kkjk z  لS0(x)    مع الشر ط  (4.5)الحل ال حيد لممستلة(4.5a). 
حم ليا نرمز ل بتسم ة مشابو لما تقدمل سنطبق التقنية الشرائحية لحل مسائل القيم اابتدائية المتبقية التا        

S1(x), S2(x),…, S6(x) المستلة اابتدائية المتجانسة الأ لر  عمرل  لنبدأ بتطبيق التقنية الشرائحية عمر الترتية
 (:S1(x))التا حميا 

1)1(0,5)1(1,0)()()(
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jkijk zzz SS ,             (4.6)  

  تخةع لمشر ط اابتدائية:
)11,...,7(0)(,1)(),5,...,0(0)( )(

1

)6(

1

)(

1  iaaia ii
SSS ,                      (4.6a) 

 (:S2(x))التا حميا ممستلة اابتدائية المتجانسة الثانيةكذلك سنطبق التقنية ل   
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jkijk zzz SS ,            (4.7) 

 لشر ط اابتدائية:مع ا
)11,...,8(0)(,1)(),6,...,1,0(0)( )(

2

)7(

2

)(

2  iaaia ii
SSS ,                  (4.7a) 

 :نجد أن (S3(x)التقنية لممستلة اابتدائية المتجانسة الثالثة)التا حميا  بتطبيق   

1)1(0,5)1(1,0)()()(
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)12(

3 


 Nkjxxpx
i

jk

i

jkijk zzz SS ,   (4.8)  

 مع الشر ط اابتدائية: 
 11,10,9,0)(,1)(),7,...,1,0(0)( )(

3

)8(

3

)(

3  iaSaia ii
SS                (4.8a) 

 (:S4(x)كما سبق سنطبق التقنية لممستلة اابتدائية المتجانسة الرابعة)التا حميا 
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 مع الشر ط اابتدائية:
11,10,0)(,1)(),8,...,1,0(0)( )(

4

)9(

4

)(

4  iaaia ii
SSS                         (4.9a) 

 (:S5(x)سنطبق التقنية لممستلة اابتدائية المتجانسة الخامسة)التا حميا 
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 مع الشر ط اابتدائية: 
0)(,1)(),9,...,1,0(0)( )11(
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 (:S6(x)سنطبق التقنية الشرائحية لممستلة اابتدائية السادسة )التا حميا  أخيراً 
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 الخاةعة لمشر ط اابتدائية:
1)(),10,...,1,0(0)( )11(

6
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6  aiai
SS  .                                                  

(4.11a) 
ل حية  (1.1)-(1.2)ىا حةل لمسةتلة القيمةة الحديةة المطر حةة  (4.4)المعرية بالع قة  y(x)سنثبل أن الدالة 

 نجد
 يتحقق لدينا: cc,...,61أنو لأجل ستة ث ابل حقيقية 
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لقد أثبتنا أن الحل  
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kk ScxSxy ( ل  يتبقر إثبال أن ىذا الحل 1.1يحقق المعادلة التلاةمية)

 ن ح  أن: ه الطايةل لأجل ىذلممستلة (1.2)يحقق الشر ط الحدية 
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لنياية  (1.2)المجي لة سيتم تعيينيا من الشر ط الحدية  cc,...,61الث ابل الحقيقية يإن  ما تقدمإةاية إلر 
 المجال بحل من  مة المعادال الآتية:
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ii  ,                      (4.12) 

  بالتالا يإن:
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معم مة عند  S6(x) …لS1(x)ل S0(x)الشرائحية ياحم لت بح  (4.5)-(4.11)بحل المن  مال  واح  أن
 كل

kxx  لNk 1 حل المستلةل  بالتالا )()( xyxS   2,1,...,12 مشتقاتو),()( ixS i معم ماً  سيك ن
 :ا جميع نقاط التجزئة من المعادلةي
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(4.13) 
 بتطبيق نقاط التجميع  

jk
j

zhxx zk 
, j=1(1)5 أن نجدل (4.1)الشريحة  عمر: 
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,5,4,3,2,1المعام ل المجي لة  يتم حساة (4.14)يا ن ح   ,,,, kkkkk CCCCC  حل كل  عندالأ لر
أ  من الخط   السابقة إذا كان  k=0إذا كان باستخدام الشر ط اابتدائية  (4.5)-(4.11)من  مة من المن  مال 

k>1. 
 وجود حل تجميعي شرائحي وحيد  

 من المرتبة الثانية عشر  الآتية:  المعادلة التلاةميةلنتخذ  
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RbaCbaCbaFبلر  أن    ],[],[],[: 11 ل نق ل إن الدالة دالة ممساء كلايةF شرط  تحقق
 :ليبشيز الآتية حةجل متراتحققليبشيز إذا 
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 .Fيدعر بثابل ليبشيز لة  Lحي  
 .(4.15)لمستلة ااختبار  y(x)  حدانية الحل يةمن  ج د ليبشيز شرط تحقيق إن  
ل (4.15)إلر المستلة  (4.2)-(4.3)نقاط التجميع  مشتقاتيا مع   (4.1)بتطبيق التقريبال الشرائحية   

 نح ل عمر المن  مة الحسابية الآتية:
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 ب يطة الم ل يال ينتر لدينا:  (4.16) بإعاد  كتابة المن  مة

kk FCA ˆ                                                                                       
(4.17) 
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,b]([a(: بلر  أن مبرىنة  11CF أن المتراجحة :   تحقق شرط ليبشيز 
1 105.90285 8-7  hL                                                                  (4.18) 

10/51  التجميع  سطاء باختيار S(x)محققة عندئذ ي جد حل شرائحا  حيد  z 10/72ل z 
10/83 z 10/94ل z   ل حيL  ثابل ليبشيز لمدالةF. 

 :البرىان
حقق شرط ليبشيز تي (4.15)عندما يطبق إلر المستلة  S(x) الحل الشرائحا إثبال أنيجة لبرىان المطم ة 

 بشكل  حيد. تعيينويمكن  kCالشعاع أي يكلا إثبال أن ل Fلمدالة 
10/9,10/8,10/7,10/5إذا كان  أ اًل ن ح  4321  zzzz  1يإنA 
)(/ 9765625سل شاذ  لأن يل (4.17)المن  مة م ل ية مقم ة  10hADet  . 

521ليكن    , RCC kk  نح ل عمر (4.17)المن  مة من عندئذ ل: 
111 ˆ
kk FAC  , 212 ˆ

kk FAC   
  التا يمكن إعاد  كتابتيما بالشكل:

),,,,,( 1
5,

1
4,

1
3,

1
2,

1
1,

1 hCCCCCQC kkkkkkk   and ),,,,,( 2
5,

2
4,

2
3,

2
2,

2
1,

2 hCCCCCQC kkkkkkk   
 :نجد أن Mathematica 10 استخدام لطة  ||.||ليبشيز  ن يم المساية  بتطبيق شرط 
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A  ,                                (4.19) 

[1,0], 105.90285  101.41545 101.48938

101.05976104.65304-109.63091 

87-129-118-

10-79-78-7

1





hhhh

hhhH  

[1,0], 104.82614  101.18534 101.24439 

 108.82123 103.85154- 107.90815 

98-1310-129-

11-910-89-8

2
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hhhH  

[1,0], 103.61437   109.03788 109.47158

- 106.69532 102.91111- 105.94163 

109-1412-1311-

12-1011-910-9

3





hhhh

hhhH  

[1,0],102.50031  106.33773 106.63305

- 104.67875 102.02786- 104.12029 

1110-1513-1412-

13-1112-1011-10

4
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hhhH  

[1,0], 101.60867 104.12029104.30789

 103.03364101.31164- 102.6559  

1211-1614-1513-

14-1213-1112-11

5
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hhhH  

),,,,(max 54321 LLLLLL   , 8-7
543211 105.90285 ),,,,( hHHHHHMaxH  

, [1,0] h . 
1105.90285 كانيعنا إذا  (4.18)تحققل المتراجحة إذا ي 8-7  hL  ليبشيز لمدالة  شرطي بحF  ًمحققا

 :.  ىكذا ي جد حل  حيد  بحسة التعريف
),,,,,( 5,4,3,2,1, hCCCCCQC kkkkkkk  

1),(يمكن إيجاده تكرارياً بالشكل  hCQC p

kk

p

k , p=0,1,2,… .ى  المطم ة  
إذا كان  p( من الرتبة Consistent) متسقةإنيا عددية : يقال عن طريقة [11] تعريف

)(||||||
0

p

k hOmax
Nk




   ل حيk  خطت ااقتطاع الم ةعا لمطريقة عندkx. 

 Local Truncation Error الخطأ المقتطع الموضعي 
)(],[بلر  أن  16 baCxy   أن (1.1)-(1.2)ممستلة لحل  حيد S(x)   الحل الشرائحا.  بلر  أن

)( kT   ةلخمسعده بشعاع   k بتطبيق التقرية الشرائحا  مخطت المتقطع الم ةعا. يرمز لS(x)  نقاط  مع
10/9,10/8,10/7,10/5 اختيارمع  (4.2)-(4.3), التجميع 4321  zzzz  ةع    ل
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k xSS  ل(m=0,1,…,11)  ل)()( jk
j

hzxyxy zk   نح ل عمر  يطة الخطت المقتطع ل
 :بالشكل الم ةعا

kkk C  ,                                                                     (4.20) 
 حي  
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 ( نح ل عمر4.17من ناحية أخرى من المن  مة )
kk FAC ˆ1                                                                                (4.21) 

 ل  أن (2.19) المعبر عنيا بالع قة ىا الم ل ية 1Aحي  
T

kkkkkk xyxyxyxyxyF zzzz )](),(),(),(),([ˆ
1

)12(

4

)12(

3

)12(
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)12(

1

)12(
 . 

)(),(0,...,11 باستخدام منش رال تايم ر  لمد ال  mxy m  ح لkx  نح ل عمر (4.20) التع ي  يا 
 :kالخطت المتقطع الم ةعا عند الخط    مرتبة

Nk
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kkk )1(0,

)(102.77254 

)(108.15135 
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 كالآتا:  (4.22)لمتقنية الشرائحية  يقاً لمع قة الخطت المتقطع الم ةعا ىكذا يعطر 
)()(102.77254 |||| 1717)17(-12 hΟhxy kk  لمطريقة بعد  الشاملالخطأ المتقطع ل  يقدرN 

||||.)(.)()( خط   كالآتا: 161717 hOhO
h

ab
hONT 


 يالطريقة المقترحة  التعريفل  منو بحسة

 من الرتبة سل عشر . ومتقاربة متناسقةستك ن 
 Numerical Results نتائج عددية  
لمطريقة الشرائحية المقترحةة يةا حةل مسةائل القةيم الحديةة مةن المرتبةة   الدقة العددية يةمكانية التطبيقالإلت ةيح  

طةةر  ن   لمتدا لةةة يةةا مراجةةع حديثةةة انختبرىةةا لحةةل ثةة   مسةةائل اختبةةار قياسةةية اثنتةةان منيةة (1.2)-(1.1)الثانيةةة عشةةر  
نسةةةةةةةةةةةةةةةةتخدم يةةةةةةةةةةةةةةةةا الحسةةةةةةةةةةةةةةةةابال  يةةةةةةةةةةةةةةةةا الحالةةةةةةةةةةةةةةةةة المعممةةةةةةةةةةةةةةةةة. الطريقةةةةةةةةةةةةةةةةة اختبةةةةةةةةةةةةةةةةار يعاليةةةةةةةةةةةةةةةةةة الثالثةةةةةةةةةةةةةةةةالمسةةةةةةةةةةةةةةةةتلة 

|)()(|max )()(

1

)(

i

k

i

k

Ni

k xSxy 


    لمراتةةة المشةةتقال بةةة رمةةزنلتشةةير إلةةر أكبةةر الأخطةةاء المطمقةةةلk=0,1,..,11 .
تنليةةةةذ البةةةةرامر الحاسةةةة بية ال زمةةةةة لحةةةةل المسةةةةائل    يةالحسةةةةابالعمميةةةةال لإجةةةةراء  Mathematica(10)نسةةةةتخدم برنةةةةامر 

 .لممسائل المطر حة بالطريقة الشرائحيةل  كذلك لإنجاز الرس م البيانية
 :[1,9,10,13] لنتخذ مستلة القيمة الحدية الآتية   2 مسألة

,10),exp()23120()()( 3)12(  xxxxxyxxy  
 تخةع لمشر ط الحدية











.25)1(,16)1(,9)1(,4)1(,)1(,0)1(

;15)0(,8)0(,3)0(,0)0(,1)0(,0)0(

)5()4()3(

)5()4()3(

eyeyeyeyeyy

yyyyyy  

xexxxy تممك الحل التحميما  )1()( . 
 h=0.1بالطريقةةةة المقترحةةةة بخطةةة    1ممسةةةتلة( حسةةةاة الخطةةةت المطمةةةق يةةةا الحةةةل الشةةةرائحا ل1يةةةا الجةةةد ل)تةةةم  

 آخةةر ن يةةا  Mirmoradiل  طريقةةة [9]يةةا  Grover and Tomer طريقةةة  [1]يةةا  Sawgf مقارنتةةو مةةع طريقةةة 
 تةومشةتقاتو حتةر المرتبةة العاشةر   مقارنبعة  الأخطاء المطمقة يا الحةل الشةرائحا   أكبر ( 2 ندرج يا الجد ل) .[10]

  مشةةةةةتقاتو ( الحةةةةةل الشةةةةةرائحا10)-(1الأشةةةةةكال )نرسةةةةةم يةةةةةا  .[13]يةةةةةا  Siddiqi & Akramمةةةةةع طريقةةةةةة 
11,..,1,0,)( mS m

i
)(,1,0,..,11 مشتقاتو  مع الحل الدقيق تومقارن    my m

i
 .h=0.1 ةب 

 h=0.1بخطوة  1(  الخطأ المطمق في الحل الشرائحي لممسألة1الجدول)

xi SAwGF in [1] 
Mirmoradi et 

al. in [10] 
Grover & Tomer in [9] طريقتنا الشرائحية 

0.1 2.03 E-16 3.000000 E-11 7.5065 𝐸 - 14 1.387786 E-22 

0.2 6.56 E-15 0.000000 E-00 2.7686 𝐸 - 12 2.775569 E-22 

0.3 3.43 E-14 1.000000 E-10 1.7271 𝐸 - 11 3. 45345 E-21 

0.4 7.79  E-14 2.000000 E-10 5.0232 𝐸 - 11 5.646546 E-21 

0.5 1.02 E-13 1.100000 E-09 9.3401 𝐸 - 11 2.775560 E-20 

0.6 8.12 E-14 4.400000 E-09 1.2791 𝐸 - 10 9.436901 E-20 

0.7 3.71 E-14 1.350000 E-08 1.3917 𝐸 - 10 2.220454 E-19 

0.8 7.39 E-15 3.680000 E-08 1.2278 𝐸 - 10 4.329873 E-19 

0.9 2.38 E-16 9.010000 E-08 7.4997 𝐸 - 11 6.883382 E-19 

1 0.0000000 2.027000 E-07 1.9454 E-11 8.965051 E-19 
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  1(  أكبر الأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي ومشتقاتو لممسألة2الجدول)

)(m

iy  Siddiqi & Akram [13] طريقتنا الشرائحية 

iy  7.38 E-09 3.06699E-17 

)2(

iy  3.45E-07 1.95399 E-15 

)4(

iy  3.92 E-07 6.2883 E-14 

)6(

iy   2.5 E-02 8.53362 E-13 

)8(

iy  2.07 E+01 3.89863 E-12 

)10(

iy  1.66 E+3 7.35056 E-11 
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  S(x)  الشرائحي(  الحل (1الشكل
 ( 1ـــــــــ لممسألة ) y(x)والحل الدقيق  

 

  S'(x)  (  الحل الشرائحي(2الشكل
  (1ـــــــــ لممسألة ) y'(x)والحل الدقيق  

 

  S''(x): : الحل الشرائحي((3الشكل

 ( 1) للمسألةـــــــــ  y''(x): والحل الدقيق

 

  S'''(x): : الحل الشرائحي((4الشكل

 ( 1) للمسألةـــــــــ  y'''(x): والحل الدقيق
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 :[1,2,3,13,14]  لنتخذ مستلة ااختبار الثانية المحم لة يا المراجع ( 2المسألة)
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S(4) : الحل الشرائحي((5الشكل
(x):   

y(4): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 

 

S(5) : الحل الشرائحي((6الشكل
(x):   

y(5): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 

 

S(6) : الحل الشرائحي((7الشكل
(x):   

y(6): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 

 

S(8) : الحل الشرائحي((8الشكل
(x):   

y(8): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 

 

S(10) : الحل الشرائحي((9الشكل
(x):   

y(10): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 

 

S(11) : الحل الشرائحي((10الشكل
(x):   

y(11): والحل الدقيق
(x)  ( 1) للمسألةـــــــــ 
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,11],sin11cos2[12)()()12(  xxxxxyxy  
 تخةع لمشر ط الحدية:















1sin101cos20)1()1(

;1sin121cos8)1()1(;1sin61cos6)1()1(

;1sin21cos4)1()1(;1sin2)1()1(,0)1()1(

)5()5(

)4()4()3()3(

yy

yyyy

yyyyyy

 

)(sin)1(الحل الدقيق مع  2  xxxy. 
 بع  مشتقاتو حتةر المرتبةة العاشةر  يا الحل الشرائحا  ةالمطمقلأكبر الأخطاء  ال( حساب3يا الجد ل) نةع

يةةةا  نةةةدرج . [13]يةةةا  Siddiqi & Akram مقارنتةةةو مةةةع طريقةةةة  h=0.1بالطريقةةةة المقترحةةةة بخطةةة    (2)لممسةةةتلة
 مقارنتةةةةو مةةةةع طريقةةةةة  h=0.1( الأخطةةةةاء المطمقةةةةة يةةةةا الحةةةةل الشةةةةرائحا بالطريقةةةةة المقترحةةةةة بخطةةةة   5( )4الجةةةةد لين)

Mirmoradi  ل  طريقة [10] آخر ن ياSAwGF  ل  طريقة [1]ياAli  ل  طريقةة [2] آخر ن يةاC4GM  ل [3]يةا
 .[14]يا  DTM طريقة 

)(,1,0,..,11( الحةةةل الشةةةرائحا  مشةةةتقاتو 22)-(11نرسةةةم يةةةا الأشةةةكال ) mS m

i
 مقارنتةةةو مةةةع الحةةةل الةةةدقيق  

)(,1,0,..,11 مشتقاتو  my m

i
 .N=20بة  

  2(  أكبر الأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي ومشتقاتو لممسألة3الجدول)
)(m

iy  Siddiqi & Akram [13] طريقتنا الشرائحية 

iy  4.69 E-05 5.42622 E-17 

)2(

iy  1.2 E-02 9.07607 E-15 

)4(

iy  4.53 E-1 8.53211 E-14 

)6(

iy  2.04 E+02 7.30312 E-13 

)8(

iy  1.22 E+04 6.78961 E-12 

)10(

iy  1.01 E+5 9.2968 E-11 

 
  2الأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي لممسألة ( 4الجدول)

xi 
Mirmoradi et 

al. in [10] 

 طريقتنا الشرائحية

 الخطأ المطلق الحل الشرائحي

-1.0 1.60000 E-09 0.000000000000 E+00 0.00000 E+00 

-0.8 2.00000 E-10 0.2582481927238282 5.42622 E-20 

-0.6 1.00000 E-09 0.36137118297282256 9.07607 E-20 

-0.4 3.00000 E-09 0.3271114075392667 1.53211 E-19 

-0.2 3.90000 E-09 0.19072255756325998 2.70894 E-19 

0.0 0. 00000 E-00 3.2861896797492 E-15 4.81282 E-18 

0.2 3.30000 E-09 -0.19072255756324985 8.53206 E-18 

0.4 2.90000 E-09 -0.3271114075392394 1.4988 E-17 

0.6 1.00000 E-09 -0.36137118297273735 2.58626 E-17 

0.8 5.00000 E-10 -0.25824819272356947 4.3876 E-17 

1.0 1.60000 E-09 7.3031164449233 E-17 7.3031 E-17 

 [1,2,3,14]بالمقارنة مع الطرائق 2(  الأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي لممسألة5الجدول)
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xi 
SAwGF 

in [1] 
Ali et al. in [2] C4GM in [3] DTM in [14] 

طريقتنا 

 الشرائحية

0.1 1.22E-11 3.9288 𝐸-14 1.14157 𝐸-18 1.6376 𝐸-15 5.42622 E-20 

0.2 2.03E-11 1.7736 𝐸-14 7.30064 𝐸-17 2.0797 𝐸-13 9.07607 E-20 

0.3 2.20E-11 3.5250 𝐸-13 3.74261 𝐸-17 3.4360 𝐸-12 1.53211 E-19 

0.4 1.81E-11 1.3883 𝐸-13 1.16867 𝐸-17 2.4556 𝐸-11 2.70894 E-19 

0.5 1.14E-11 6.328 𝐸-14 3.32856 𝐸-18 1.1021 𝐸-10 4.81282 E-18 

0.6 5.27E-11 2.6101 𝐸-13 2.71537 𝐸-17 3.6677 𝐸-10 8.53206 E-18 

0.7 1.57E-12 2.4547 𝐸-13 1.39794 𝐸-16 9.8945 𝐸-10 1.4988 E-17 

0.8 2.20E-13 1.2379 𝐸-14 1.15079 𝐸-16 2.2839 𝐸-09 2.58626 E-17 

0.9 5.32E-15 1.8097 𝐸-13 1.57088 𝐸-17 4.6760 𝐸-09 4.3876 E-17 

1 0.000000 4.5474  E-13 2.22045 𝐸-16 8.7157 E-09 7.3031 E-17 
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  S(x):  : الحل الشرائحي((11الشكل

 ( 2) للمسألةـــــــــ  y(x): والحل الدقيق

 

  S'(x):  : الحل الشرائحي((12الشكل

 ( 2) للمسألةـــــــــ  y'(x): والحل الدقيق

 

  S''(x):  : الحل الشرائحي((13الشكل

 ( 2) للمسألةـــــــــ  y''(x): والحل الدقيق

 

  S'''(x):  : الحل الشرائحي((14الشكل

 ( 2) للمسألةـــــــــ  y'''(x): والحل الدقيق
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S(4) : الحل الشرائحي((15الشكل
(x):   

y(4): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(5) : الحل الشرائحي((16الشكل
(x):   

y(5): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(6) : الحل الشرائحي((17الشكل
(x):   

y(6): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(7) : الحل الشرائحي((18الشكل
(x):   

y(7): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(8) : الحل الشرائحي((19الشكل
(x):   

y(8): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(9) : الحل الشرائحي((20الشكل
(x):   

y(9): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 
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  ي ير يييا الحل  مشتقاتو من جميع المراتة التالتمثل الحالة المعممة  نا الثال اختبار (  3المسألة)

 ],15,0[),2(3277)2(1638)(
11

0

)()12( 


xxSinxSinxCosyy
i

i  

 مع الشر ط الحدية:
32)0(,1)0(,8)0(''',2)0('',2)0(',1)0( )5()4(  yyyyyy  

Sin(15)-Cos(30) 32)15(Sin(30); 16Cos(15))15(

Sin(15)Cos(30) -8)15(    Sin(30); 4--Cos(15)(15)y

Sin(15)-Cos(30) 2(15)Sin(30);Cos(15)(15)

)5()4(

)3(







yy

y

y'y

 

)()()2sin( يعطر الحل التحميما الدقيق  xxCosxy . 
 تسةةجيل لممسةتلة يةا الحةةل الشةرائحا  مشةةتقاتو حتةر المرتبةةة الحاديةة عشةةر   المطمقةةة أكبةةر الأخطةاءنحسةة      

)(),(8,5,3,2,1,0( الحل الشرائحا  بع  مشتقاتو 28)-(23(.  نرسم يا الأشكال )6يا الجد ل)النتائر  mxS m 
)(),(8,5,3,2,1,0 مقارنتو مع الحل الدقيق  مشتقاتو  mxy m  بةN=40. 
 N=40بـ  3(  أكبر الأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي ومشتقاتو لممسألة6الجدول)

)0(  6.3249E-15 )6(  2.8565 E-11 

)1(  7.2564 E-14 )7(  3.5464 E-11 

)2(  3.9964 E-13 )8(  6.8653 E-11 

)3(  1.2545 E-12 )9(  7.7655 E-11 

)4(  3.6543 E-11 )10(  9.8658 E-11 

)5(  1.0737 E-11 )11(  1.6366 E-10 
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S(10) : الحل الشرائحي((21الشكل
(x):   

y(10): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 

S(11) الشرائحي: الحل ((22الشكل
(x):   

y(11): والحل الدقيق
(x)  ( 2) للمسألةـــــــــ 

 



 محم دل إحسان                                         حم ل تقريبية لمسائل القيم الحدية من المرتبة الثانية عشر  باستخدام تقنية شرائحية 

54 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

2 4 6 8 10 12 14
x

3

2

1

1

2

S'

2 4 6 8 10 12 14
x

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

S

2 4 6 8 10 12 14
x

5

5

S'''

2 4 6 8 10 12 14
x

4

2

2

4

S''

2 4 6 8 10 12 14
x

200

100

100

200

S^ 8

2 4 6 8 10 12 14
x

30

20

10

10

20

30

S^ 5

  S(x):  : الحل الشرائحي((23الشكل

 ( 3) للمسألةـــــــــ  y(x): والحل الدقيق

 

  S'(x):  : الحل الشرائحي((24الشكل

'y: والحل الدقيق
(x)  ( 3) للمسألةـــــــــ 

 

  S''(x):  : الحل الشرائحي((25الشكل

 ( 3) للمسألةـــــــــ  y''(x): والحل الدقيق

 

  S'''(x):  : الحل الشرائحي((26الشكل

 ( 3) للمسألةـــــــــ  y''(x): والحل الدقيق

 

S(5) : الحل الشرائحي((27الشكل
(x):   

y(5): والحل الدقيق
(x)  ( 3) للمسألةـــــــــ 

 

S(8) : الحل الشرائحي((28الشكل
(x):   

y(8): والحل الدقيق
(x)  ( 3) للمسألةـــــــــ 
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  والتوصيات الاستنتاجات
لمحل العددي لمسائل القيم الحدية المعممة من المرتبة الثانيةة  بنجا  تم تط ير تقنية شرائحية بخمس نقاط تجميع

.  بعةةد إجةةراء اختبةةارال عدديةةة لمطريقةةة بحةةل  عشةةر  ةعشةةر ل يكانةةل التقنيةةة المقترحةةة مسةةتقر   متقاربةةة مةةن الرتبةةة السادسةة
ائر المدرجةة يةا ل أشارل المقارنةال  النتة[1,2,3,9,10,13,14]ث   مسائل اختبار محم لة بطرق مختملة يا المراجع 

ل طريقةةة [2] آخةةر ن  Aliل طريقةةة SAwGF [1]طريقةةة إلةةر تلةة ق طريقتنةةا يةةا الدقةةة العدديةةة عمةةرل  (6)-(1الجةةدا ل)
C4GM [3] ل طريقةةةGrover and Tomer [9] ل طريقةةةMirmoradi  ل طريقةةة [10] آخةةر نSiddiqi and 
Akram  ل  طريقة [13]ياDTM  ( أن التقنية الشةرائحية تسةتطيع تقةديم حةل 28)-(1 كذلك تبين الأشكال ) .[14]يا

 شرائحا يتطابق إلر حد كبير مع الحل الدقيق.
كمةةا نقتةةر  تطةة ير طرائةةق شةةرائحية  للحةةل مثةةل ىةةذه المسةةائل الشةةرائحية ن ةةراً لمةةا سةةبق ن  ةةا باسةةتخدام التقنيةةة

 .عمياتجميعية لحل مسائل قيم حدية غير خطية من مراتة 
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