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 ممخّص  

 
نقدم في ىذا العمل تقنية شرائحية بخمسة وسطاء تجميع لإيجاد الحل العددي لممعادلات التفاضمية المتأخرة 

واستخدام خمس نقاط C4 الخطية وغير الخطية. تعتمد الطريقة عمى إنشاء تقريبات ىرميت الشرائحية في الفضاء 
تجميع في كل مجال جزئي من حل المسألة. تم إثبات وجود ووحدانية الحل الشرائحي لمتقنية المطبقة ليذه المعادلات، 
كما تمت دراسة الاستقرار ليذه الطريقة،وتحديد وسطاء التجميع  التي تحقق الاستقرار القوي لمطريقة الشرائحية. تبين 

 p-رب أن الطريقة عندما تم تطبيقيا لمسألة اختبار من ىذه المعادلات كانت مستقرة من النوعالدراسة التحميمية لمتقا
وشغمت منطقة الاستقرار مساحات لانيائية في المستوي، علاوة عمى ذلك كانت الطريقة متناسقة ومتقاربة من الرتبة 

ائل اختبار في المعادلات التفاضمية المتأخرة في التاسعة. كما تم إثبات فعالية الطريقة الشرائحية المقترحة بحل أربع مس
 الحالتين الخطية وغير الخطية، حيث تشير النَتائِج العددية إلى فعالية وكفاءة طريقتنا مقارنة مع بعض الطرائقِ الأخرى.
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  ABSTRACT    
 

In this paper, spline technique with five collocation parameters for finding the 

numerical solutions of delay differential equations (DDEs) is introduced. The presented 

method is based on the approximating the exact solution by C
4
-Hermite spline 

interpolation and as well as five collocation points at every subinterval of DDE.The study 

shows that the spline solution of purposed technique is existent and unique and has 

strongly stable for some collocation parameters. Moreover, this method if applied to test 

problem will be consistent, p-stable and convergent from order nine .In addition ,it 

possesses unbounded region of p-stability. Numerical experiments for four examples are 

given to verify the reliability and efficiency of the purposed technique. Comparisons show 

that numerical results of our method are more accurate than other methods.  
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 مقدمة
لنذكر عمى سبيل  ،في العديد من الحقول العممية المختمفةكنماذج رياضية تنشأ المعادلات التفاضمية المتأخرة 

الحمل(، الأمراض المعدية )حساب فترة حضانة الأمراض  فترات تأخيرالمؤثرة في تزايد السكان )حساب  العوامل :المثال
(، وفي الخ Co2، رد فعل الجسم لغاز نقل الدمولفترات استجابة الجسم للأدوية،والفيزيولوجيا )(، عموم الصيدلة كالإيدز

خمط التفاعلات(، التحكم بالسفن والملاحة البحرية )فترات التأخير الطويمة والقصيرة( فترة تأخير الكيمياء الحركية )
 وأيضا الكثير من المسائل الأخرى.
 لمحل العددي لممعادلات التفاضمية المتأخرة من الشكل : نقدم تقنية شرائحية تجميعية

],[))),((),(,()( baxxyxyxfxy                                           (1.1) 
9]),[(حيث  RRbaCf  شيز بالنسبة إلى تتحقق استمرارية ليبدالةy تدعى .)(xوىي  بدالة التأخير

، ويمكن أن تكون ثوابت حقيقية موجبة مستقمة عن الزمن xدالة غير سالبة قيميا دائما أصغر أو تساوي متغير الزمن 
~inf])[(من أجل ( 1.1لممعادلات )شرط البدء كما ويعطى . تمثل حالة التأخير الزمني xa :بالعلاقة 

],~[,)()( aaxxxy                        (1.2) 
 معطاة.ابتدائية دالة x)(حيث

 معادلات تفاضمية متأخرة خطية من الشكل: ل نماذج استخدمت[1,2,3]ستقرارات لادراسعدة  مت  دِ ق  
,0),()()(  xxyqxyxy                                     (1.3) 

0,)()(  xxgxy                                                       (1.4) 
,,Cqحيث  0 . إذا كانت الدالة الدراسات أنو تبينg(x)  مستمرة وكان)Re(q  فإن الحل

y(x)  ( يسعى إلى الصفر عندما 1.1)-(1.2)لممسألةx [4]، راجع. 
 :من الشكل[6]نماذج كثيرة لممعادلات التفاضمية المتأخرة ت  سرٌ د  

Ftttfortytytytfty 
01 )),(,),(),(,()(   (1.5) 

0),()( tttty  .                                                 (1.6) 
),)((0حيث:  tytii ربما تكون ثوابت حقيقية موجبة مستقمة عنو، الزمن أو مرتبطة مع تأخير  دوال

 .الابتدائية  دالة التأخير t)(و
استيفاء  تطبيقمن المرتبة الرابعة ب الضمنيةكوتا –طريقة رانج 2003وآخرون عام  Ismail [7]طور       

 لطريقتيم.  p-منطقة الاستقرارورسم تحديد  لحساب دالة التأخير، وتمHout واستيفاء  الفروق المقسومة 
من ثيرات حدود تستخدم ك شرائحيةالاستقرار العددي لطريقة تقريب  2006وآخرون عام  Ramadan [8]درس

 التقارب من المراتب الأولى والثانية والثالثة. أثباتتم  دراجات عالية و
طريقة مويجات ليجندر لإيجاد الحل العددي لممسألة باستخدام  2011وآخرون عام  Hafshejani [11]قدم

 نقطة تجميع. Mمع  M=13حدوديات ليجندر من الدرجة 
 C1الفضاء طريقة تجميع شرائحية من الدرجة السادسة في 2012عام  El-Hawary& El-Shami  [9]اقترح

 تيم.لطريق  p-سم منطقة الاستقرارر تحديد مرتبة التقارب و و وتم إثبات الاستقرار 
لتقريب الحل تايمور سمسمة منشور عن معدلة طريقة  2015عام Ogunlaran&Olagunju[12]أوجد

 .في الحالتين الخطية وغير الخطيةلممعادلات التفاضمية المتأخرة بكثيرات حدود 
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قاعدة شبو المنحرف وطريقة  عن مطورةتكرارية  تقنية 2016عام Sukale&Daftardar-Gejji[14]قدم 
AdamsMoulton  يجاد الحل العددي عمى مسارات طويمة. تم تحديدبخطوتين وثلاث خطوات و  منطقة الاستقرار وا 

طريقة التكرار المتغير لتقريب الحل لممعادلات التفاضمية المتأخرة بكثيرات  2017عام Ghorbani[13]استخدم 
 حدود.

 
 :أىمية البحث وأىدافو

مؤخرا عمى بعض النماذج من المعادلات التفاضمية المتأخرة نظراً  [14-1]الدراسات العممية الحديثة ركزت 
يجاد طريقة شرائحية مستقرة ومتقاربة لمحل العددي ييدف ىذا العمل لإفي التطبيقات الحديثة.الواسعة لأىميتيا 

البرمجة لغة  استخدامثم . ابتدائيةلممعادلات التفاضمية المتأخرة عندما تخضع لشروط تأخير 
Mathematica:10كما ويتجمى ىدفنا بشكل أساسي في دعم وتطوير البحث   .العددية عالية المستوى لإيجاد النتائجال

 وتزويد الباحثين وطلاب الدراسات العميا بمعمومات إضافية من الناحيتين النظرية والتطبيقية. جامعاتناالعممي في 
 Methodology طرائق البحث ومواده:

تعتمد طرائق البحث عمى بعض المفاىيم والمبرىنات الأساسية في نظرية التقريب مثل فضاء التقريبات بكثيرات 
واسع من التقنيات  عددحدود بالإضافة إلى بعض الأساسيات والمبرىنات في الجبر الخطي، وكذلك تم الاطلاع عمى 

بغية الاستفادة من مط المعادلات التفاضمية المتأخرة نماذج من نعددية في بعض المراجع العممية التي تتطرق لحل ال
 ىرميتالتقريب بكثيرات حدود فضاء المزايا الايجابية وتجنب العيوب والثغرات والمزايا السمبية، وليذا تم اختيار 

 .C4في  شرائحيةال
 

 النتائج والمناقشة
 متأخرةالتفاضمية ال لةمعادلم ةيحائشر تجميع  صياغة تقنية-2

Formulation of Spline Collocation Technique 
 متأخرة:التفاضمية ال لةلتكن لدينا مسألة القيمة الابتدائية لممعاد        









axaxgxy

baxxyxyxfxy
~for,)()(

],[))),((),(,()( 
                                           (2.1) 

9]),[(حيث  RRbaCf  تحقق استمرارية ليبشيز(LipschitizContinuous)  بالنسبة إلىy ،
)]([inf~ xa ودالة التأخير،],[,)( baxxx . 

,N)1(0وبفرض   ihiaxi  نقاط تجزئة منتظمة لممجال[a, b] ،إلىN مجال جزئي][I 1 iii ,xx  ،
)(/Nحيث abh  ،طول الخطوةbxax  N0 التاسعةالدرجة  من ةيحائشر  كثيرة حدود إنشاءعندئذ يمكن ,

4)( CxS   جزئيال مجالالفي Ii:بالشكل 
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 :كثيرة الحدود نحصل عمى، xبالنسبة لـ ( 2.3وباشتقاق الدالة )
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(2.4) 
 :تجميعالشرائحية خمس نقاط  ةقالطريتستخدم 

hzxx jizi j
  11 , 5)1(1j                                      (2.5) 

],,[N)1(1في كل مجال جزئي  1   ixxI iii ، مرتبة كالآتيخمس وسطاء تجميع مع وترتبط تمك النقاط: 
10 54321  zzzzz                                       (2.6) 

 ت عرف كالآتي:فوق كل مجال جزئي xSi)(شريحة يوجدوبشكل عام،
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 :الآتية الشروطىذه الشرائح تحقق 

i. 
0(1)N,)()S(];,[C)S( 4  ixyxbax ii 

ii. 1-1(1)N,)(S)(S 1   ixx iiii 
iii. 1-1(1)N,)(S)(S 1-i  ixx iii 
iv. 1-1(1)N,)(S)(S 1-i  ixx iii 
v. 1-1(1)N,)(S)(S 1-i  ixx iii 
vi. 1-1(1)N,)(S)(S )4(

1-i

)4(  ixx iii 
 :المنظومة ، نحصل عمى(2.1) المسألة مىع(2.5)-(2.6)التجميع مع نقاط S(x) ، S'(x)الشرائح قيطببتو 

 5)1(1 ,))((),(,()( 1111   jxSxSxfxS
j

zi
j

zi
j

zi
j

zi             (2.7)  

],[الجزئيفي المجال  1 iii xxI  ات:ز يرمنستخدم الت التعبير لتبسيط، و 
jj zz 1ˆ،)))((),(,( 1111 jjjj zizizizi xSxSxff   . 
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 الآتي:عمى ( 2.7)منظومة المعادلات  نحصل منوباستبدال قيم الشرائح في نقاط التجميع 
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1وبتعويض 

)1(

1

)1( ,   iiii hfShfS ( 2.8في ) ،تكرارية:ال منظومةال تنتج لدينا 


iii fhBSAS  1                                  (2.9) 
2ن:إحيث 

1
1 AAA ,     HAB 1
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kjijjkjjj

kjjjjkjjjjjzi

SzSzzSzzz

SzzzzSzzzzz

SzSzzSzzz

SzzzzSzzzzzxS
j



















 

إن حيث
h

xx kzi

zk
j

j

11

1

)( 







و ،
jj zkzk   11 1 ،  ن ا  و 

jk hzxx
jzi   1)( 1،  10وبالتالي يوجد  rيكون بحيثjkzi zhrxx

j
  11 )(ومنو 

 :نجد أن

j
j

zi zr
h

zhr

j
1 ،jzk zr

j
 11 

10بما أن(:1)ملاحظة 4321  zzzz ًتكون ( 2.9التكرارية ) المعادلات منظومة فإن محققة دوما
 :غير صفري كما سنجد1Aلمصفوفة لأن محدد اوتممك حل وحيد دائماً  موجودة

0
2

)ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ(ˆˆˆˆ)(
|| 4342413231124321

4
4321105

1 


 
zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

A

 
jj:حيث zz 1ˆ،j=1(1)5. 

 Stability and Convergence:يقةمطر ل الاستقرار والتقارب
 :الاستقرارStability 

إذا كانت جميع القيم المميزة  مستقرةإنيا (2.9): يقال عن طريقة تجميع شرائحية من الشكل [15]( 1)تعريف
كانت  إذا Strong Stabilityقوي الاستقرار  ، ويكونا داخل قرص الواحدة أو عمى محيطةيتقع جميع Aلممصفوفة 

ىي مصفوفة  A، حيث عمى محيطوتقع داخل قرص الواحدة وجذر بسيط يقع Aالمعادلة المميزة لممصفوفة جميع جذور 
 .(2.9)المنظومة التكرارية 

 بقوةمستقرة ( مع خمس نقاط تجميع 2.1تكون طريقة التجميع الشرائحية المطبقة عمى المسألة): (1) نتيجة
 :تحققت الشروطإذا 

5)1(2,1||

,1|| 1





jj

               (3.1) 

,1)1(5: حيث  jμ jلـ ىي القيم المميزةA (2.9)مصفوفة المنظومة التكرارية. 
,1)1(4وسطاء التجميع  يعبر عنيا بدلالةAنلاحظ أن عناصر المصفوفة :الإثبات jz j استخدامتم ، وليذا 

10التجميعوسطاء ل مثبتة عن إمكانية وجود قيممبحث ل Mathematica:10برنامج 4321  zzzz  من
في  تم التوصل إلى النتائج المدرجة العددية الاختباراتإجراء العديد من وب،(3.1الشروط ) حققتتأجميا 
من أجميا تكون  التجميع لوسطاء المختمفة و يوجد بعض التحديداتأنب(1الحسابات في الجدول) تبينحيث ،(1الجدول)

الشروط جعل تقع داخل قرص الواحدة وجذر بسيط يقع عمى محيطو، وىذا ي Aجميع جذور المعادلة المميزة لممصفوفة 
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إذا تم  مستقرة بقوة(2.1)المطبقة إلى المسألة  تكون طريقة التجميع الشرائحيةس(1)متعريفل وفقاً ،وبالتالي محققة (3.1)
 .(1في الجدول) ةلمدرجاوسطاء التجميع أياً من استخدام 
 

 لمطريقة الشرائحية القوي التجميع  التي تحقق الاستقرار: تحديد وسطاء (1الجدول)
 Aالقيم المميزة لممصفوفة  وسطاء التجميع

z1 = 0.63; z2 = 0.75; z3 = 0.85; z4 = 0.98 
0.     7;-1.77199E- 

-0.001982;. 0.99787;- 1;.

54

321







  

z1 = 0.5; z2 = 0.78; z3 = 0.88; z4 = 0.998 
0.     10;-2.88338E- 

-0.001571;. 0.99466;- 1;.

54

321







  

z1 = 0.6; z2 = 0.8; z3 = 0.9; z4 = 0.998 
0.     10;-1.3531E- 

;-0.0006973. 0.52183;- 1;.

54

321







  

z1 = 0.65; z2 = 0.71; z3 = 0.89; z4 = 0.97 
0.     7;-3.60489E- 

-0.001745. 0.944459;- 1;.

54

321







  

z1 = 0.64; z2 = 0.74; z3 = 0.91; z4 = 0.95 
0.     7;-7.29605E- 

-0.001668. 0.894633;- 1;.

54

321







  

 :التناسق Consistent 
إذا  p( من الرتبة Consistent) متناسقةإنيا (2.9)من الشكل  : يقال عن طريقة عددية[16]( 2)تعريف

||||||)(كان  1

0



 


p

kk hOmax
Nk
 حيث ،k ىو خطأ الاقتطاع الموضعي لمطريقة. 

9]),[(بفرض أن: (2) نتيجة RRbaCf  طريقة التجميع الشرائحية المطبقة عمى ، عندئذ فإن
 .التاسعةمن الرتبة و  متناسقةتكون  ( مع خمس نقاط تجميع2.1المسألة)

)(],[أن: بفرض الإثبات 11 kkzi xxx
j   ،10],[وأن baCy وS(x)  تقريب شرائحي لمدالةy(x) ، 

 الشكل:( ب2.9نحصل عميو من المنظومة )،الخطأ الموضعي شعاع  iوبفرض أن 

N)1(1,

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

4
1
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1
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1

1
1
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3

2








































































































 i

xy

xy

xy

xy

xy

xy

hB

xyh

xyh

xyh

xy

A

xyh

xyh
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i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i
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z

z

z

z

    (3.2) 

 منشور تايمور:الآن، باستخدام 

],[,/)(),()(
!

)( 11

10

1

)(
9

0

iii

k

i

k

k

k

xxxhxxhOxy
k

h
xy 



  

 z1 = 0.63; z2 = 0.75; z3 = 0.85; z4 = 0.98وسطاء التجميع  ( نستخدم1أيضاً من الجدول)و 
 نحصل عمى: (3.2)المنظومة  التعويض فيبو 
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10

1-i

(10)

10

1-i

(10)

10

1-i

(10)

10

1-i

(10)

 )( 6-4.51232 

 )( 7-1.03037 

 )( 10-7.64716 

 )( 10-2.72697- 

hxyE

hxyE

hxyE

hxyE

i  

 ومنو فإن:
)()(|~||||| 1010

1

)10(6

, 1051232.4
41

hOhxymax ijii
j

 



 



 

)~,(1)1(4حيث  ,  jjii . 
عمى المطبقة  من الرتبة العاشرة لطريقة التجميع الشرائحية ixعند الموضعي المقتطع الخطأنلاحظ أن 

 :كالآتيخطوة  Nبعد حسبسي [a,b]مجال  ال كامل عمى الخطأ الشاملو(2.1المسألة)

)()()(.|||||||| 91010 hOhO
h

ab
hONNT i 


  

 
 وىو المطموب. التاسعةمن الرتبة  متناسقة يةحئفالطريقة الشرا إذن

 :(3) نتيجة
b]([a,9(بفرض أن Cf ائحيالشر تقريب العندئذ فإنS(x) المعطى يتقارب إلى الحلy(x) لممسألة

 نإ ، حيث(1) التجميع المدرجة في الجدول شروط تإذا تحقق0h( عندما2.1)
4)1(0),(lim 0

)(][

0
0




mxySh mmm

h
                                                        (3.3) 

رتبة التقارب يكون من الفإن  ،i=0( لأجل3.3( العلاقتين )2.3القيم الابتدائية ) حققت إذاعلاوة عمى ذلك،
 ، يعني أنالتاسعة

,1,0,)( 9][)(   mhLShxy m

m

i

m

i

m                                                 (3.4) 
 :الحصول عمى الآتيبسيولة  يمكن : من الواضح أنو بتطبيق شرط ليبشيزالإثبات

9

1

9

0

9

0 }{

|}))(())((||)()({|

|)))((),(,()))((),(,(||)()(|

hLhLhLL

xSxyxSxyL

xSxSxfxyxyxfxSxy

iiii

iiiiiiii











 

 وىو المطموب. ليبشيز ثابت Lو، L1=2L L0حيث
 (2ملاحظة )

 كالآتي:لمحل لمشتقات العميا ا في الخطأ الشاملر يقدتيمكن 
],[,9)1(2,)()( 9)()( baxmhLxSxy m

m

m

i

m   , ixx                          (3.5) 

 الاستقرار-P  :P-Stability 
 :[3-1]الآتية النموذجية لمعادلة التفاضمية المتأخرة الخطيةانختبر لمطريقة P-لاستقرارالدراسة 

)()()(  xyqxyxy                                                          (3.6) 
 وقبل البدء نقدم التعريف الآتي. ىو ثابت موجب. اختيارية والتأخير  ,Cqحيث 
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إذا كان تحت الشرط  P-نيا في حالة استقرارإ( 6.3ل عن طريقة عددية مطبقة لممعادلة )اقي]4,9[:(3تعريف )
||)Re( q  0الحل العددي)( ixS عندماix  ميما تكنh  تحققhm~, m~. 

فإذا رمزنا بـ 
PSمنطقة الاستقرارل-P  مجموعة جميع النقاط  بأنياىذه المنطقة  تعرَف،حيث),( hqh  من

 .مستقرة الشرائحية تكون الطريقةمن أجميا التي المستوي 
 :أن ( نجد3.6عمى المعادلة )ونقاط التجميع  ةيحائالشر التقريبات وبتطبيق       

)()()( 111 jjj zmizizi xSqxSxS    , j=1(1)4, i=1(1)N, im  ,        (3.7)  
 :حيث

hm ،)()( 11 mhxSxS
jj zizmi   ،],[ 11 mimizmi xxx

j   ، 
 :بالشكل( 3.7ة )يمكن كتابوباستبدال قيم الشرائح في نقاط التجميع 

])()()(
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]0[]0[]1[

miii vSzSS   ,                                                           (3.9) 
]0[

1

]0[

1

]1[

1   miii vSzSS .                                                          (3.10) 
qhvhuحيث   , وفق الترميز المصفوفي بالشكل: (3.10)-(3.8).كما يمكن إعادة كتابة 

121121   mimiii SBSBSASA                       (3.11) 
)(ن المصفوفاتإ حيث ,1 jiaA , )ˆ( ,2 jiaA  , )( ,1 jibB  , )ˆ( ,2 jibB  :معرفة بالشكل 

),ˆˆˆ()ˆˆˆˆ(

),ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(

),ˆˆˆˆ1(ˆ
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 وبالتالي نحصل عمى الجممة:
1),(),(  ii MvzGMvzW                                                           (3.12) 

 حيث:
T

miii SSM ),(  , T

miii SSM ),( 111   , 
 11 |),( BAvzW  ,  22 |),( BAvzG  . 

A 1=(ai,j) , A 2=( â I,j) , B 2( b̂ I,j) , B 1(b I,j) 
qhvhuفإن متعريفل اً وىكذا وفق  , إلى منطقة الاستقرارتنتمي-P،  بمعنى أن

PSvu ),(  إذا كانت
),,(1)1(8القيم المميزة  jvuj :لمسألة القيمة المميزة المعممة 

0,).,().,(  xxvzGxvzW                                                            (3.13) 
 :تحققت الشروط تقع داخل قرص الواحدة، أي إذا

8)1(1,1|),(|  jvuj .                                                                      
(3.14) 

)det),(),((0لنأخذ  vuGvuW وندرس السموك المقارب عندما (3.13) مسألةلم المميزةالمعادلة
 vu  :(1من الجدول) وسطاء التجميعاختيار بو .,

z1 = 0.7; z2 = 0.75; z3 = 0.85; z4 = 0.99 
 (.2( وندرج النتائج في الجدول)3.12)لممسألة القيم المميزة  نحسب Mathematica:10استخدام و 

 لمسألة القيمة المميزة المعممة القيم المميزة: (2الجدول)

94650.01   0.0019755   
12--6.35429E2   7--9.93673E6   

13-2.992E3   0.001431467   
7-2.70671E4   08   
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لتحديد منطقة الاستقرار و 
PSي ودالمنحني الحد نعين(3.6)لمطريقة الشرائحية المطبقة إلى مسألة الاختبار

)},{(الاستقرار لمجموعة نقاط vu 0في المستويuv ،  تحت الشرط)Re(|| uv :وفقا لـ 
0)),(),(det(

I
 vuGvuWe

, 1 ،ونرسم باستخدامMathematica:10( 1في الشكل )
 .من الاستقرار مساحات لا نيائية تحددمن الواضح أن الطريقة وىي المنطقة المظممة، و  P-الاستقرار ةطقمن

 
 لمطريقة الشرائحية P-(: منطقة الاستقرار 1الشكل)

 
 Numerical Resultsالعددية النتائج
. مطريقة الشرائحية المقترحةل العددية دقةالو تقارب الو ستقرار الا ثباتلإ خطية وغير خطية اختبارأمثمة  أربعنقدم 

 .[11,14-4,9]مختمفة  أخرى طرائق خمسمع  لنتائج طريقتنا الشرائحيةت امقارنكما سنقوم بإجراء 
 .الإصدار العاشر Mathematicaالبرمجة م لغةباستخدا ت برمجة الطريقة وتنفيذىاتم
 

 ]4,10[( nessStiffمعادلة تفاضمية متأخرة بوسيط قاسي )لنأخذ اختبارنا الأول : (1مثال)
,

2

3
( )sin())()( ttytyAty A


  

,0[:بتدائيةلادالة امع ال
2

3
[,)sin()(







p
ey  :2/3، حيث p

epA


. 
)()sin(:                                    التحميميالحل يعطى و  tety

tp
. 

 اتتأثير و تذبذبات  ذلك بسرعة وينتج عنإلى الصفر في الحل ينتيي  الأسى الجزءيجعل السالبة Pقيم  ن زيادةإ
 الشرائحيالمطمق في الحل  الخطأونحسب h/40خطوة  ب الشرائحية نطبق الطريقة. الحلعمى  ةمفاجئو  سيةقا

في مدرجة النتائج  p(:-0.1, -1.0, -2.0)لـ مختمفةقيم  بأخذ[4,10] ونقارن نتائجنا مع نتائج الطريقتين الشرائحيتين
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الوسيط  لأجل، [0,30]في المجال h/40الحل الدقيق بخطوة و  الحل الشرائحي (2الشكل)نرسم في  .(3الجدول)
p=-1.0 المقترحة. الشرائحيةالتقنية وفعالية  دقة تتضح. وبمقارنة النتائج 
 

 .h/40بـ  ( لمطريقة المقترحة مع طرائق أخرى1)المثالالأخطاء المطمقة في  مقارنة(: 3الجدول)

P t  المقترحة الطريقة الشرائحية [10]الطريقة الشرائحية [4]الشرائحيةالطريقة  

-0.1 

3 /4 6.0E-12 2.7E-13 2.3639 E-17 
3 /2 9.3E-12 2.3E-13 5.5511 E-17 
9 /4 1.8E-11 2.1E-13 4.3786 E-17 
3  2.9E-11 7.2E-14 1.6764 E-17 

15 /4 4.4E-11 2.4E-13 8.1102 E-17 
9  ------- ------- 5.0816 E-17 

P t المقترحة الطريقة الشرائحية [10]الطريقة الشرائحية [4]الطريقة الشرائحية  

-1.0 

3 /4 9.8E-15 4.6E-16 1.11022E-17 
3 /2 2.2E-14 5.0E-16 2.5641 E-17 
9 /4 3.6E-14 3.1E-16 4.8767 E-17 
3  7.1E-14 6.0E-17 5. 5451 E-17 

15 /4 1.5E-13 4.0E-16 9.6751 E-16 
9  ------- ------- 2.6455 E-18 

P t المقترحة الطريقة الشرائحية [10]الطريقة الشرائحية [4]الطريقة الشرائحية  

-2.0 

3 /4 1.5E-15 7.5E-16 3.8782 E-17 
3 /2 3.3E-15 7.9E-16 8.8757 E-17 
9 /4 5.2E-15 8.4E-16 6.2577 E-17 
3  7.5E-15 8.9E-16 5.8768 E-17 

15 /4 9.7E-15 9.4E-16 1.4371 E-17 
9  ------- ------- 9.9679 E-17 
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 .,hp=-1.0/40( بخطوة 1والحل الدقيق ــــــــــــ لممثال )(: الحل الشرائحي التقريبي(2الشكل

 

 : ]11[في المسألة غير الخطية الثانياختبارنا : (2مثال)











0,sin)(

0)),sin(sin)sin(sinsincos))(())(()()( 22

ttt

ttttttyytyytyty


;  

 :التحميميحل المع 
tty sin)(  

الحل الدقيق ونقارن نتائجنا مع نتائج طريقة و  الشرائحيونحسب الحل h=0.1خطوة  ب الشرائحية نطبق الطريقة
الحل الدقيق بخطوة و  الحل الشرائحي (3الشكل)نرسم في  (.4الجدول)في  مدرجة يكما ى[11]مويجات ليجندر 

h=0.2  وبمقارنة النتائج نجد أن نتائج التقنية المقترحة أفضل بكثير. .[0,10]في المجال 
 .[11]ليجندر  مويجات (: مقارنة الطريقة المقترحة مع طريقة4الجدول)

 المقترحة الطريقة الشرائحية
 h=0.2بخطوة 

Legendre Wavelet Method [11] 
t 

 الحل الدقيق التقريبي الحل الشرائحيالحل 
0.09983341664682763 0.09983342 0.09983341664682815 0.1 
0.19866933079495167 0.19866933 0.19866933079506122 0.2 
0.2955202066613396 0.29552020 0.2955202066613396 0.3 
0.38941834230843997 0.38941834 0.3894183423086505 0.4 
0.47942553860382225 0.47942553 0.479425538604203 0.5 
0.5646424733950354 0.56464247 0.5646424733950355 0.6 
0.6442176872376894 0.64421768 0.6442176872376911 0.7 
0.7173560908995202 0.71735609 0.7173560908995228 0.8 
0.783326909627327 0.78332691 0.7833269096274834 0.9 
0.8414709848078965 0.84147098 0.8414709848078965 1.0 

5 10 15 20 25 30
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-0.9589242746631382 ------- -0.9589242746631385 5.0 
-0.5440211108893695 ------- -0.5440211108893698 10. 

 

 
 .h=0.2( بخطوة 2والحل الدقيق ــــــــــــ لممثال )(: الحل الشرائحي التقريبي(3الشكل

 
 :]5[ييدف لإنتاج خلايا الدم البيضاءالذي Glass-Mackeyنموذج  لنأخذ :3مثال

]500,0[,)(
4

1

)(1

)(
4

1

)(
10






 tty
ty

ty

ty




 

 مع دالة التأخير :

0,
2

1
)(  tt 

 . أشير النماذج الرياضية لإنتاج خلايا الدم البيضاء منويعد  1977عام النموذج  ىذاMackey-Glassقدم 
. ونرسم في المطمق والخطأ الحل الشرائحي(5في الجدول) وندرجh=0.2نطبق الطريقة الشرائحية بخطوة  

الخطأ في  (5الشكل) في أيضاً ونرسم .15تأخير ثابت الو  h=0.2الحل الدقيق بخطوة و  ( الحل الشرائحي4الشكل)
وبالمقارنة  [14]في  Modified Trapezoidal Ruleالخطأ في الحل بطريقة نرسم  ((6لشكل الحل الشرائحي وفي ا

 .وأفضمية طريقتنا  نجد الفارق الكبير في الدقة العددية

2 4 6 8 10
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 .15وتأخير h=0.2( بخطوة 3والحل الدقيق ــــــــــــ لممثال )(: الحل الشرائحي التقريبي(4الشكل

 

 
 .( 3الحل الشرائحي لممثال ) (: الخطأ في(5الشكل

 

 
 

 .[14](  في 3لممثال )Modified Trapezoidal Rule(: الخطأ في الحل بطريقة (6الشكل
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 .3لمثاللمطريقة مطبقةعمى االحل الشرائحي والخطأ المطمق (: 5الجدول)
 t الحل الشرائحي الحل الشرائحي فيالمطمق الخطأ 

1.0689956370 E -17 1.29483620416047750040 20 
1.0334003680 E -17 0.64218392547901106413 40 
1.9118548157 E -17 1.15733802716144605001 100 
8.3830710458 E -17 1.11024994925732718746 160 
1.56753529746 E -16 0.79447530456234506997 180 
2.3740176323 E -16 1.42092339183236054853 200 
5.8082175923 E -17 1.27387435942753705233 240 
2.3203585776 E -16 0.52097107498502597798 300 
2.3854081617 E -16 1.05972207795343899450 360 
2.8150070765 E -16 0.87582297783172198388 400 
2.674554581 E -17 1.50280451378229789890 460 
7.707849824 E -17 1.05801927805221504397 500 

 
 :Stiffness]9[القاسية  رةالتفاضمية المتأخ نأخذ المسألة:(4مثال)

0),()(1000)(  ttytyty  ,       
)()exp(دالة التأخير الابتدائية :         ب tt ,               0t 

)11000(تأخيروسيط مع   Ln ،  نطبق الطريقة الشرائحية بخطوةh=0.2 نتائج (6في الجدول) وندرج
الحل الشرائحي (7الشكل) .ونرسم في[9]في  التجميعية طريقة الشرائحيةاللمطريقة المقترحة مع  الحل الشرائحيمقارنات 

 النتائج وبمقارنةh=0.2لمطريقة المقترحة بخطوة  ( الخطأ في الحل الشرائحية(8مع الحل الدقيق، ونرسم في الشكل 
 وىذا يؤكد الاستقرار والتقارب حيث لايظير فارق يذكر بين الحل الشرائحي والحل الدقيق ،تتضح دقة الطريقة المقترحة

 وتطابق الدراسة النظرية مع التطبيقية. ةطريقلم
 

 .[9]المرجع في ليجندر مويجات (: مقارنة الطريقة المقترحة مع طريقة6الجدول)
 المقترحة الشرائحيةالطريقة 

 h=0.2بخطوة 
Spline Collocation Method [9]; 

h=0.05 t 
 الأخطاء المطمقة الشرائحي الحل الأخطاء المطمقة

5.3882191721 E-17 0.1353352832366127457 8.326672684688674 E-15 2 
7.29085124777 E-18 0.0183156388887341875 8.187894806610530 E-16 4 
9.86834329026E-19 0.0024787521766663594 1.413799632921098 E-16 6 
1.34365167193E-18 0.0003354626279025104 1.675092356490104 E-17 8 
1.7484116260E-19 0.000045399929762484 4.241940999849536 E-18 10 
6.47607219671E-19 1.125351747199E-07 --------- 16 
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 .h=0.2( بخطوة 4والحل الدقيق ــــــــــــ لممثال )(: الحل الشرائحي(7الشكل

 
 .h=0.2بخطوة ( 4(: الخطأ في الحل بالطريقة الشرائحية لممثال )(8الشكل 

 
 الخاتمة :

تم و . C4كثيرات حدود ىرميت في الفضاء بتقريب البخمس نقاط تجميع تعتمد عمى  شرائحية تم تطوير تقنية
من المستوي العقدي، كما تم تعيين  لانيائيةمنطقة الاستقرار مساحات  تحددو p -أن الطريقة مستقرة من النوع إثبات

 الحد الأعمى لمخطأ و تحديد التقارب بالرتبة التاسعة. 
،أشارت مختمفة اختبار محمولة في مراجعأربع بحل لتأكيد النتائج النظرية تم جراء اختبارات عددية لمطريقة و 

في  C2-spline collocationطريقة :إلى أن طريقتنا تفوقت عمى(6)-(3المقارنات والنتائج المدرجة في الجداول)
، طريقة مويجات ليجندر [10]في  C3-spline collocationطريقة  [9]في  C1-spline collocationطريقة [4]
حل  ت( أن التقنية الشرائحية قدم8)-(2الأشكال )تبين و . وكذلك [14]و طريقة قاعدة شبو المنحرف المعدلة  [11]في 

 .يؤكد الاستقرار والتقارب وىذا ما شرائحي يتطابق إلى حد كبير مع الحل الدقيق
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 :والتوصيات الاستنتاجات
لمسألة المعادلات التفاضمية  العدديحل ال فبإيجاد التقنية الشرائحية لمفعالية والدقة العالية التي قدمتيانظراً 

لمسألة المعادلات التفاضمية لإيجاد الحل العددي  الشرائحية ، نوصي بتطوير التقنيةالخطية وغير الخطيةالمتأخرة 
 .المتأخرة الديناميكية من النوع المحايد، وكذلك لإيجاد الحل العددي لمسألة المعادلات التفاضمية الجبرية المتأخرة
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