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 ممخّص  

 
)في ىذا البحث بتحديد زمرة أتومورفيزم بيان كيمي قمنا       , )

pq
Cay QZ   فوق الزمرة

pq
Z  حيث

p q¹ ددان أوليان مع مجموعة اتصال ع
pq

Q ح Z وذلك من خلال بناء حمقة شور المولدة بمجموعة كيفية ,
التي ىي زمرة أتومورفيزم ىذا البيان. وقد قمنا أيضا بتقديم أمثمة و تحديد زمرة أتومورفيزم ىذه الحمقة , ثم Qالاتصال 

 ية ىذا البحث.ذلك في نيا عمى
 
 ., حمقة شورأتومورفيزم: بيان كيمي, زمرة مفتاحيةالكممات ال
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  ABSTRACT    
 

 

     In this paper we determine the automorphism group of Cayley graph 

( , )
pq

Cay QZ  over the group 
pq

Z  where p q¹  are prime numbers, by building the 

corresponding Schur ring which is  generated by Q  , and determine the automorphism 

group of this ring which is the automorphism group of this graph ( , )
pq

Cay QZ   
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 مقدمة:
Q , وeواحدتيا زمرة  Hلتكن        Hبحيث  مجموعة جزئية جe Qإن بيان  د ,

)كيمي , )Cay H QG )مجموعة رؤوسو  ىو بيان Qمع مجموعة اتصال  Hفوق الزمرة  = )V HG  و =
)1مجموعة أضلاعو ) {( , ) : . }E x y H H y x Q-G = خ ´ نرمز بـ. خ

R
H  الأيمن لمزمرة لزمرة التمثيل القانوني

H , وىي مجموعة التباديل
R

h  ذات الشكل: ; ( )
R R

h H H h x xh® hلأجل كل = Hو خx Hونرمز  .خ
)بـ  )Sym H  لزمرة التباديل عمىH و بـ ,

( )
( )

Sym H R
N H  لمنظم الزمرة

R
H  في الزمرة( )Sym H. الزمرة  إن

( )
( ) ( )

Sym H R
H N H=H  الزمرة تسمى ىولومورفH. إن وىنا ( ) ( )

R
H Aut H H=H. 

)نرمز بـ  )Aut G  أتومورفيزم البيان  ةلزمرG وىي مجموعة التباديل ,( )f Sym Hالتي تحقق:  خ
( , ) ( ) ( , ) ( )f fx y E x y EG خ )وىنا تكون زمرة أتومورفيزم بيان كيمي  .خGغ , )Cay H Q  تحوي الزمرة

ة الجزئية القانوني
R

H . 
كل عمى نظرية الزمر والذي يعمل بو  كمياً  الأول يعتمد ىنالك مدخلان لدراسة زمرة أتومورفيزم بيان كيمي     

 [8,9,10,11,12,13] في B. Alspach  ,T. Parsons  , L. Babai ,C. Godsil من
  I. Schurحمقات شور التي بدأت عمى يد الألماني  بينما يعتمد المدخل الثاني عمى نظرية الحمقات وتحديداً 

, وأصبحت خلال السنوات الأخيرة الطريقة الوحيدة التي يعمل بيا كثير من الباحثين في دراسة خواص 1934 سنة
 من رتب عالية. بيانات كيمي

 الماضي, القرنطرحت منذ مطمع  &&Konigتعرف بمسألة والتي  إن مسألة تحديد زمرة أتومورفيزم بيان ما     
وبالعكس إذا  متى زمرة مجردة يمكن أن تكون زمرة أتومورفيزم لبيان ما: التاليالتساؤل  [6] في &&Konigطرح عندما 

ونظرا لصعوبة  وقد درس كثير من الباحثين ىذه المسألة  .ف يمكننا إيجاد زمرة أتومورفيزم ىذا البياناعطينا بيان ما كي
زمرة أتومورفيزماتيا تحوي الزمرة  تحقق أن التي Hتم التركيز عمى بيانات كيمي فوق زمرة الحالة العامة فقد 

R
H. 

 
 أىمية البحث و أىدافو:

الزمرة الدائرية بيان كيمي فوق لتومورفيزم الأنقوم بتحديد زمرة وف في ىذا البحث س    
n

Z  معn pq= 
pحيث  q¹  الألماني  التي أول من طرحياعددان أوليان مختمفان, وذلك باستخدام حمقات شورI.schur[17] , 

Rو  M.Klinقدم كل من و  ,[18]4694سنة  H. Wielandtمن ثم  . P och e l&& ول الكثير من الأعمال ح
بدراسة البناء الجبري  1992سنة  Shiu, Wai-cheeكما تابع بذلك  .4691منذ العامحمقات شور وتطبيقاتيا 

 بدراسة مجموعات القاعدة لحمقة شور 1992سنة  M.Muzychuk وقام . [7]لأجل بعض الرتب لحمقات شور
 يزومورفيزم بيان كيمي لأجل أنواع محددة من الزمر.أكما قام بدراسة استخدام حمقات شور في حل مسألة  .[15]
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 طرائق البحث ومواده
  (:Schur- Rings)حمقات شور-1 

يعرف  والذي ¤فوق حقل الأعداد العادية   Hلجبر الزمرة  ¤H, نرمز بـ eزمرة واحدتيا  Hلتكن      
ذات الشكل  التراكيب الخطيةجميع  بأنو مجموعة

h
h H

a h
خ

مع  ه
h

a خ h))إن  ¤ h H= لكن ىنا تميز  خ

 مع عممية الجمع المعرفة بالشكل: كعنصر من الجبر(( 
                                         : ( )

h h h h
h H h H h H

h h ha b a b
خ خ خ

+ = ه+ ه   ه

 المعرفة بالشكل: الجداء ةوعممي
                       

1
( ) ( ) : ( )( ) ( )

h k h h khk
h H k H h H h H k H

h k h k ha b a b a b
-

خ خ خ خ خ

* = + ه= ه ه ه  ه

)        داء السممي:عممية الج مع ) : ( )
h h

h H h H

a h a ha a
خ خ

ه= aحيث  ه خ ¤ . 

العناصر ذات الشكل 
h

h T

T ha
خ

= 1حيث  ه
h

a hفي حال  = T0و  خ
h

a  كل لأجل , غير ذلك =

T Hوبالتالي تصبح  .بسيطة عوامل تسمى ح
h H

H h
خ

=  . ه

منقول العنصر  كما يعرف  
h

h H

a hh
خ

= )1 العنصر  بأنو  ه )

n

h
h Z

a hh^ -

خ

=  .ه

 : [17] تعريف -1-1
)) r القياسحمقة( من -Sقة شور )أو سمى حمي ¤Hفي  A لجبر الجزئيا )rank r=A ) الزمرة فوق 

H  حققت الشروط التالية:تإذا 
 كفضاء شعاعي تممك قاعدة من العوامل البسيطة  A إن -4

0 1
, , ...,

r
T T T  أي أن

0 1
, , ...,

r
T T T= ل ٌA  حيث

i
T H1لأجل كل  ح 2{ , ,..., }i rخ  

إن  -2
0

0{ }T و  =
0

r

i
i

H T
=

= U  

1 لأجل كل -3 2{ , ,..., }i r1 يوجد  خ 2{ , ,..., }j rبحيث أن   خ
i j

T T^ = . 
 البسيطةالعوامل     

i
T  قاعدة تسمى عناصرA  والمجموعات المقابمة

i
T  تسمى مجموعات القاعدة ونرمز

ليا بـ: 
0 1

( ) { , , ..., }
r

Bs T T T=A.  وبالتالي إنS- حمقة'A في  جزئيةA  ىيS-  حمقة بحيث أن كل عنصر
)من  بسيطةمجموع لعناصر  ىو A'من  )Bs A كما إن كل عنصر .z Hينتمي إلى مجموعة قاعدة وحيدة  خ

فقط والتي يرمز ليا بـ 
(z)

T  أو
(z)

ST . 
I,لأجل  J Hو   ح, '

h h
h I h J

T h T ha b
خ خ

= ه= عمى  Schur-Hadmardجداء  يعرف  ه

H¤  لمعنصرين, 'T T  :بالشكل 
o ' ( ) o( ) : ( )

h h h h
h I h J h I J

T T h h ha b a b
ا خ خ خ

= ه= ه  ه
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إذا وفقط إذا  Hحمقة فوق  - Sىو  ¤Hفي  Aالجبر الجزئي أن  [15]في  M.Muzychukوقد بين 
e,كانت  H خ A  وA  مغمقة بالنسبة لمعمميتين, o^ .ًالمعرفتين سابقا 

Q لتكن Hمجموعة جزئية, نرمز بـ  حQٌ لٌٌ Qمع Hفوق  Aحمقات -S لتقاطع جميع ل خ A  وتسمى
qأجل كل . ومن Qحمقة شور المولدة بالمجموعة  خ )نعرف التطبيق التالي  ¤ )

h

q h
h H h H a q

I a h h
= ظ خ خ

ه= وىنا  ه

Qٌحمقات -Sلدينا المبرىنة اليامة في تحديد  لٌٌ  . ل
عندئذ , H ة فوق زمرةحمق -A Sإذا كانت   :Schur-Hadmard مبدأمبرىنة  -2-1

( )
q

I z خ A  لأجل كلz خ A  وq خ ¤. 
K و Hحمقة فوق زمرة -A Sلأجل        H£ نقول أن , ة زمرة جزئيK  ىيA - زمرة إذا كانت

K خ A.  بالتالي كل من{ }e  وH  ىيA - زمرة. فإذا كانتK  ىيA - زمرة جزئية فيH عندئذ يكون ,
الجبر الجزئي 

K
H= ا ¤A A  ىوS- حمقة فوقK وتسمى حمقة شور الجزئية فيA  المحدثة بـK . وتكون

( ) { ( ) : }
K

Bs T Bs T K= خ Aح A وفي حال كانت .A -زمرة K  جزئية فيH  بحيث أنK H( 
 ويرمز لو بـ Aحمقة  -Sيعرف عندئذ عامل 

/H K
A  فوق الزمرة/H K  بأنوS-  حمقة فوق/H K جزئية في

A بحيث أن
/

( ) { / : ( )}
H K

Bs T K T Bs= Aخ A.  
hئذ يعرف مدار العنصر  عند Hزمرة مؤثرة عمى مجموعة ما  Gإذا كانت  Hبأنو  خ{ ( ) : }g h g Gخ 

hوتعرف الزمرة المثبتة لمعنصر Hبالشكل: خ { : ( ) }
h

G g G g h h= خ وىي زمرة جزئية في الزمرة  =
G  . 

)بحيث  Gالزمرة الآن  لتكن        )
R

H G Sym H£ ولتكن  £
1 2

{ }, , ...,
r

T e T T=  مدارات الزمرة

e
G  المثبتة لـe  فيG , عندئذ يكون الفضاء الجزئي

0 1
, , ...,

r
T T Tٌ وىذه النتيجة برىنيا   Hر فوق ىو حمقة شو  ل

I.Schur ل المتعدي فوق و وتسمى المود ,[17]فيH  المحدث بـ
e

G. ويرمز لو بـ( , )
e

V H G  وىنا ليست كلS- 
 حمقة شوريانيةىي  Hفوق زمرة Aحمقة  -Sونقول أن  .يمكن الحصول عمييا بيذه الطريقة Hحمقة فوق 

(Shurian S ring-)  إذا كانت( , )
e

V H G=A  لأجل زمرة ماG أن حيثب ( )
R

H G Sym H£ £.  

 الجداء المجدول والجداء المباشر: -3-1
E,و لتكن Hحمقة فوق زمرة -Sىي  Aلتكن  F H£  ىيA - زمر جزئية فيH :بحيث 

4-     .H E F=  و{ }E F e=   ا
)كل       -2 )T Bsخ A  ىيT RS=  مع( )

E
R Bsخ A  و( )

F
S Bsخ A. 

E جداء مباشر لـ  ىي Aنندئذ تكو ع
A  مع F

A في ىذه الحالة  ونكتبE F
= ´A A A . 

ذا كانت   Eوا  H(  وكل( )T Bsخ A  ىي إماT Eأو  حT TE=  لـ  اجتماع صفوف ملاصقة
E  فإنA ىي جداء مجدول لـE

A  مع/H E
A ونكتب/E H E

=A A  Aه
H.مباشرة أنو إذا كانت وىنا نجد  E F=  و{ }E F e= E,حيث  ا F H£  ىيA - زمر جزئية

وكانت  Hفي 
E

E= ¤A  أو
F

F= ¤A  فإن
E F

= ´A A A. 
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 :شور حمقة أتومورفيزمزمرة  -2
إذا كانت 

0 1
, , ...,

r
T T T= ل ٌA  ىيS- ق فو  ةحمقH  عندئذ يسمى التبديل:g H H®  أتومورفيزم  لـ

A  ًلكل   إذا كان أتومورفيزما( , )
i i

Cay H TG  وبالتالي تكون =

0

( ) ( )
r

i
i

Aut Aut
=

= GIA الحمقةتومورفيزم ىي زمرة أA وىنا نلاحظ أن .( )g Autخ A  إذا وفقط إذا

gكان يحقق  gu v T u v T- خ غ - )لأجل كل  خ )T Bsخ A. 
بين حمقات شور فوق زمرة  عرف العلاقةتالتي  ما يعرف بتقابلات غالوا [16]في   R. POOSCHELوقد برىن 

H  زمر التباديل بينوG  حيث( )
R

H G Sym H£  وفق المبرىنة التالية: £
 Kو  G وكانت Hفوق الزمرة حمقة  -Sىي  Bو  Aإذا كانت كل من  :[16] مبرىنة-1-2

,حيث زمرتان  ( )
R

H G K Sym H£  :يتحقق مايميعندئذ £

1-   Aut( ) Aut( )³ ق Bح BA A 

2-    ( , ) ( , )
e e

G K V H G V H K£ ق   ت

3-    ( ( , ))
e

Aut V H G G=  

 
 النتائج والمناقشة:

شور المولدة بمجموعة  ةومورفيزم بيان كيمي وبين حمقالمبرىنة الأساسية التي تربط بين زمرة أتبلآن نذكر ا
 .اتصال ىذا البيان

Qزمرة ما و  Hلتكن  مبرىنة: -3 Hعندئذ مجموعة جزئية ,  ح ( , )Aut Cay H Q Aut Q= لل ٌ ٌ  

)البرىان: لتكن  , )G Aut Cay H Q= و( , )
e

V H G=A  بما أنو Q Hفإن  ح
1

k

i
i

Q T
=

= U  لأجل

( )
i

T Bs Qٌ لٌٌ ل وبالتالي خ
1

( , )
k

i
i

Aut Q Aut Cay H T G
=

£ £ ٌٌ لٌ     Iل

) ( إن2-1حسب )ولكن  )G Aut= A  بما أنو Q خ A  بالتالي( )G Aut Aut Q= £ لل ٌ ٌA  

لتكن نتيجة: -4
n

Q ح Z  1إذا كانت Qٌ لٌٌ ل )فإن  خ , )
n n

AutCay Q =Z Z  
1البرىان:  Qٌ لٌٌ ل 1تعني أن  خ Qٌ لٌٌ ل ح ٌٌ لٌ 1لكن  ل H= ٌٌ لٌ Qلكن  ¤ل Hح ٌٌ لٌ بالتالي  ¤ل

1Q H= ٌٌ لٌ =ل ٌٌ لٌ )وبالتالي  ¤ل , )
n n

Aut Cay Q Aut Q= لل ٌ ٌ =Z Z  

حمقات شور فوق  -5
n

Z : 
لنأخذ الزمرة الدائرية 

n
H = Z  ولتكن( )nP  مجموعة الاعداد الأولية معn . تباديل تؤثر عمى فيي كزمرة

n
Z :بالشكل .x xa®  لكل

n
x خ Z  و( )a nخ P . 
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ويكون ىولومورف الزمرة 
n

Z  ىو
( )

( ) N (( ) ) ( )( )
n Sym H n R n R

n= =H Z Z ZP  حيث أن
( ) ( )

n
n Aut= ZP ون الزمر الجزئية وتك( )

n
G £ H Z  المتعدية ليا الشكل.( )

n R
G A= Z   حيث

( )A n£ P ويتحقق ىنا أن .زمرة جزئية 
( )

N ( ) ( )
n

Sym n
G = H

Z
Z 

وق حمقة ف- Sىي  Aلتكن  تعريف: 1-5-
n

Z لتكن و 
0 1 1

{ , ,..., }
n k

D d d d
-

مجموعة كل  =
. نضع nغير المساوية لمعدد  nقواسم العدد 

0
1d  كل ولأجل =

n
K ح Z نعرف المجموعة 

/ { : g.c.d( , ) }K d x K x n d= خ )و العلاقة الثنائية  = )Q A  عمى
n

D التالي بالشكل 

( )
( , ') ( ) / '

d
d d T d f¹ ,لأجل كل  AخQغ '

n
d d Dالأساسية لـ  التكافؤوتسمى علاقة  ,تكافؤ ةىي علاق خ

A. في  جزئيةو تعرف الزمر ال( )nP التالي بالشكل ليا المقابمة 
( ) ( )

{ ( ) ; . }
d d d

A x n T x T= خ =P  لأجل
)كل  )d D nوعندئذ: . خ 

0 1 2 1

( ) , , , ..., ,
k

d d d d
C A A A A

-

= ل QٌA   لـ  نظام مقابلتسمىS- حمقةA  فوق
n

Z ,   أنحيث : 
 

( , ) ( )

.
i i

i j

d d j
d d

T A d
Q خ

= U
A

)و   , ) ( )
i j

d d i j
A A d d= غ خ Q A      

nحالة في  p= :  1لدينا علاقة تكافؤ واحدة 1{( , )}Q  زمرة جزئية وبالتالي لأجل كل =
d

H H=  في
1 2 1*( ) { , ,..., }

p
n p= = -ZP  من الرتبةd  يوجدS- حمقة وحيدة مقابمة فوق

p
Z :ليا الشكل 

2
0, , , ...,

d l
H y H y H= ل ٌA  حيث

2
, ...,

l
H y H y H  ىي الصفوف الملاصقة المختمفة لـH في*

p
Z   مع

1p
l

d

-
). وبالتالي ىناك = )s p  حمقة شور فوق

p
Z  حيث( )s p 1عدد قواسم العدد  يمثلp وبالتالي نجد  -

 المبرىنة التالية:
 أن مبرىنة:2-5-

1

1

. :
( )

( ) :

p d

d

p

H d p
Aut

Sym d p

ïى < -ï= ي
ï = -ïî

Z

Z
A 

حيث
d

H  زمرة جزئية في*

p
Z  من الرتبةd  وd  1قاسم لمعددp -. 

1pقاسم لمعدد  dالبرىان: لأجل  1dمع  - p¹  تكون -
2

0, , , ..., ( ,( . ) )
d l p p d e

H y H y H V H= ل ٌ = Z ZA ومنو( ) .
d p d

Aut H= ZAحسب المبرىنة 
(1 2) 

1d وعندما p= 0فإن  - 0, \ { }
d p
= ل ٌZA  وبالتالي( ) ( )

d p
Aut Sym= ZA 

n.حالة  pq=  حيثp q¹ :يوجد عددان مختمفان   عددان أوليان
p

e  و
q

e :يحققان الشروط 
1 1 0 0

1

(mod ), (mod ), (mod ), (mod )

(mod . )

p q p q

p q

e q e p e p e q

e e p q

= = = =

+ =
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وبالتالي كل عنصر 
.p q

a خ Z :يممك التمثيل الوحيد التالي' "
p q

a a e a e= 'يث ح +
q

a خ Z  و
"

p
a خ Z  و' (mod )a a q=  و" (mod )a a p=  ويكون التطبيق: ( ', ")g a a aa  بينىو أيزمومورفيزم 

pq
Z  و

p q
´Z Z 

حمقة فوق - Sىي  Aلتكن  :مبرىنة3-5- 
.p q

Z  حيث,p q و  عددان أوليانp q¹ الزمرة , إن 
( )Aut A أحد الأشكال التالية تممك: 

4-  ( )
pq

Sym Z  
2-( ) ( )

p q
Aut Aut´G G  حيث

p
G S- حمقة فوق

p
Z و

q
G  S- حمقة فوق

q
Z. 

3-
.

.
p q

A Z  حيث( . )A p q£ P جزئية من كجداء مباشر لزمرة  لا تكتب( )pP  مع زمرة جزئية من( )qP 
'أي  " : ' ( ) , " ( )

p q
A W e W e W q W p¹ + £ £P P  

4-( ) ( )
p q

Aut AutG ه G  أو( ) ( )
q p

Aut AutG ه G  حيث
p

G S- حمقة فوق
p

Z و
q

G  S- حمقة فوق

q
Z. 

حمقة فوق - Sىي  Aلتكن  البرىان:
.p q

Z 1, إن
.

{ , , }
p q

D p q=  و بالتالي توجد خمسة تجزئات
لممجموعة 

.p q
D:ىي  

2 3

4 5

1 1 1

1 1

1
Q { , , } , {{ },{ },{ }} , {{ , },{ }}

{{ , },{ }}, { },{ , }

p q Q p q Q p q

Q q q Q p q

= = =

= =
 

,لنأخذ الآن  : ,p q

pq
a b a b e ab ba= ل = = = ٌZ  وH a= ل Kو  ٌ b= ل فتكون  ٌ

G H K=  وبالتالي يكون لدينا الحالات التالية: ´
 أولًا:

1
1{ , , }p qQ 0صفين فقط  حمقة وحيدة تحوي-Sيكون لدينا  = 0{ } , \ { }

pq
Z  أي أذا كانت

1
( )Q = QA  0فإن 0, \ { }

pq
= ل ٌZA  وبالتالي( ) ( )

pq
Aut Sym= ZA. 

  ثانياً:
2

1{{ },{ },{ }}p qQ  حيث أن Aحمقة عادية -Sيكون لدينا  =
( ) {{ }, \ { }, \ { }, \ }

pq
Bs e H e K e H K= فوق  Aحمقة -Sوتكون كل  ZAب

pq
Z  مع

2
( )Q = QA :يتم بناؤىا وفق الشكل 

( ) ( ) ( )
. , . , .

z pz qz
T Az T A pz T Aqz= = =  

)حيث  )z pqخ P  و( )A pq£ P  أي أن( ,( ) )
pq pq e

V A= Z ZA :وىنا نميز حالتين 
'الأولى:  " : ' ( ), " ( )

p q
A W e W e W q W p= + £ £P P نجد إن بالتالي 

' "
pq q p

A W W= ´Z Z Z وبالتالي إنA لـ تكتب كجداء مباشر S- حمقة
p

G  فوق
p

Z   معS- حمقة

q
G  فوق

q
Z.  وتكون( ) ( ) ( )

p q
Aut Aut Aut= ´A G G. 

'الثانية:  " : ' ( ), " ( )
p q

A W e W e W q W p¹ + £ £P P  أي أنA  ليست جداء مباشر لزمرة
' ( )W q£ P زمرة مع " ( )W p£ Pوىنا نضع .  ' (mod ) , " (mod )A A q A A p؛ فيكون لدينا  .؛

' ( )
q q

A Sym£Z Z  و" ( )
p p

A Sym£Z Z  منو نجدو 
pq

AZ  زمرة جزئية في' "
q q

A A´Z Z وبالتالي 
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( ) ( , ') ( , ")
q p

Aut AutV A AutV A£ ´Z ZA وىذا يعني أن ( )Aut A  عبارة عن مجموعة من الثنائيات
( ', ")g g بحيث أن' ( , ')

q
g AutV Aخ Z  و'' ( , ")

p
g AutV Aخ Z  حالتانوىنا لدينا: 

)الأولى:  ) ( )Aut H£ HA  أي( ) B
pq

Aut = ZA  لأجل( )B H£ H  و لكن بما أن 
( , ) ( , ( ) ) ( , )

e
V H A V H Aut V H B= = =A A تكون  بالتالي

1( )
A T B= =  

)الثانية: ) ( )Aut H’ HA  بالتالي يوجد
0 0 0

( ', ") ( ) \ ( )
n

g g g Aut= خ H ZA  بحيث أنو عمى الأقل
وليكن 

0 ( )
' ( ) N (( ) )

q
q Sym q R

g = Hد
Z

Z Z  وحيث أن( )
q R

Z  ىي الزمرة الدائرية الوحيدة ذات الرتبةq ي ف
( )

q
H Z  يوجد

1
( )

q R
h خ Z 1 بحيث أن

1 0 1 0
: ( ') (h ) ( ') ( )

R q
g g g-= د H Z 

'لنضع  : { ' ( ):( ', ) ( )}
q

G g Sym g id Aut= خ Zخ A حيث 
p

id  حيادي الزمرة
p

Z,  نضعو 
'' : { '' ( ):( , '') ( )}

p q
G g Sym id g Aut= خ Zخ A  حيث

q
id  حيادي الزمرة

q
Z.   فيكون لدينا عندئذ 

( ) '
q R

G£Z و ( ) ''
p R

G£Z  كذلك تكون' ( )
q

G Aut= G  حيث
q

G  ىيS-  حمقة فوق
q

Z 
''و ( )

p
G Aut= G  حيث

p
G  ىيS-  حمقة فوق

p
Z  . بالتالي لأجل 

1 1
( ) (( ) , ) ( ) ( ) ( )

R R p R pq R
h h id he Aut= = خ £Z A بما أن و  

0
( )g Autخ A نجد ىنا بالتالي 

1

1 0 0
( ', ) ( ') ' ( )g id g hg Aut-= خ A  إذن

1
' 'g Gلكن  خ

0
' ( )

q
g د H Z  تكون  ومنو

' ( )
q

G Sym= Z  وبالتالي( ) ' "Aut G G= ´A :ولكن 

1 1

0 0

0 0

( , ) ( ( ) , )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ' ") ( ( ) ( ))

( ' ( )) ( " ( ))

n e n

n e

V A V Aut

e

A A n

T T

Aut n

G G q p

G q G p

= ا

= =

= ا

= ´ ا ´

= ا ´ ا

Z Z

Z
A

P

A P

P P

P P

 

'وىذا يناقض كون  "
p q

A W e W e¹ )إذن الفرض بأن  + ) ( )Aut H’ HA.خاطئ 
 ثالثاً:

2
1{{ , },{ }}p qQ  حيث أن Aعادية حمقة -Sيكون لدينا  =

( ) {{ }, \ { }, \ }
pq

Bs e H e H= ZA  وتكون كلS- حمقةA  فوق
pq

Z  مع
2

( )Q = QA  يتم
بناؤىا وفق الشكل: 

( ) ( ) ( )
' , ".

z pz p qz
T T W z q T W qz= = + =Z  

)حيث  )z pqخ P  و' ( ) , " ( )W q W p£ £P P  أن أيA  ىي جداء مجدول لـS- حمقة
q

G  فوق

q
Z   معS-حمقة

p
G  فوق

p
Z وتكون .( ) ( ) ( )

q p
Aut Aut Aut=A G ه G 

 :رابعاً 
2

1{{ , },{ }}q pQ  حيث أن Aحمقة عادية -Sيكون لدينا  =
( ) {{ }, \ { }, \ }

pq
Bs e K e K= ZA  وتكون كلS- حمقةA  فوق

pq
Z  مع

4
( )Q = QA  يتم

بناؤىا وفق الشكل: 
( ) ( ) ( )

" , '.
z qz q pz

T T W z p T W pz= = + =Z  
)حيث  )z pqخ P  و' ( ) , " ( )W q W p£ £P P  أي أنA  ىي جداء مجدول مباشر لـS- حمقة

p
G 

فوق 
p

Z   معS- حمقة
q

G  فوق
q

Z تكون. و( ) ( ) ( )
p q

Aut Aut Aut=A G ه G 
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 :خامساً 
2

1{{ },{ , }}q pQ توجد علاقة تكافؤ تجعل القاسم المشترك لجميع العناصر في كل  لاوىنا  =
مع Aحمقة  -Sتوجد  صف ىو الواحد ما لم تكن تحوي صف تكافؤ واحد وبالتالي لا

4
( )Q = QA 

2من برىان النظرية السابقة نجد أنو يوجد  :نتيجة4-5-  1( ) ( ) ( )s n s p s q+ حمقة لشور فوق  +
pq

Z 
)حيث  )s k  تمثل عدد الزمر الجزئية في( )kP. 

10nلنأخذ مثال:  5-5- 2pمع  = 5qو  = 10فتكون  = 1 3 7 9( ) { , , , }=P  تحوي ثلاث زمر
جزئية 

0 1 2
1 1 9 10{ }, { , }, ( )W W W= = = P  5كذلك 1 2 3 4( ) { , , , }=P   تحوي ثلاث زمر جزئية

0 1 2
1 1 4 5' { }, ' { , }, ' ( )W W W= = = P ن 2, وا  1( ) { }=P  وحيدة فقط تحوي زمرة جزئية

0
2" ( )W = P. 

6وتكون 
p

e 5و  =
q

e =.  
حمقات فوق  -Sتوجد ثلاث 

5
Z   :0ىي 1 2 3 4 0 1 4 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , , , , , ,ٌ ل لٌ حمقة  -Sبينما توجد  لٌ

وحيدة فوق 
2

Z :0 ىي 1,ٌ  وبالتالي يكون لدينا الحمقات التالية: ل

1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , ,= ل ٌA  وتكون 

1 10
Aut S=A  

لأجل 
0

1{ }A W= إن  =
0 0

' "
p q

A W e W e= وبالتالي تكون  +

2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 0 1 2 3 4, , , , , , , , , , , , , ,= ل ٌ = ل ٌ ´ ل ٌA  و

2 2 5
Aut S= ´ ZA  

لأجل 
1

1 9{ , }A W= إن  =

1 3 2 6 5
1 9 3 7 2 8 4 6 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ , }, { , }, { , }, { , }, { }T T T T T= = = =   وتكون ىنا =

3
0 1 9 3 7 2 8 4 6 5, , , , , , , , ,= ل ٌA  1ولكن 4 1{ , } { }

p q
A e e=  بالتالي: +

3
0 1 0 1 4 2 3, , , , ,= ل ٌ ´ ل ٌA  و

3 2 5
1 4{ , }Aut S= ´ ZA  

1لأجل  3 7 9{ , , , }A تكون  =
1 2 5

1 3 7 9 2 4 6 8 5
( ) ( ) ( )

{ , , , }, { , , , }, { }T T T= =  أي  =

3
0 1 3 7 9 2 4 6 8 5, , , , , , , , ,= ل ٌA 1كن ل 2 3 4 1{ , , , } { }

p q
A e e=  إذن تكون  +

4
0 1 0 1 2 3 4, , , , ,= ل ٌ ´ ل ٌA  و

4 2 5
Aut S S= ´A  

أما الحمقات الباقية فيي إما من الشكل 
p q

=A G  وىنا لدينا: Gه

5 5 2 5
0 1 0 1 2 3 4 0 1 3 5 7 9 2 8 4 6, , , , , , , , , , , , , , Aut S S= ل ٌ ل ٌ = ل ٌ ق =A ه A   ه

6
0 1 0 1 4 2 3 0 1 3 5 7 9 2 8 4 6, , , , , , , , , , , , , ,= ل ٌ ل ٌ = ل ٌA   ه

6 2 5
1 4{ , }Aut S= ق ZA   ه

7
0 1 0 1 2 3 4 0 1 3 5 7 9 2 4 6 8, , , , , , , , , , , , , ,= ل ٌ ل ٌ = ل ٌA   ه

7 2 5
Aut S= ق ZA   ه

أو الشكل  
q p

=A G  وىنا لدينا: Gه

8 8 5 2
0 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 6 7 8 9 5, , , , , , , , , , , , , , Aut S S= ل ٌ ل ٌ = ل ٌ ق = ´A ه A  

5
0 1 4 2 3 0 1 0 1 4 6 9 2 3 7 8 5, , , , , , , , , , , , , ,= ل ٌ ل ٌ = ل ٌA   ه

9 5 2
1 4{ , }Aut S= ق ZA   ه
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10
0 1 2 3 4 0 1 0 1 6 2 7 3 8 4 9 5, , , , , , , , , , , , , , ,= ل ٌ ل ٌ = ل ٌA   ه

10 5 2
Aut S= ZAق   ه

لنأخذ الأن بيان كيمي  :مثال 6-5-
10

( , )Cay QG = Z  1حيث 2 3 4{ , , , }Q =  
1 2 3 4 1 2 3 4 2 8 23 7 4 4 6 45, , , , , , , , ,* = + + + 

2إن  Schur-Hadmardمبدأ وبالتالي حسب   8 3 7 4 6 5, , , , , , Qٌ لٌٌ ل  Hadmardوبتطبيق جداء  خ
 نجد: 

1 2 3 4 2 8 2, , , , =o  1و 2 3 4 3 7 3, , , , =o   1و 2 3 4 4 6 4, , , , =o   
وبالتالي 

10
1 Q= ٌٌ لٌ ل ¤خ Z  وعميو تكون

10
( ) ( )Aut Aut QG = لل ٌ ٌ = Z   

لنأخذ الأن بيان كيمي  :مثال 7-5-
10

( , )Cay QZ  2حيث 5 8{ , , }Q  بالتالي: =
2 5 8 2 5 8 2 3 7 4 6, , , , , ,* = 3إن   Schur-Hadmardحسب مبدأ  وبالتالي + 7 4 6, , , Qٌ لٌٌ ل  خ

0 فتكون  1 9 3 7 2 8 4 6 5, , , , , , , , ,Qٌ =ل ٌٌ لٌ  وبالتالي تكون ل
                       

10 2 5
1 4( , ) { , }AutCay Q Aut Q S= لل ٌ ٌ = ´Z Z  

 
 :الاستنتاجات والتوصيات

يمكننا تحديد زمرة أتومورفيزم أنو  (5-3) المبرىنةو  (3) رىنةاعتماداً عمى المب نستنتج في نياية ىذا المثال و
n حيث nأي بيان لكيمي من الرتبة pq= و ,p q و  عددان أوليانp q¹ .  زمرة أتومورفيزم بيان كيميإن و 

( , )
pq

Cay QZ  معpq
Q ح Z   (5-3) المبرىنةليا أحدى الصيغ المذكورة في . 
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