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 ممخّص  

 
 وفيتشزيمد لمعادلة ،(soliton wave solutions) منعزلة موجة ذات صريحة تامة حموؿ إيجاد إلى البحث ىذا ىَدُؼَ 
 النتائج وتبيف العامة، الحالة في لاخطي موجي بتحويؿ الزائدي الظؿ دالة طريقة باستخداـ ،لمزمف التابعة الأمثاؿ ذات
 لحؿ ومناسبة فعالة الطريقة ىذه أف يتبيف كما لمموجة، اللاخطية بالطبيعة تتأثر التامة الحموؿ أف عمييا حصمنا التي
 والكيمياء الفيزياء في تطبيقية لمسائؿ نماذج تعتبر التي الخطية غير الجزئية اضميةالتف المعادلات مف النوع ىذا مثؿ

 . السكاني والنمو
 
 – المنعزلة الموجة ذو الحؿ – الزائدي الظؿ دالة طريقة – التاـ الحؿ – زيمدوفيتش معادلة :مفتاحيةال كمماتلا

 .خطية غير جزئية تفاضمية معادلة – موجي تحويؿ
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  ABSTRACT    

 
In this work, we have been found explicit exact soliton wave solutions for Zeldovich 

equation with time-dependent coefficients, by using the tanh function method with 

nonlinear wave transform, in general case. The results obtained shows that these exact 

solutions are affected the nonlinear nature of the wave variable, it is also shown that this 

method is effective and appropriate for solving this kind of nonlinear PDEs, which are 

models of many applied problems in physics, chemistry and population evolution.  
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 مقدمة

 في المصادفة المعقدة الظواىر مف العديد لوصؼ واسع بشكؿ طيةالخ غير الجزئية التفاضمية التطور معادلات تستخدـ
 كاف. الظواىر ىذه فيـ في المعادلات ليذه التامة الحموؿ تمعبو الذي الكبير لمدور ونظراً  ،... واليندسة والكيمياء الفيزياء
 الأمثاؿ ذات الجزئية ميةالتفاض المعادلات ولأف والفيزيائييف، الرياضييف مف الكثير بحث مجاؿ الحموؿ، ىذه إيجاد
 الوسائط تكوف حيث الكيميائية، أو الحيوية أو الفيزيائية المسائؿ في سواء الواقعية لمحياة ملائمة أكثر لمزمف التابعة
 لمثؿ تامة حموؿ تقديـ عمى جيودىـ المجاؿ ىذا في العامموف الرياضيوف معظـ ركز. الزمف مرور مع وتتغير متحولة

 التخامد ذات المعممة KDV لمعادلة تحميمية حموؿ[ 1] في آخروف و Yang قدـ حيث ادلات،المع مف النوع ىذا
 ناغومو – فيتزىوغ لمعادلة منعزلة موجة ذات تامة حموؿ[ 2] في Trikiو Wazwaz قدـ كما لمزمف، التابعيف والتشتت

 tanh function  الزائدي الظؿ لةدا وطريقة المساعدة المعادلة طريقة عمى معتمديف لمزمف، التابعة الأمثاؿ ذات
method، قدـ ،[3] في كذلؾ Wazwaz وTriki لمعادلة جوالة موجة ذات تامة حموؿ KDV الخامسة المرتبة مف 

 طريقة[ 4] في  Bekir و Guner استخدـ وكذلؾ ،sine-cosine طريقة مستخدميف لمزمف التابعة الأمثاؿ ذات
sine-cosine معادلةل دقيقة حموؿ عمى لمحصوؿ KDV مؤخراً  وقدـ لمزمف، التابعة المعدلة الأمثاؿ ذات Baishya 

 مستخدماً  لمزمف التابعة الأمثاؿ ذات الخطية غير الطاقة قانوف مع سغؿ وايتييد نيويؿ لمعادلة دقيقة حموؿ[ 5] في
 . tanh function method  الزائدي الظؿ دالة طريقة
 :الآتية بالعلاقة تعطى وىي ،[7،6] في Zildovich الباحث أعماؿ جنتا (Zildovich) زيمدوفيتش معادلة تعد
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يمثؿ إذ الاحتراؽ، نظرية مف المعادلة ىذه وتأتي ,u x t لأيمفا الطرؼ في الآخر الحد يمثؿ بينما الحرارة درجة 
 المعادلة مف خاصة حالة تعد كما ،[8] في واسع بشكؿ المعادلة ىذه ودرست الاحتراؽ، عف الناتجة الحرارة توليد

 :الآتية الجزئية التفاضمية
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1mعندما p  0و 1 0 0b b c   1و 1c ، [9] في الثابتة أمثاؿ ذات زيمدوفيتش معادلة ذلؾ بعد ظيرت ثـ، 
 :الآتي الشكؿ وليا
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حيث ,u x t و المجيولة، الدالة ىيp و الانتقاؿ معامؿq وr النمو مسألة في ىاماً  دوراً  يمعباف خاصيف معامميف 
 الظواىر في تتحكـ التي الموارد توزيعات تمثؿ rو qحيث السكاف ايدتز  معدؿ المعادلة ىذه تصؼ إذ ،[11] السكاني
 وانموذج الحيوي الانموذج بيف كبير تشابو ىناؾ أف نلاحظ أف لنا ينبغي كما ،[11] والموت الولادة مثؿ الحيوية
 Sine-Gordon معادلة مستخدماً  عقدية حموؿ[ 9] في Korkmaz قدـ ولقد ،[11،11] الكيمياء في الاحتراؽ
 الأمثاؿ ذات زيمدوفيتش لمعادلة دقيقة تحميمية حموؿ تقديـ المقالة ىذه في سنحاوؿ. مساعدة كمعادلة الجزئية التفاضمية

 :الآتية بالعلاقة المعطاة لمزمف التابعة
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)أف حيث )p t و( )q t و( )r t عندما أنو الاعتبار بعيف الأخذ مع لممكاممة قابمة حقيقة دواؿ( )p t و( )q t و( )r t 
( 1) التقميدية زيمدوفيتش معادلة عمى نحصؿ بينما ،(3) الثابتة الأمثاؿ ذات زيمدوفيتش معادلة عمى نحصؿ فإننا ثوابت
)عندما ) 1p t   و( ) 1q t   و( ) 1r t  .الزائدي الظؿ دالة طريقة عمى( 4) المعادلة حؿ في سنعتمد 

 المرجع في 1992 عاـ في Malfiet إلى الطريقة ىذه تعود حيث ،[2] في Trikiو Wazwaz قبؿ مف المستخدمة
[12.] 
 

 وأىدافو البحث أىمية
 غاية في يعتبر فيو الزائدي، الظؿ دالة بطريقة مفلمز  التابعة الأمثاؿ ذات زيمدوفيتش معادلة حؿ إلى البحث ىذا ييدؼ

 التي الظواىر مف العديد فيـ في كبيراً  دوراً  الحموؿ ىذه تمعب حيث المعادلة، ليذه صريحة تامة حمولاً  يقدـ لأنو الأىمية،
 .السكاني والنمو الكيمياء مثؿ التطبيقية العممية المجالات في لباحثيفا تواجو

 
 ومواده البحث طرائق

 فإف لذلؾ التفاضمية، المعادلات مجاؿ في خاص وبشكؿ النظرية الرياضيات اختصاص تحت البحث ىذا ندرجي
 وحؿ الخطية غير الجزئية التفاضمية المعادلات حؿ طرائؽ عمى أساسي بشكؿ تعتمد ىنا، المستخدمة الرياضية التقنيات

 .الصيغية الرياضية اتالحساب وبرامج الخطية غير المعادلات جمؿ
 
 :والمناقشة لنتائجا

 :Tanh Function Method الزائدي الظؿ دالة طريقة أولاً  سنعرض
 :Tanh Function Method  الزائدي الظل دالة طريقة
 :الآتية ،tو xفقط مستقميف بمتحوليف الخطية، غير الجزئية التفاضمية المعادلة لدينا لتكف

(5                      )     , , , , , ,... 0t x xx tt xtP u u u u u u  
)أف حيث , )u x t و المجيولة الدالةP لػ تابعة حدود كثيرة( , )u x t الجزئية ومشتقاتو. 

 :الآتية بالخطوات الطريقة ىذه تتمخص
 :الآتي [13] الموجة متحوؿ نستخدـ -1
(6)                                  ( )x c t t   

)أف حيث )c t ومشتقيا لاحقاً  تعيف مستمرة لمزمف تابعة دالة وىي الموجة سرعة( )c t  ًوبالتالي مستمرة، دالة أيضا 
)بالمجيوؿ خطية غير عادية تفاضمية معادلة إلى( 5) الجزئية التفاضمية المعادلة وؿتتح )u : 
(7)                           , , , ,... 0Q u u u u    

)لػ تابعة حدود كثيرة Qحيث )u  ومشتقاتو . 
 [:12،14،15] المستقؿ المتحوؿ الزائدي الظؿ لدالة القياسية الطريقة تدخؿ -2
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(8)                           tanh ; ( ).Y x c t t    
 :يأتي كما المشتقات تغيير إلى ذلؾ يؤدي لاحقاً، يحدد معامؿ حيث
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 [:16] الآتي بالشكؿ يكتب( 7) المعادلة حؿ أف الزائدي الظؿ دالة طريقة تفرض -3
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أف حيث
ia، 0,1أجؿ مف,...,i m، 0معma ، لاحقاً  تعيف أمثاؿ. 

 الخطي غير الحد مع الأعمى المرتبة ذو المشتؽ بيف التجانس موازنة بإجراء ،m الموجب الصحيح العدد يحسب -4
)درجة تعرؼ حيث(. 7) المعادلة في( 11)و( 11)و( 9) العلاقات تعويض عف الناتجة المعادلة في الأعمى )u ، 

deg( ( ))u m ، نجد مماثؿ وبشكؿ ومنو: 
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 الحسابات مجابر  باستخداـ نحميا خطية،لا غير المعادلات مف جممة عمى لنحصؿ الصفر،ب Yقوى أمثاؿ نطابؽ ثـ
i,...,0,1أجؿ مف ،iaالأمثاؿ قيـ عمى بذلؾ لنحصؿ ،Mathematica أو Maple مثؿ الرياضية الصيغية m، 

)و و )c t، حددنا قد نكوف وىكذا( , )u x t (5) الجزئية التفاضمية المعادلة حؿ.  
 :الزائدي الظل دالة طريقة باستخدام زيمدوفيتش لمعادلة تامة حمول

 :أف الاعتبار بعيف الأخذ مع ،(4) الجزئية التفاضمية المعادلة في وبالتعويض( 6) الموجي التحويؿ باستخداـ
2 2
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)المجيولة لمدالة العادية التفاضمية المعادلة عمى نحصؿ )u  الآتية: 

(12)         2 3( ) ( ) ( ) 0
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 :ولدينا ،(11) بالشكؿ( 12) المعادلة حؿ كتابة يمكف أنو بفرض
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uمع 3uتجانس بموازنة عندئذ ، 3أف نجد 2m m ، 1ومنوm ، عمى نحصؿ ،(11) في وبالتعويض: 
(13)                        1 0 ; tanhu aY a Y    

و 0aحيث
1a ،المجيولة الدالة مشتقات تكوف وبالتالي. تحديدىما يطمب معاملاف u : 
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 :عمى فنحصؿ ،(12) التفاضمية المعادلة في( 13) العلاقة نعوض
(14)                    2 3
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 :بجعؿ
(15   )                     0 1 2 30 , 0 , 0 , 0C C C C    

المجاىيؿ ذات ةالخطي غير الجممة عمى نحصؿ
0a و

1a و( )c t و، برنامج مستخدميف الجممة ىذه وبحؿ 
 :الآتية الحالات عمى نحصؿ ،Maple الصيغية الرياضية الحسابات

 :كاف إذا :1 حالة
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 (:4) المعادلة حؿ عمى نحصؿ( 13) في وبالتعويض
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 :كاف إذا :2 حالة
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 (:4) المعادلة حؿ عمى نحصؿ( 13) في وبالتعويض
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 :كاف إذا :3 حالة
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 (:4) المعادلة حؿ عمى نحصؿ( 13) في وبالتعويض
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 :كاف إذا :4 حالة
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 (:4) المعادلة حؿ عمى نحصؿ( 13) في وبالتعويض
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حيث
1c 2وc 3وc 4وc المكاممة ثوابت. 
)لنضع ) 1p t   و( ) 1q t   و( ) 1r t ، في بالتعويض بالتالي ،(1) التقميدية زيمدوفيتش معادلة حالة لدينا أي 

 :الحؿ لدينا سيكوف( 16)

(21 )                 1 1 1 2
( , ) tanh

2 2 22 2
u x t x t

  
    

  
 

الكيفي الثابت اخترنا حيث
1 0c ، مدوفيتشزي معادلة ىناؾ لدينا حيث ،[8] المرجع نتيجة مع متوافقة النتيجة وىذه 

1الموجة سرعة أجؿ مف 1 إلى 1مف متقدمة موجة ذو حلاً  تقبؿ التقميدية

2
c . 

)ولنضع( 3) الثابتة الأمثاؿ ذات زيمدوفيتش معادلة حالة الآف لنأخذ ) 1p t   و( ) 10q t   و( ) 1r t ، بالتالي 
 :الحؿ عمى نحصؿ الرابعة الحالة في بالتعويض

(21 )                 5 5 2
( , ) 5 5 tanh

22
u x t x t

  
    

  
 

10uأف أيضاً  ىنا لدينا إذ ،[9] المقالة نتائج مع أيضاً  متوافؽ وىذا  عندماx ، 0وكذلؾu  عندما
x ، الحؿ نفس لدينا وأيضاً ( 1) الشكؿ في كما العبور، أثناء وارتفاعو شكمو عمى يحافظ أنو أي. 
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)بوضع )p t t 2و( )q t t 2و( )r t t ، بعد الموجة سرعة فتصبح لمزمف، تابعة أمثاؿ ذات معادلة حالة 
 :الرابعة الحالة في التعويض

32
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)الموجة سرعة أف أي )c t الحؿ يصبح وبالتالي خطية، غير موجة لدينا أي لمزمف، بالنسبة لاخطية: 

(22 )                 5/21 1 1 2
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2 2 52 2
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 مع بالمقارنة الحؿ شكؿ عمى لمموجة اللاخطية الطبيعة تأثير نلاحظ إذ ،(22) قةبالعلا المعطى الحؿ( 2) الشكؿ يمثؿ
 (.1) بالشكؿ والممثؿ( 21) بالعلاقة المعطى الحؿ في الخطية الموجة

ذا )كاف وا  ) ( ) 0r t p t ، لأف ،(4) لممعادلة عقدية حموؿ عمى سنحصؿ الحالة ىذه في فإننا 
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )r t p t i r t p t . 

 
 :والتوصيات الاستنتاجات

 منعزلة خطية غير موجة ذات تحميمية حموؿ عمى الزائدي، الظؿ دالة طريقة استخداـ خلاؿ مف حصمنا لقد
(nonlinear soliton wave solution) نتائج إحدى مع مقارنة ريناوأج لمزمف، التابعة أمثاؿ ذات زيمدوفيتش لمعادلة 

حدى[ 8] المرجع  بالنسبة الموجة لسرعة اللاخطية الطبيعة تأثير رأينا كما معيا، تطابؽ ووجدنا ،[9] المرجع نتائج وا 
 نظر وجية مف القوؿ يمكننا. أمثاليا لطبيعة تبعاً  المعادلة ليذه عقدية حموؿ عمى حصمنا كذلؾ الحؿ، شكؿ عمى لمزمف
 حميا في فشمت إذ الجزئية، التفاضمية المعادلات مف النوع ىذا مثؿ لحؿ كبيرة فعالية أظيرت الطريقة ىذه بأف تحميمية

 في المستخدمة المساعدة التفاضمية المعادلة وطريقة[ 3،4] المرجعيف في المستخدمة sine-cosine طريقة مف كؿ
  .Maple13 برنامج باستخداـ تمت العمؿ بيذا مقةالمتع الحسابات جميع أف إلى أخيراً  نشير أف بنا يجدر[. 2] المرجع
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