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 ممخّص  

 
عمى حدود الخطأ حيث تفترض أنيا مستقمة  نماذج الانحدار وخاصة عمى الخطية قيوداً شديدةالانحدار  طرائقتفرض 

قد لا يتحقق في كثير من الدراسات مما يؤدي الى انحياز لا يمكن إىمالو عن النموذج  وتتبع التوزيع الطبيعي وىذا
 مما يؤثر عمى مصداقية الدراسة. الفعمي

كثر قرباً الأ kالجوارات الـ و ون ي النواة ناداريا واتسمقدّر مسألة تقدير دالة الانحدار باستخدام  يقدم ىذا البحث
قمنا  حيث من خلال دراسة محاكاة عمى نموذج مفروض الانحدار الخطية الوسيطية مقدّراتاللاوسيطيين كبدائل ل

حيث تم  مقدّراتالبغية معرفة أفضل ىذه  Rالإحصائية  الحزمةباستخدام  الطرائقبإجراء دراسة مقارنة بين ىذه 
تشير نتائج كما  الأفضل. مقدّراللمعرفة  (Mean Squares Errors ) مربعات الخطأمتوسط MSE استخدام معيار

 الانحدار الخطية مقدّراتاللاوسيطية في تمثيل دالة الانحدار بالمقارنة مع  مقدّراتالدراسة المحاكاة إلى فعالية وكفاءة 
 ين.مقدّر ال نأداء ىذيلى تقارب كما تشير إ

 
الأكثر  kالجوارات الـ  مقدّرالنواة ناداريا واتسون,  مقدّرالانحدار اللاوسيطي, ,الانحدار الخطي :الكممات المفتاحية

 .ا, طريقة التحقق المتبادلقربً 
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  ABSTRACT    

 
Linear regression methods impose strong constraints on regression models, especially on 

the error terms where it assumes that it is independent and follows normal distribution, and 

this may not be satisfied in many studies, leading to bias that cannot be ignored from the 

actual model, which affects the credibility of the study. 

We present in this paper the problem of estimating the regression function using the 

Nadarya Watson kernel and k- nearest neighbor estimators as alternatives to the parametric 

linear regression estimators through a simulation study on an imposed model, where we 

conducted a comparative study between these methods using the statistical   programming 

language R in order to know the best of these estimations. Where the mean squares errors 

(MSE) was used to determine the best estimate. 

The results of the simulation study also indicate the effectiveness and efficiency of the 

nonparametric in the representation of the regression function as compared to linear 

regression estimators, and indicate the convergence of the performance of these two 

estimates. 

 

Key words: Linear regression, Nonparametric regression, Nadaraya-Watson kernel 

estimator, k-nearest neighbor estimator, Cross validation method 
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 مة: مقدّ 

يمعب تحميل الانحدار دوراً كبيراً في دراسة ظواىر ميمة في مختمف مجالات الحياة وذلك من خلال تحميل ىذه الظواىر 
نموذج الانحدار عن علاقة إحصائية بين متغير الظاىرة المدروسة والذي يسمى  يعبّروالتنبؤ بنتائجيا المستقبمية. 

 Independent( مع متغيرات أخرى تسمى بالمتغيرات المستقمة )Dependent variableبالمتغير التابع )

variables الانحدار من لمتجو المتغيرات المستقمة. ننطمق في تحميل    لمتغير التابع و   ( من جية ثانية نرمز بـ
وفق   يؤدي إلى تغير في قيم   ونفترض أن أي تغير في قيم     ي الذي يأخذ قيمو ف (   )المتجو العشوائي 

ة العلاقة المحتممة بين المتغير التابع وبقية المتغيرات المستقمة , كما , لذلك فإنو من الميم تقدير شكل و قوّ منيج معين
التنبؤ بقيم جديدة لممتغير التابع من خلال معرفة قيم جديدة لممتغيرات  الباحث منكن شكل ىذه العلاقة يمّ أن معرفة 
 المستقمة.

بدراسة شكل  الطبيلتحميل الانحدار تطبيقات واسعة في شتى المجالات فعمى سبيل المثال قد ييتم الباحثون في الحقل 
القمب  أمراضم أو شكل وقوة العلاقة المتوقعة بين في الد الكولسترولوقوة العلاقة بين ارتفاع ضغط الدم وارتفاع نسبة 

 ونسبة الشحوم في الدم.
 لنفرض أنو لدينا:

          ( )                                                                        ( )     
   +(     )*لتكن        

 بالشكل:ولنكتب نموذج الانحدار  (    )عينة عشوائية لممتجو العشوائي   
    (  )                                                           ( )  

( ) دالة الانحدار حيث       ( ) حيث تمثل     +  *و  ( | )  
متتالية حدود الخطأ العشوائي,   

لسيطرة  تخضع  سنفترض في الدراسات التطبيقية أن  .  تكون غير مرتبطة ومتماثمة التوزيع بمتوسط صفر وتباين
 بالشكل:( ناتج فقط عن حدود الخطأ العشوائي. حيث نكتب النموذج 1الباحث و أن التغير العشوائي في النموذج )

    (  )       
 لسيطرة الباحث, حيث نكتب في ىذه الحالة:  لمدلالة عمى خضوع     بـ    أي أننا استبدلنا 

    ( )   ( |   )                                                     ( )  
جراء تنبؤات باستخدام النموذج  ( ) تقدير دالة الانحدار إلىفي أي نموذج انحدار نسعى  . يمكن تقدير دالة مقدّرالوا 

 [1]. ة طرائق منيا وسيطية ومنيا غير وسيطيةبعدّ ( )  الانحدار
, حيث يتم استخداميا عندما ( ) تقنيات تحميل الانحدار في النماذج الوسيطية تمثل طريقة للاستدلال عن  إن         

معادل للاستدلال عن عدد منتو من الوسطاء نمخصيا  ( ) , والاستدلال عن ( ) توجد معمومات قميمة عن شكل 
غرى الاعتيادية طريقة المربعات الصّ باستخدام إحدى طرائق التقدير التقميدية ك  حيث يتم تقدير , في المتجو 

(Ordinary Least Squares( أو طريقة الإمكانية العظمى )Maximum Likelihood أو أسموب بايز )
(Bayesian ّفي حالة تو ) .سرة منحنيات أختار من منحني ي   ونتيجة التقدير ى إن  فر معمومات أولية عن الوسطاء

 أسرةن لو د بشروط عديدة حيث  يفترض أن العينة تأتي من مجتمع معيّ الوسيطي يقيّ النموذج  إنّ  ليطابق البيانات.
 تكون قوية غالباً مالكن ىذه الافتراضات  (.Gaussian)معروفة من التوزيعات مثل الأسرة الطبيعية 

الافتراض  إذ أنّ , [2]جداً لأن التوزيع الوسيطي المفترض لا يكون بالضرورة التوزيع الفعمي لممسألة المراد حميا 
 .الخاطئ لمتوزيع يؤدي إلى استنتاجات غير صحيحة وتقديرات غير متسقة
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قنيات التي تقوم ىذه التّ  قنية الأخرى في مطابقة المنحنيات لمبيانات ىي تقنيات الانحدار اللاوسيطية, حيث أنّ التّ      
كبر في التعامل مع البيانات لاسيما أنيا لا ترتكز عمى قيود مسبقة شديدة أعمى تقدير دالة الانحدار ككل تعطي مرونة 

رائق اللاوسيطية في تقدير دالة الانحدار نذكر طريقة النواة من أىم الطّ  . [3]كما ىو الحال في الانحدار الوسيطي
(Kernel Method ّطريقة الجو , ) ارات الـk ( ًالأكثر قرباk-Nearest Neighbors )مميدّةالشرائح ال وطريقة 
(Smoothing Splines .وغيرها ) 

 
 أىمية البحث وأىدافو:

رائق ة معرفة مدى فعالية الطّ بغيّ  وسطيتينالأكثر قرباً اللا kارات الـ واة و الجوّ ييدف ىذا البحث إلى تناول طريقتي النّ  
الشروط  قتتحقكز تحديداً عمى نموذج الانحدار الخطي التقميدي عندما لا اللاوسيطية كبدائل لمطرائق الوسيطية وسنرّ 

أفضل ىذه الطرائق من خلال تطبيقيا عمى نموذجي محاكاة باستخدام الحزمة  إيجادالأساسية ليذا النموذج, ومن ثم 
 .Rالاحصائية 

 
 طرائق البحث ومواده:

وكل من طريقتي النواة   كإحدى الطرائق الوسيطيةقميدية سوف نطرح في ىذه الورقة طريقة الانحدار الخطي الت     
الأكثر قرباً كطريقتين غير وسيطيتين. حيث سنقوم بصياغة نموذج محاكاة لمتحقق من أداء ىذه  kوالجوارات الـ 

, فضلًا عن مقارنة تقارب ىذه الطرائق من المنحني الحقيقي  (MSEالطرائق باستخدام مقياس متوسط مربعات الخطأ )
 صة من تجارب المحاكاة.التي تعتمد عمى نتائج مستخمّ  (Plots)لدالة الانحدار من خلال الرسوم 
 :ا البحثالانحدار المستخدمة في ىذم فيما يمي طرائق قبل البد  بدراسة المقارنة نقدّ 

 Linear regressionالخطي:  الانحدار
 في الانحدار الخطي نفترض أن:

 ( )      
       و            

( ) تتبع التوزيع الطبيعي بحيث و  تمثل حدود الخطأ العشوائي  و  ( )   و        . 
, فمن أجل عينة لممتجو ( ) وبالتالي تقدير   يتم استخدام طريقتي المربعات الصغرى أو الإمكانية العظمى لتقدير

( )̂ ومنو يكون  ̂ و ليكن   نحصل عمى تقدير لـ  (    )     ̂. 
 Nonparametric regressionالانحدار اللاوسيطي: 

    متجياً عشوائياً مستمراً معرفاً عمى ىذا الفضاء و يأخذ قيمو من (   )فضاء احتمالي و  (     )ليكن 

   عمى  ( ىي دالة انحدار3المذكورة في ) ( ) مجيولة. و لتكن الدالة  ( )(   ) و يممك كثافة احتمالية   
( ) أي أن     عندما  مجيولة ونسعى إلى تقديرىا باستخدم عينات  ( ) . لنفرض أن (   | )  

 .(   )عشوائية لممتجو 
 Nadaraya-Watson kernel estimatorالنواة ناداريا واتسون: مقدّر

 يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي: ( ) انطلاقاً من تعريف 
 ( )   ( |   )  
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                                           ∫   ( | )   
 

 
 
∫   (   )  
 
 

 ( )
                              ( )     

و  (   )̂ يا مقدّراتب ( ) و  (   ) باستبدال دالتي الكثافة  ( ) تقدير  [5], واتسون [4]اقترح كل من ناداريا
 .[6]بالترتيب باستخدام طريقة النواة لتقدير دالة الكثافة التي قدمت من قبل روزنبلات ( )̂ 

 ىو (   )  إن ناتج تقدير النواة لدالة الكثافة
 ̂(   )  

 

     
∑   .

    

 
/ 

     (
    

  
)               

بالنسبة لقياس لوبيغ.                          موجبة تماماً دالة النواة وتعرف عمى انيا دالة متناظرة موجبة وتكامميا        حيث
( وىي أعداد حقيقية Bandwidth or windowتدعى وسطاء التمييد أو النافذة )  ( )       ( )   

 نافذة.  واختصاراً نقول     عندما           موجبة  تماماً تحقق أن
 

 لدينا:( )  لمحصول عمى مقدّر
∫   ̂(   )   
 

 
 

 

     
∑   .

    

 
/ 

   ∫    (
    

  
)   

 

 
  

                             
 

   
∑   .

    

 
/ 

   ∫ (      ) ( )          
 

 
  

    
 

   
∑   .

    

 
/ 

       
 متناظرة  من حقيقة أن دالة النواة  الثالثحيث أن السطر الثاني من المساواة ينتج من تغيير المتحولات و السطر 

∫وتحقق    ( )
 

  
      ,∫  ( )

 

  
    . 

 كالتالي: ( ) النواة لـ  مقدّركما يعطى 
 ̂( )  

 

   
∑   .

    

 
/ 

     
 :[13]النواة لناداريا واتسون  مقدّريا ينتج لدينا مقدّرات( ب4العلاقة )بتبديل توابع الكثافة المجيولة في 

 ̂( )  
∑    .

    
 
/ 

   

∑  .
    
 
/ 

   

                                                           ( )  

 :[3]( بالشكل التالي5كما يمكن كتابة العلاقة )
 ̂( )  ∑    ( )

 
                                                                           ( )  

( )   حيث أن    
 .
    
 
/

∑  .
    
 
/ 

   

∑تحقق       ( )
 
ىو  ( )̂ أوزاناً وبالتالي فإن     تسمى.      

 .  موزون لـ  متوسط
فإنو يدعى أيضا بالمميد الخطي, ولكن ليس بالضرورة أن يكون  +  *خطي بالنسبة لممشاىدات  مقدّرالبملاحظة أن 

 تابع انحدار خطي.
المستخدمة  نوىال النواة. كما أن ىناك العديد من مقدّريمعب دورا ميماً في أداء   من الجدير بالذكر أن وسيط التمييد 

. من أكثر [3]وعمى النتائج بشكل عاموى لا ينبغي أن يؤثر عمى تقديرات دالة الانحدار ىذه النّ  إحدىو أن اختيار 
طبيعية و نواة إبانيشنكوف. سوف نستخدم في ىذه النواة الالنواة في تحميل الانحدار  مقدّرالنوى الشييرة المستخدمة مع 

 الورقة النواة الطبيعية فقط و التي تعطى بالعلاقة التالية :
     ( )  (  ) 

 
     ( ‖ ‖

 

 
)                                          ( )  

 ىو النظيم الاقميدي والذي يعرف بالشكل : ‖ ‖حيث أن الرمز 



 دريباتي, يونسو, الشاخ                                                كبدائل لطرائق الانحدار الخطي تطبيق طرائق الانحدار اللاوسيطي

126 

‖ ‖  √  
    

                                                                ( )  
 k- Nearest Neighbor Estimation الأکثر قربا:   kرات الـ واطريقة الج

. بدلا  في جوار مثبت لـ     النواة لدالة الانحدار ىي عبارة عن المتوسط الموزون لممشاىدات مقدّرلقد رأينا أن        
التي تستخدم في    الآکثر قرباٌ يستخدم جوارات متغيرة. أي أن قيم kالجوارات الـ  مقدّرمن ىذا الجوار الثابت فإن 

في   الأكثر قرباً إلى النقطة    المشاىدة التي ىي في حيز الجوار  حساب المتوسط ىي تمك القيم المقابمة لقيم 
الآکثر قرب  kالجوارات الـ  مقدّر. و بالتالي فإنو يمكن صياغة [10]عندىا  ( ) المسافة الإقميدية التي نرغب بتقدير 

 : [11-3]كالتالي
 ̂ ( )  ∑    ( )

 
       
   +( )   *حيث أن الأوزان 

 تعرف كالتالي:  

        ( )  {

                
 

خلاف ذلك              
                                                  ( )   

 :  الأقرب الى     ىي إحدى المشاىدات الـ   التي تحقق أن   تمثل مجموعة الأدلة    حيث 
   *                                                + 

 أن تحققالجوارات و  مقدّرتمثل وسيط التمييد ل   ة من القيم الصحيحة الحقيقية.متتالي ( )    حيث
               ⁄                                                        (  )  

 انعم. مقدّرال( تجعل 10الشرط )نسبياً ضمن   حيث أن زيادة  
الآکثر قرباٌ . فإذا  kالجوارات الـ  مقدّرالنواة و  مقدّرىناك ارتباط بين [5]و واتسون [4], نادريا [6]وفقاً لروزنبلات

فإنو يتم   الأكثر قرباً من   مشاىدة لـ   ويحوي الـ    الذي مركزه  ىو نصف قطر الجوار ( )    فرضنا أن 
النواة مع استخدام النواة المنتظمة  مقدّرفي    بـ  النواة بتبديل النافذة  مقدّرمن  مقدر الجواراتى الحصول عم

 ( )  
 

 
 (‖ ‖ (. 8ىو النظيم الأقميدي المعرف في ) ‖ ‖ىو تابع الإشارة في المجموعة و  + * حيث , (  

 في ىذه الحالة يصبح لدينا:
 

                 ̂ ( )  
∑    .

    
 
/ 

   

∑  .
    
 
/ 

   

  

 
 

 
∑    *‖    ‖   +
 
                                               (  )  

 النواة المتضمن نافذة تعتمد عمى البيانات. مقدّرعمى انيا  ( ) ̂ وبالتالي يمكن اعتبار 
 Smoothing parameter selectionاختيار وسيط التمييد: 

للاوسيطية إلى الدالة في طريقة النواة يعتبر اختيار نصف قطر الجوار ىو جزءاً اساسياً من تقريب دالة الانحدار ا
التباين بحيث يكون مثمى لغرض الموازنة بين التحيز و الطريقة ال إيجادلمحصول عمى التقريب الملائم يجب الأصمية. و 

 الخطأ أقل ما يمكن.
بينما اختيار كبيراً سيؤدي إلى زيادة التباين. لذلك  مقدّرالإن اختيار وسيط التمييد صغيراً سيؤدي إلى زيادة في تحيز 

 في آن واحد. من الميم إيجاد طريقة تضبط كلًا من التحيز والتباين معاً 
. ىنا أيضاً  لأكثر قرباً والتي عددىا ا  الأكثر قرباً فإن وسيط التمييد ىو عدد مجاورات   أما في طريقة الجوارات الـ

 يؤثر في تغير كل من التحيز والتباين وينبغي ضبطيما معاً.  اختيار 
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لتقييم نتائج الانحدار والنافذة  (Cross Validationطريقة التحقق المتبادل )سوف نستخدم   و   لاختيار كلًا من 
( CV Criterionمن خلال تقميل معيار التحقق المتبادل )  و   المثمى. سوف يتم الحصول عمى القيمة الأفضل لـ 
بالاعتماد عمى  (     )دالة الانحدار عند  مقدّرثم حساب   حيث تقوم الفكرة الرئيسية عمى حذف المشاىدة 

 . [13-11-7]( مشاىدة الباقية من مشاىدات العينة   الـ)
 فيكون من أجل طريقة النواة :

 ̂ (  )  
∑    (

     

 
) 

   

∑  (
     

 
) 

   

                                      (  )  

̂ ومن ثم يتم مقارنة    من خلال مربع الفرق بينيما.   مع  (  )
 ىي ىي القيمة التي تبمغ عندىا دالة التحقق المتبادل التالية:   ̂  إن النافذة الأمثمية

           ( )  
 

 
∑ .    ̂ (  )/

 
 
   (  )  

 الصغرى. قيمتو
 الأكثر قرباً يكون:  في طريقة الجوارات الـ

              ̂ (  )  ∑    (  )                                                                (  )
 
     

                      ( )  
 

 
∑ .    ̂ (  )/

 
 
   و     (  )                                                    

 
 والمناقشة:النتائج 

سابقاً من خلال نموذجي  سوف يتم استخدام أسموب المحاكاة بطرائق مونتي كارلو بيدف مقارنة الطرائق المذكورة
من أجل مقارنة الطرائق  R [10-9].من ثم استعراض أفضل ىذه الطرائق باستخدام الحزمة الإحصائية محاكاة و 

 ( حيث يعطى بالعلاقة التالية:Mean Squares Errorالسابقة سيتم اعتماد معيار متوسط مربعات الخطأ )
                   

 

 
∑ (    ̂(  ))

  
                                                           (  )  

 الانحدار الخطي التقميدي.  مقدّرذكورين مع المقدّرين الم دراسة المحاكاة من أجل مقارنة أداء أجريتلقد 
 أولا سيتم استخدام نموذج الانحدار المعطى بالصيغة التالية :

                 (  )                                                                   (  )  
. من أجل 1ليا توزيع طبيعي بمتوسط صفر وتباين    و  -     ,من توزيع منتظم عمى المجال    حيث تم سحب 

النواة  مقدّرل  عمى الترتيب و من ثم قمنا بحساب قيمة النافذة ( (100,250,500 تعينات من القياساذلك ولدنا 
الجوارات الأكثر قرباً باستخدام طريقة التحقق المتبادل. حيث كان عدد مرات  مقدّرفي    نادريا واتسون, وقيمة الجوار
 100. مقدّرتكرار المحاكاة من أجل كل  

مشاىدة موضح في الشكل  300دالة الانحدار عمى عينة مؤلفة من  مقدّراتلدالة الانحدار الحقيقية  و الرسم البياني 
(  أن لدالة الانحدار شكل خطي و أن التقدير الخطي لدالة الانحدار لا يلائم 1( حيث يتضح من الشكل )2( و )1)

ثر ملائمة لمبيانات كما يبين أكاللاوسيطية تبدو  مقدّراتال( أن 3( و )2البيانات بشكل جيد بينما يتضح في الشكل )
 الأمثميتان باستخدام طريقة التحقق المتبادل.   و الأكثر قرباً. حيث تم حساب   ي النواة والجوارات الـمقدّر تطابق بين 
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 ة مع المقدّر الخطيي: الرسم البياني لدالة الانحدار الحقيق(1شكل)

 
        النواة لدالة الانحدار مع نافذ  مقدّر(: 2شكل)
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    الأكثر قرباً مع   الجوارات الـ  مقدّر(: 3شكل)

 
الخطي و  الأسموب, من أجل كل عينة سوف نقوم بتقدير دالة الانحدار باستخدام Rباستخدام لغة البرمجة الإحصائية 

من  مقدّر( المرتبط بكل MSEخطأ )مربعات ال طو من ثم احتساب متوس الآکثر قرباٌ  kالجوارات الـ طريقتي النواة و 
 (:1المذكورة. وتم توضيح النتائج في الجدول ) الطرائقأجل المقارنة بين 

 
 (100,250,500(: قيم متوسط مربعات الخطأ المقابل لكل طريقة مع عينات من القياس )1الجدول)
  kطريقة الجوارات الـ
 الآکثر قربا

 حجم العينة طريقة الانحدار الخطية النواةطريقة 
N 

6.973538
 

5.369254
* 

194.4988 100 

2.861382 2.376522
* 

198.246 250 

2.166645 1.338909
* 

170.8895 500 

 الأاغر في كل سطر (MSE)*قيمة 
 ثانياً سنعيد المحاكاة السابقة عمى نموذج انحدار آخر يعطى بالشكل التالي:

         
    .

    

 
/
 

                                                              (  )  
كان ليا توزيع طبيعي بمتوسط صفر وتباين    . و -   ,من توزيع منتظم عمى المجال    في ىذا النموذج تم سحب 

 من أجل ىذا النموذج. إلييا( يوضح النتائج التي توصمنا 2الجدول ) (.(   
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 (100,250,500متوسط مربعات الخطأ المقابل لكل طريقة من اجل مع عينات من القياس ) (: قيم2الجدول)
  kطريقة الجوارات الـ
 الآکثر قربا

 حجم العينة طريقة الانحدار الخطية طريقة النواة
N 

0.034771
 

0.032228
* 

1.747221 100 

0.037146 0.036259
* 

1.765712 250 

0.037277 0.037294
* 

1.781233 500 

 الأاغر في كل سطر (MSE)*قيمة 
اصغر من القيم  MSEالنواة تممك قيم لـ  مقدّرات( أنو من أجل جميع أحجام العينات, أن 2( و )1يبين الجدول )

ي النواة مقدّرفي   MSE, كما يتضح تقارب قيم لكل عينة الآکثر قرباٌ  kالـ  الجوارات مقدّراتالخطية و  مقدّراتالالمرتبطة ب

 . الآکثر قرباٌ  kالـ  لجواراتاو

 
 :الاستنتاجات والتوايات

الانحدار الخطي  مقدّراتكبدائل ل الآکثر قرباً  kالجوارات الـ ي النواة لناداريا واتسون و مقدّر تم تقديم كلًا من        
اللاوسيطيين المذكوران ين مقدّر الالانحدار الخطي مع  مقدّرالوسيطية. نتائج دراسة المحاكاة التي أجريت لتقييم أداء 

الآکثر  kالجوارات الـ  مقدّرالانحدار الخطي و  مقدّرالنواة ناداريا واتسون يعطي تقديرات أفضل من  مقدّربينت أن 
 مقدّراتالين اللاوسيطيين ليما تقريبا نفس الأداء. وأخيراً يمكن القول أن مقدّر الكما بينت الدراسة أن كلًا من  ,قرباً 

 الأفضل في تقدير دالة الانحدار. اللاوسيطية ىي
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