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 ممخّص  

 
بمتتالية من تقريبات الدوال الممساء ومن أشيرىا غلاف  غالباً  تستبدل دالة اليدف لحل مسائل الأمثميات الأصغرية

ة بريغمان مسافة غير مترية ) فيي ليست تناظرية ولاتحقق مورو. في السنوات الأخيرة نظمت المسألة باستخدام مساف
متراجحة المثمث( كبديل لممسافة المعتادة وبشكل أكثر تحديداً لممسافة التربيعية, واستخدمت بطرق متنوعة في تصميم 

 وتحميل الخوارزميات التكرارية.
ات غير منتيية البعد حيث أثبتنا التكافؤ بريغمان والمؤثر الحال في فضاء-البحث إلى دراسة تقارب غلاف مورو ييدف

بريغمان كما درسنا التقارب القوي  –بين تقارب موسكو فوق البياني لمتتالية من الدوال والتقارب البسيط  لدوال مورو 
 والضعيف لممؤثرات الحالة وفق مفيوم مسافة بريغمان.

 
, وسكو فوق البياني,  دوال المحدبةتقارب م ريغمان,غلاف مورو ب مورو, غلاف, بريغمانمسافة  الكممات المفتاحية :

 دوال نصف مستمرة من الأدنى.
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  ABSTRACT    

 
It is often useful to replace a function with a sequence of smooth functions 

approximating the given function to resolve minimizing optimization problems.  

The most famous one is the Moreau envelope. Recently the function was organized 

using the Bregman distance  hD  . It is worth noting that Bregman distance hD  is 

not a distance in the usual sense of the term. In general, it  is not symmetric and it 

does not satisfy the triangle inequality 

The purpose of the research is to study the convergence of the Moreau envelope 

function and the related proximal mapping depends on Bregman Distance for a 

function on Banach space. Proved equivalence between Mosco-epi-convergence of 

sequence functions and pointwise convergence of Moreau-Bregman  envelope  We 

also studied the strong and weak convergence of resolvent operators  According to 

the concept of Bregman distance. 
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 قدّمة:م
المجموع فوق البياني  Moreau   [16]درس  

e
f g 

f,لدالتين  g معرفتين عمى الفضاء الخطي المنظمX 
 عرّف بالشكل التالي:والم

         inf 1.1
e y

f g x f y g x y x X      

21الحالة الخاصة عندمافي 
.

2
g  النظيم المعرّف عمى فضاء ىمبرت .حيثH العلاقة  خذتأ 1.1 :الشكل

 
 

21
inf ( ) 1.2

2u
x f u x u

 
   

 
 

21المجموع فوق البياني   [8]في Brézéوبعد سنوات درس
.

2e
f


  1حيث استخدم

.


في  .بدلَا من  

 :المسألة من الشكل فضاء ىمبرت, حيث أصبحت

 
21

(x) inf ( ) 1.3
2u

f f u x u


 
   

 
 

وسميت الدالة  
0

f  
المعرفة بالعلاقة  1.3 يوشيدا. -دالة مورو  

fحيث أثبت أنّ الدالة  Xلة ودرس خواصيا في فضاء باناخ الانعكاسي بيذه الدا  Attouchاىتمّ   حدىا  تبمغ
أنّ  و Xفي نقطة وحيدة عمى  الأدنى 

0
f  

0عندما  fتسعى إلى  .  الأخرى  العديد من الخواصوبرىن
ة من الدوال أىميا التكافؤ بين تقارب موسكو فوق البياني لمتتاليكان و  n n N

f


دوال مورو يوشيدا البسيط ل تقارب الو  
 n

n N
f 


مثميات  الأمتمك عدة خواص ميمة تجعميا أكثر استخداماً في نظرية ت يوشيدا -إنّ دالة مورو الموافقة ليا. 

: وخاصةً الأمثميات المحدبة وليا دور كبير في دراسة المسألة الأصغرية :inf ( ) ;P f u u X. 
. وىي دالة حقيقية غير (Bregman distance) مسافة بريغمانب سميتمسافة غير مترية  Bregman [7] قدّم   

x,سالبة لا تحقق متراجحة المثمث,  وتستخدم لقياس المسافة بين نقطتين  yبالشكل الآتي: ىذه المسافة , وتعرّف 
 : 0,hD X X   

( , ) : ( ) ( ) ( ),hD x y h x h y h y x y     
h:                            :             حيث X R. 

وليا تطبيقات متنوعة في تصميم الخوارزميات التكرارية لحل مسائل الأمثميات وحساب التغيرات والنقطة الثابتة 
 [3,5,10,18 ] من أجل تفاصيل أكثر يمكن العودة إلى. لممؤثرات

تنلاح ظ أنّو إذا كان 
21

2
h x x فإنّ مسافة بريغمان تأخذ الشكل. 21

( , )
2

hD x y x y  

21حيثُ يعتبر الشكل التربيعي

2
x y.حالة خاصة من مسافة بريغمان 

يتمَ استبدال اللذلك في السنوات الأخيرة  2شكل التربيع
 في العلاقة . 1.3 ن ,.)بمسافة بريغما )hD y  كما

heبـ  بالرمز ز لياورم,  [6,12,14,20]في f :حيث أخذت الشكل 

   
1

inf ( ) ( , ) 1.4h

h
u

e f x f u D u x
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النقطة  استخدمت حديثاً لحل مسائل الأمثميات وخصوصاً في تعميم خوارزمية, حيث بريغمان -غلاف موروب وسميت
 .[15,19]كما في  (proximal point algorithm)الأقرب 

ىي العلاقة بين متتالية الدوال  ما لكن السؤال المطروح n n N
f

  ومتتالية الدوال h

n
n N

e f


في  ؟؟الموافقة ليا  
 ىذا المقال سيتم الإجابة عمى ىذا السؤال.

 
 البحث وأىدافوأىمية 

بين تقارب موسكو فوق البياني لمتتالية من الدوال تكافؤ ييدف البحث إلى دراسة      n n N
f


وتقارب دوال مورو 

 يوشيدا h

n
n N

e f


باستخدام مسافة بريغمان, وتكمن أىمية البحث من خلال تطبيقاتو في نظرية  االموافقة لي 
محدبة, وستكون ىذه وكذلك يساىم في إيجاد طرق عددية لحل مسائل الأمثميات ال الأمثل الأمثميات ونظرية التحكم

 الطرق موضوع لبحوث قادمة.
 

 طرائق البحث وموارده:
يوشيدا و تعريف  –نقدم بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية التي تتعمق بالتحميل المحدب كما نعرض تقريب مورو     

 .مسألتنابريغمان وأىم خواصيا التي تساعدنا في معالجة  مسافة
 تعاريف ومفاىيم أساسية: -1
نبدأ ببعض التعاريف والمفاىيم التي تستخدم بوصفيا عناصر مشتركة بين التحميل المحدب ونظرية الأمثميات ومن      

 .[1,4,9,17,21]أجل تفاصيل أكثر يمكن العودة إلى 
ليكن , .X  فضاء باناخ انعكاسي وليكن * , .X  فضاءه الثنوي. نرمز لشكل الثنائية الخطية بين عناصر

X,*الفضائيين  X  ن.بالرمز . ولتك :f X R   ى وتأخذ قيميا في Xدالة معرفة عم
 R  يعرّف فوق البيان .(epigraph)  لمدالةf  ويرمز لو بـepi f :بالعلاقة 

    , :epi f x X R f x     
 عن الدالة يقالf محدبة إذا كانتepi f مجموعة محدبة فيX R ويقال عنf  إنيا دالة مقعرة إذا

كانت  f .دالة محدبة 
 عن الدالة يقالf 0في النقطة  نصف مستمرة من الأدنىx إذا كان: 

0 0x lim inf ( ) (x )k k
k

x f x f    

ذا كان فوق البيان  epiوا  f  ّمجموعة مغمقة فإنf .)دالة مغمقة)نصف مستمرة من الأدنى 
 الدالة يقال عنf   خاصة(proper) إذا كانتepi f مجموعة غير خالية أو إذا كان المجال الفعمي

D  حيث 
  :D x X f x    

  تعرّف الدالة المرافقة * *:f X R    لمدالةf :بالعلاقة 
    * * : sup ,

x X

f x x x f x
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ذا كانت fمحدبة سواء كانت  f*الدالة  وتكون        بة, خاصة ددالة مح fدالة محدبة أم ليست محدبة. وا 
f**مستمرة من الأدنى فإنّ  ونصف      f [16], انظر. 

 يقال عنf   إنيا قسرية(coercive)  إذا كان 
 

lim
y

f y

y
 

 
 يقال عنf   وفق غاتو )إنيا قابمة لممفاضمةGateaux differentiableد x( عن X إذا وجد
*f X  حيث 

   
0

, (x) lim
t

f x ty f x
y f

t

 
  

  تحت التفاضليعرّفf  لمدالةf (subdifferential)  0في نقطةx dom f :كالآتي 
      

    

* * *

0 0 0

* * * *

: , ;

: ,

f x x X f x f x x x x x X

x X f x f x x x x X

        

       
 

 تكون المجموعة . و0xفي  fشعاع تحت التدرج لـ  x*حيث يسمى الشعاع  0f x  محدبة ) مغمقة( إذا كانت
 محدبة )نصف مستمرة من الأدنى(. fالدالة 

 والنصف المستمرة من الأدنى والخاصّة بــــ  نرمز لمجموعة الدوال المحدبة(X). 
  يقال عن فضاء باناخX  إنو فضاءE صية:تماما ويحقق الخا اً ومحدب اً إذا كان انعكاسي 
 ."" التقارب الضعيف والتقارب النظيمي يؤدي إل التقارب القوي 
 ليكنX فضاءً باناخ انعكاسياً و لتكن الدّوال , : { },nf f R n N     من X  يُقال إن .

 n n N
f


 إذا تحقق الشرطان: (Mosco-epi-convergenceفوق البياني) –مفيوم موسكووفق  fتتقارب نحو 

) , ( ) : ( ) liminf ( )

) , ( ) : ( ) limsup ( )

W

n n N n n nn
n

s

n n N n n nn
n

i x X x x x f x f x

ii x X y y x f x f y





    

    
 

 ونرمز لذلك بالرمز :
lime nf M f   أوM

nf f 
حيث    w s  التبولوجيا القوية )الضعيفة( المعرفة عمىX. 
  لتكن :h X R    ,تعرّف مسافة بريغماندالة محدبة خاصة  : int 0,hD D D   

 :بالعلاقة
( , ) (x) ( ) ( , )hD x y h h y h y x y    

)حبث          , z)h x المشتق الموجو لـhعندx  بالاتجاهz بالعلاقة ويعطى 

0

(x tz) (x)
( , z) lim .

t

h h
h x

t

  


]
 

( hبـ  ) والذي نرمز لمشتقو دالة  محدبة نصف مستمرة من الأدنى وقابمة لممفاضمة وفق غاتوhإذا كانت 
int عمى (h)D,  ّفإنhD   بالعلاقةتعرف : 
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( , ) (x) ( ) h( ),hD x y h h y y x y     
 لتكن     ,f x h y h y x y     عندئذ: 

     ,hD x y h x f x  
أنَ أي  ,hD x y  وتمثل الفرق بين دالتين f x  تمثّل المماس لبيان الدّالةhعندy.  عمى كما ىو مبيّن

 الشكل:

 
 
 :في دراستنا لاحقاً  التي نحتاجيابعض التمييديات الأساسية  نذكرل
 

إذا كانت : ])Proposition 1.9 ,9.3([ . 1.1ةتمييد :h X R    دالة نصف مستمرة من
intحيث  Dالأدنى محدبة عمى D   أنَ  بفرضو h:ِقابمة لممفاضمة وفق غاتو عندئذ 

i. *( , ) ( ) ( ( )) ( ),hD x y h x h h y h y x        لكل, intx y D   
ii.  خاصة النقاط الثلاث( لكل(u D  و, intx y D  ّفإن 

( , ) ( , ) ( , ) h( ) h( ),h h hD u y D u x D x y x y u x      
إذا كانت  :])Proposition 1.9 ,10.1.([ 1.2 ةتمييد :h X R   نصف مستمرة من  دالة

intحيث  Dمحدبة عمىالأدنى  D :ِعندئذ , 
i. hقابمة لممفاضمة وفق غاتوعندx int D  عندئذِ و (x) (x)h h  . 
ii. hقابمة لممفاضمة وفق غاتوعندx int D  عندئذِ و h مستمر بضعف عمىint D. 
iii. h عندئذِ و قابمة لممفاضمة وفق فريشتhD مستمرة عمىint intD D. 

 لـ  معامل التحدب الكمييعرّف , ]11[ وفيh(modulus of total convexity عند )x عمى أنو 
الدالة  :int 0,hv D R    بالشكل:المعطاة 

(x,t)
( , ) inf ( , )h h

y S
v x t D y x




 
حيث            ( , ) :S x t y B y x t     . 
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  الدالةh ( َمحدبة كمياtotally convex) عندx int D  إذا كان( , ) 0hv x t    0حيثt   ,
xمحدبة كمياَ إذا كانت محدبة عند كل نقطة   و int D                                                                                                                            .                                                                                                                                                                                                                                       
  لمدالة وفق مفيوم بريغمان المؤثر الحاليعرّفf لو  بـــــ  ويرمزhJ f :بالعلاقة 

 
1

( ) arg min ( ) ( , ) 1.5h

h
y D

J f x f y D y x


 
  

 
 

ويمعب ىذا التقريب المعمّم دوراً ىاماً  في الخوارزميات التكرارية لحل بعض مسائل الأمثميات, وحساب التغيرات  
 :ةسنذكر بعض خواصو الميم ,والنقطة الثابتة لممؤثرات ....الخ

لتكن :[Corollary 3.25 ,3] . 1.3 ةتمييد f X  ّوبفرض أنinf f  و(h) ( )D D f   
:  عندئذ 

1 1
( ) inf ( ) ( , ) ( ) ( , )h h h

h h
y

e f x f y D y x f J x D J x x  
 

 
    

 
 

hJحيث   .الحل الأصغري الوحيد 
لتكن :[Corollary 4.2 ,12]  1.4ة تمييد :f X R     دالة خاصة ونصف مستمرة من الأدنى

intقابمة لممفاضمة وفق فريشت عمى  hوبفرض  ( )D h   يكون عندئذ hJ f  اَ مستمر. 
لتكن  :[Theorem 3.1.1,20] .1.5ة تمييد :f X R   ث infدالة حي f  و

(h) ( )D D f    عندئذ  لكلx Dيكون: 
(i) ( ) cl ( )he f x f x  

 محدبة كمياً فإنّ hبفرض 
(ii) sup ( ) cl ( )he f x f x



 

(iii) 
0

lim ( ) cl ( )he f x f x


 
 نصف مستمرة من الأدنى يكون fوبفرض  

0
lim suph he f e f f 
 

  

 
 :والمناقشة نتائجال

 :2.1 مبرىنة
h,نالدالتيّ  أنّ  بفرض f وبفرض أنّ  , 1.4لتمييدية شروط اققان تح   n n N

f X


   محدودة من الأدنى وو
( ) (h) , ( ) (h)nD f D D f D     عندئذ  إذا كان ,M

nf f ل 0فإنّو من أجل ك  وكل
x S:يكون , 

( ) ( ) (

( ) ( ) (

wh h

n

h h

n n

J f x J f x i

e f x e f x ii
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 البرىان: 
 (i  ليكن(h)u D    عنصراً كيفياً , وبما أنM

nf f   فرضاً فإنو حسب الشرط الأول من تقارب 
)د متتالية موسكو فوق البياني, توج      )n n Nu   : بحيث يكون 
 2.1  lim ( ) ( )n n

n
f u f u           و           lim n

n

u u     

وحسب الفرض  1.3 تمييدالمن جية أخرى حسب  n n N
f


)محدودة من الأدنى و  ) (h)nD f D   من أجل ,

xكل  S  وكلn N  فإنّ كلَا من( )h

n nz J f x  و( )hz J f x  .موجود 

 

1 1
( ) inf { ( ) ( , )} ( ) ( , )

1
( ) ( , ) ; 2.2

h

n n h n n h n

n n h n

e f x f y D y x f z D z x

f u D u x n N


 



   

   

 

1لنبرىن أن 
{ ( ) ( , )}n n h nf u D u x


 .محدودة 

نلاحظ من العلاقة  2.1ة }أنّ المتتالي ( )}n n n Nf u .محدودة 

ن limوبما أ n
n

u u  1و
( . , )hD x


نّ   1مستمرة فإ 1

lim ( , ) ( , )h n h
n

D u x D u x
 

 ومنو
1

{ ( , )}h nD u x


نّ    1محدودة, ,ممّا سبق نجد أ
{ ( ) ( , )}n n h nf u D u x


  . محدودة 

1lليكن R  1حد أعمى لممتتالية
{ ( ) ( , )}n n h nf u D u x


فإنو لكل  ,n N :يكون 

 2.3                  
1

1
( ) ( , )n n h nf u D u x l


  

)وبما أن  )n n Nf   2متتالية محدودة من الأدنى, فحسب الفرض فإنّو يوجد عدد حقيقيl :يكون 
 2.4          

2( )nf x l       لكلn N    ولكلx S 
ينتج من ذلك

2( )n nf z l لكلn Nوبالتعويض كل من  , 2.4و 2.3في 2.2:نحصل عمى , 

2 1

1 1 1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )h n n n h n n n h nl D z x f z D z x f u D u x l

  
      

        ومنو نستنتج أنّ:    
2 1 1 2

1
( , ) ( , ) ( )h n h nl D z x l D z x l l


                 

1بأخذ   2( )l l    : نجد أن 
 ( , ) / ( , )n hz L x y D y x n N      

(.)*الدالة وبما أنّ  ., xh  فإنّ  قسرية( , )L x   محدودة, وبالتالي( )n n Nz   متتالية محدودة, إذاً  توجد متتالية
)جزئية  )

k kn n Nz   من( )n n Nz    1متقاربة ولتكن نيايتياz,   ّوبما أن(., )hD y   , نصف مستمرة من الأدنى
 إذاً: 

( , ) lim inf ( , )
k

k

h h n
n

D z x D z x    
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Mمن جية أخرى لدينا بالفرض 

nf fلذلك بحسب الشرط الثاني من تقارب موسكو فوق البياني ,
 1k

w

nz z ث ي )1يكون ح ) lim inf ( )
k k

k

n n
n

f z f z  َوبما أن ,(., )hD x  نصف مستمرة من الأدنى

 بضعف نجد أنَ:

1 1

1 1
( ) ( , ) lim inf ( ) lim inf ( , )

1
lim inf [ ( ) ( , )]

lim inf ( ) lim sup ( )

k k k

k k

k k k

k

k k

k k

h n n h n
n n

n n h n
n

h h

n n
n n

f z D z x f z D z x

f z D z x

e f x e f x 

 



  

 

 

 

 أي: 

         1 1

1
( ) ( , ) lim inf ( ) lim sup ( ) 2.5

k k

k k

h h

h n n
n n

f z D z x e f x e f x 


   

وحسب العلاقة  2.1: نجد 
1 1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
k k k k k k k

h

n n n h n n n h ne f x f z D z x f u D u x
 

    

)حيث  )
knu  متتالية جزئية من المتتالية( )nu. 

1 1
limsup ( ) limsup[ ( ) ( , )] ( ) ( , )

k k k k

k k

h

n n n h n h
n n

e f x f u D u x f u D u x
 

    

limوذلك لأن  ( ) ( )n n
n

f u f u,1 1
lim ( , ) ( , )h n h

n
D u x D u x

 
ة , نعوض في العلاق 2.5    :نجد

 1 1

1 1
( ) ( , ) lim inf ( ) lim sup ( ) ( ) ( , ) 2.6

k k

k k

h h

h n n h
n n

f z D z x e f x e f x f u D u x 
 

     وبما

),نستطيع اعتبار D(h)عنصر كيفي منuأن )hu z J f x  بالتعويض في  , 2.6نحصل عمى: 

1 1

1 1 1
( ) ( , ) ( ( )) ( ( ) , ) inf { ( ) ( , )}h h

h h h
y

f z D z x f J f x D J f x x f y D y x 
  

     

:وىذا يعني أنّ   
 

1

1
arg min{ ( ) ( , )}hz f y D y x


  

1بما أن 
arg min{ ( ) ( , )}hf y D y x


 ن مجموعة غير خالية ووحيدة فإ

1 ( )hz z J f x .                                       

) ولما كانت )
k kn n Nz 

)متتالية جزئية كيفية من   )n n Nz  1تتقارب بضعف منz    ّفإن( )n n Nz    تممك نقطة تراكم
)ومنو   1zوحيدة   )n n Nz   1تتقارب إلىz بضعف, أي لكلn N:فإن  , 

( ) ( )wh h

nJ f x J f x  
(ii لدينا  w

nz z وM

nf f  ,َيكونحسب الشرط الثاني من تقارب موسكو فوق البياني ففرضا 
( ) lim inf ( )

i

n n
n

f z f z   وبالتالي العلاقة 2.6 ل )تبقى صحيحة باستبدا )
k kn n Nz   بـ( )n n Nz  وتصبح ,

 بالشكل التالي:
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1 1
( ) ( , ) lim inf ( ) lim sup ( ) ( ) ( , )

k k

h h

h n n h
n n

f z D z x e f x e f x f z D z x 
 

     

 ومنو
lim ( ) ( )h h

n
n

e f x e f x 


.  وبذلك يتم المطموب. 
 : 2.2مبرىنة
h, نالدالتيّ  أنّ  بفرض fوالدالة  , 1.4لتمييدية شروط ا حققانتh  ًالمتتالية  وأنّ  محدبة كميا   n n N

f X


  
), عندئذ إذا كانمحدودة من الأدنىو  ) ( )h h

n n
e f x e f x   لكلx S فإن 

M

nf f . 
 البرىان :

)لتكن المتتالية  )n n Nx   حيثw

nx x  ّولنبرىن أن ,liminf (x ) (x)n n
n

f f


 .  
:نضع  ( ) , : ( )h h

n n n n nw J f x v J f x    بريغمان نجد –فحسب تعريف غلاف مورو 
1

( ) ( ) ( , ) ( )

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

h

n n n n h n n n n

h

n n n h n n n h n

e f x f w D w x f x

e f x f v D v x f w D w x







 

  

   
 

 من المتراجحتين السابقتين نحصل عمى
1 1

( ) ( ) ( , ) ( , )h

n n n h n h n nf x e f x D w x D w x
 

  
 

 , يكون1.1تمييديةالمن  iiالجزئية وحسب 
1

( ) ( ) , (x) ( )h

n n n n nf x e f x w x h h x


    
 

w أن وبما

nx x الجزئية وحسب 1.4 ةتمييدال وحسبii يكون: 1.2ة تمييدال من  
( ) ( )h

n n nf x e f x 
limولدينا  ( ) ( )h h

n
n

e f x e f x  :نحصل عمى 
( ) ( )h

n nf x e f x 
0 نلاحظ أن المتراجحة الأخيرة محققة ميما كانت   الجزئية  , فحسبii نحصل أخيراً عمى 1.5 ةتمييد من 

liminf (x ) (x)n n
n

f f


 
x(h)لتكن  D  ولنبرىن أنو توجد متتالية

n n
t x


  حيثlimsup ( ) (x)n n

n

f t f


. 

)إذا كانت  )f x   .واضح 
x(h)لتكن  D  حيث(x)f    الجزئية وحسب فبحسبiii  1د يتميمن . وحسب الفرض  5

( ) ( )h h

n n
e f x e f x 

نحصل عمى 

0 0
lim lim ( ) lim ( ) ( )h h

n
n

e f x e f x f x 
   

  
يوجد متتالية  وبالتالي n n

  0حيثn n



  :يكون 
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0

1
( ) lim ( ) lim ( ( ) ) ( ( ) , ) (2.7)

n n

h h h

n n n h n
n

n

f x e f x f J f x D J f x x  
  

 
   

 
 

)باختيار )
n

h

n nJ f x  , :نحصل عمى     ( ) limsup ( )n n
n

f x f 


 

 يكفي البرىان أنّ  
n n

x


 ّبما أن .he f  ًوجد من أجل ي بالفرضتتقارب نقطيا
0n بحيث لكل

0n n 
 يكون

( ) ( ) 1h h

ne f x e f x   
و  ومن أجل  

0n n يكون 
1

( ) ( ) ( , )h

n n n h n

n

e f x f D x  


  

      وىذا يعني

                

1
( ) ( ) ( , )h

n n n h nf e f x D x 


      

 1
( ) 1 ( , )h

h ne f x D x 


                                 

1 :    بوضع
: max ,1 ( )hr e f x



 
  

 
 نجد:,  

 ( ) 1 ( , )n n h nf r D x    
 :نحصل عمى (2.7)من المتراجحة الأخيرة و 

1
( ) limsup ( , )h n

n n

f x r D x r


  
     

  

 

1بما أن 
n

n

r
 

 
  

 
)و   x )f     يكون( , ) 0h n n

D x


   ّوىذا يعني أن 

n n
x


 .وبذلك يتم المطموب . 

 :2.3مبرىنة 
h, نالدالتيّ  أنّ  بفرض f  وأنّ ,  1.4 التمييديةيحققان شروط   n n N

f X


   والدالة  ,محدودة من الأدنىو
h  ًعندئذ إذا كانمحدبة كميا 

( ) ( ) (

( ) ( ) (

wh h

n

h h

n n

J f x J f x i

e f x e f x ii

 

 




 

xلكل  S فإن ( )h

nJ f x  تتقارب بقوة من ( )hJ f x. 
 

 البرىان :
)ليكن  )h

n nz J f x  و( )hz J f x ,لدينا 

     
1

( ) ( , ) ( , )h h

n n n h n he f e f x f z f z D z x D z x 


       

 نجد أنَ:  ,1.1من تمييدية iiالجزئية وحسب  
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1

( ) ( , ) , ( ) ( )h h

n n n h n n ne f e f x f z f z D z z z z h z h z 


             

nبجعل   :نحصل عمى 

   

   

       

1
0 lim ( , )

1
lim sup ( , )

lim sup lim inf 0

n n h n
n

n n h n
n

n n n n
n n

f z f z D z z

f z f z D z z

f z f z f z f z









 

 
    

 

 
   

 

          

 

وذلك حسب شرط تقارب موسكو الأول    liminf n n
n

f z f z


.  ّممّا سبق نجد أن   lim n n
n

f z f z


 
limوبالتالي  ( , ) 0h n

n
D z z


:وكنتيجة لذلك نجد . 

   0 liminf , limsup , lim ( , ) 0h n h n h n
n n n

v z z z v z z z D z z
  

      
وبما أنّ  ,.hv z متزايدة تماما عمى    0 ,        و       ,0 0hv z   نحصل عمى 

lim 0n
n

z z


 . 
 .وبذلك يتم المطموب  

dimXإذا كان   الدالة  شرط فإنh انظر محدبة كميا يمكن استبدالو بمحدبة تماما[11,Theorem2.14]. 
 ومنو نحصل عمى النتيجة التالية:

h,كانت الدالتانو منتيي البعد  Xإذا كان الفضاء  2.4 : نتيجة f  فرض مع   ,1.4 لتمييديةشروط امحققتين ل
أنّ    n n N

f X


   ومحدودة من الأدنى و( ) ( ) , ( ) ( )nD f D h D f D h      يكون , عندئذ 
 :ينمتكافئ ناالتالي ناالشرط

1. M

nf f  

2. 
) ( ) ( )

) ( ) ( )

h h

n

h h

n n

i J f x J f x

ii e f x e f x

 

 

 




 

 :فإن   فضاء باناخ Xإذا كان  : ,Section3.2[11[ حالة خاصة 
X E   إذا وفقط إذا كان .

r  محدبة كميا  لكل  0,r    
 ومنو نحصل عمى النتيجة التالية:

1بفرضو  Eفضاء  Xإذا كان الفضاء  : 2.5نتيجة
: .

r
h

r
  حيث 1,r    ةالدالوf  شروط  حققت

ةا نّ مع  ,1.4لتمييدي فرض أ   n n N
f X


   ومحدودة من الأدنى و

( ) (h) , ( ) (h)nD f D D f D     , ّنامتكافئ التاليين ينالشرط فإن: 
1. M

nf f  

2. 
) ( ) ( )

) ( ) ( )

h h

n

h h

n n

i J f x J f x

ii e f x e f x
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 الاستنتاجات والتوصيات:
)مسافة بريغمان( وأثبتنا التكافؤ بين تقارب  يوشيدا بمسافة غير مترية -تمّ استبدال الشكل التربيعي في دالة مورو

موسكو فوق البياني لممتالية من الدوال  n n N
f


في فضاء  الموافقة ليا بريغمان-غلاف مورووالتقارب البسيط لدوال  

في  مسافة بريغمان غلاف مورو وفق مفيومنوصي بدراسة تقارب ونظراً لأىمية  مسافة بريغمان  باناخ انعكاسي,
 .في فضاءات منظمة باناخ أو تافضاء
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