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دوراً هاماً في دراسة مسائل النقاط السرجیة، إذ  Lمقعرة - لدالة محدبة mوالدوال الحدیة الدنیا  Mتلعب الدوال الحدیة العلیا 
ن كل منهما بمتحول واحد إحداهما محدبة والأخرى مقعرة. وهذا بدوره یسمح بدراسة یتم تحویل المسألة ذات المتحولین إلى مسألتی

على صف من الدوال  هاوسدورف- rعرف مسافةنالبیاني. في هذا البحث، - معظم المسائل المطروحة على التحلیل فوق/تحت
درس استمراریة المجموع نالحدیة العلیا والدنیا الموافقة لها. و مقعرة وذلك اعتماداً على الدوال -التي لیست بالضرورة محدبة

- مقعرة بالنسبة لهذه المسافة، وتدرس أیضاً استمراریة دالة مورو-البیاني لدوال محدبة- البیاني والضرب فوق/تحت - فوق/تحت
mlیوشیدا ,L بالنسبة لمسافةr -  .هاوسدورف  
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  Résumé   

  
Les fonctions marginales (supérieures M et inférieures m) d’une fonction convexe-concave L, 

jouent un rôle important dans l’étude des problèmes des points-selles. Elles permettent de 
transformer le problème à deux variables en deux problèmes en une seule variable: l’un convexe et 
l’autre concave. Ce qui nous permet d’étudier la plupart des problèmes rencontres dans l’analyse 
épi/hypo-graphique. Dans ce travail, on définit la distance de r -Hausdorff sur une classe de 
fonctions qui ne sont pas nécessairement convexes-concaves et ceci en utilisant les fonctions 
marginales supérieures et inférieures correspendantes. On étudie ensuite, la continuité de la somme 
épi/hypo-graphique et la multiplication épi/hypo-graphique des fonctions convexes-concaves par 
rapport à cette distance, ainsi que la continuité de la fonction Moreu-Yoshida ml ,L par rapport à la 
distance de r -Hausdorff. 
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لدوال بمتحول  (problèmes de minimization ) یلعب التحلیل فوق البیاني أهمیة كبیرة في دراسة مسائل القیم الدنیا

سیكي حیث كان البیان وذلك مقارنة بالتحلیل الكلا (epi-graphe)واحد من خلال الخصائص التي یتمتع بها فوق البیان 
(graphe) ] وبشكل متناظر كان للتحلیل تحت البیاني أهمیة في دراسة مسائل القیم العلیا 1[،]2یلعب الدور الأساسي .[

(Problèmes de maximisation)  من خلال خصائص تحت البیان (hypo-graphe) ومن ثم ظهر التحلیل فوق/تحت .
 (Problèmes de minimization-maximisation)السابقین، ویعالج مسائل القیم الدنیا/العلیا البیاني لیشمل كلاً من التحلیلین 

مما أدى إلى خلق مفاهیم جدیدة مثل: التقارب  (Problèmes des points-selles)أو ما یسمى مسائل النقاط السرجیة 
، البیاني-فوق/تحت، الجمع البیاني-لمشتق فوق/تحتالبیاني، ا-البیاني، التفاضل فوق/تحت- البیاني، التكامل فوق/تحت- فوق/تحت
البیاني... الخ. وقد تبنى هذه المفاهیم العدید من الباحثین في دراستهم لمسائل النقاط السرجیة وكانت معظم هذه - فوق/تحتالضرب 

  ].    3[، ]4[، ]5[، ]6[، ]7[  الدراسات ذات طبیعة توبولوجیة
البیاني من أهم عناصر التحلیل -والضرب فوق/تحت (infsup-convolution)أو  البیاني- الجمع فوق/تحتا تعد عملیت

RYXLLL مقعرة، فمن أجل الدوال- البیاني لدوال محدبة- فوق/تحت ®´:,,   تعرف: 21
  

{ }
.,),(),(

,);,(),(inf),)((
11

/

212/1

oyxLyxL

YvXuvyuxLvuLSupyxLL

he

he

>"=*

ÎÎ--+=+

-- lllll
  

  
ملكان خصائص هامة في توالضرب فوق البیاني، و  (inf-convolution)وهما تعمیمان لعملیتي الجمع فوق البیاني أو 

  ق عددیة في حل مسائل النقاط السرجیة.ائبالإضافة إلى طر ] ، min-max ]7[ ،]5نظریة 
درس هذه العملیات من وجهة نظر متریة، وهنا تظهر صعوبات أساسیة في دراسة مسائل النقاط السرجیة نفي هذا العمل، س

، المتاح في مسائل القیم الدنیا وفي مسائل القیم العلیا. فمن أجل (L'approche géometrique) وذلك لفقدان التقریب الهندسي
، وتحویل المسألة ذات mوالدوال الحدیة الدنیا  Mالتغلب على تلك الصعوبات كان لابد من العمل على الدوال الحدیة العلیا 

تحت البیاني. فبعد إعطاء بعض  المتحولین إلى مسألتین، إحداهما تدخل ضمن التحلیل فوق البیاني والأخرى ضمن التحلیل
كر في الفقرة الثانیة، بمفهوم البیاني في الفقرة الأولى. نذَّ - التعاریف والمفاهیم المتعلقة بالتحلیل فوق البیاني وبالتحلیل فوق/تحت

 على صف  هاوسدورف- rعرف مسافةن، ومن ثم Rوتأخذ قیمها في Xعلى مجموعة الدوال المعرفة على هاوسدورف- rمسافة
YXمن الدوال المعرفة على YXبرهن إن هذه المسافة تحقق الشروط المتریة علىن، و Rوتأخذ قیمها في ´ . وفي الفقرة ´

برهن أن الدالة الحدیة العلیا والدالة الحدیة الدنیا على نالبیاني و - ة العلیا والدنیا للمجموع فوق/تحتحسب الدوال الحدینالثالثة، 
لیس إلا المجموع فوق البیاني للدوال الحدیة العلیا والمجموع تحت البیاني  Kو  Lالبیاني لدالتین -  الترتیب لمجموع فوق/تحت

  البیاني. –حسب أیضاً الدوال الحدیة العلیا والدنیا للضرب فوق/تحت ن، و Kو L  للدوال الحدیة الدنیا على الترتیب للدالتین
برهن أنه إذا كانت لدینا نو  هاوسدورف-rالبیاني بالنسبة لمسافة-درس استمراریة المجموع فوق/تحتنفي الفقرة الرابعة، 

البیاني - فإن متتالیة مجموعهما فوق/تحت هاوسدورف- rة بالنسبة لمسافة المقعرة، كل منهما متقارب-متتالیتان من الدوال المحدبة
). وأخیراً 4.4البیاني (مبرهنة -)، وتعالج أیضا استمراریة الضرب فوق/تحت4.2تكون أیضا متقاربة بالنسبة لهذه المسافة (مبرهنة 

برهن أنه إذا كانت متتالیة نأهمیة ممیزة في دراسة مسائل النقاط السرجیة، و یوشیدا التي لها - درس دالة مورونفي الفقرة الخامسة، 
)(المقعرة -من الدوال المحدبة nL متقاربة بالنسبة لمسافةr -یوشیدا الموافقة لها- فإن متتالیة دوال مورو هاوسدورفml ,)( nL 

  ).5.2لنسبة لهذه المسافة (مبرهنة تكون متقاربة با
  تعاریف ومفاهیم أساسیة: -1
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     .]1[،]8[ (Analyse epi-graphique) يبعض عناصر التحلیل فوق البیانبكرة ذت
RXfین منظمین ولتكن فضاء Yو   X  لیكن   .Rوتأخذ قیمها في   Xدالة معرفة على  :®

  بالعلاقة: epi fویرمز له بـ  fللدالة  (epi-graphe)وق البیان ف فرِّ نع-
  

{ }axfRXaxfepi £´Î= )(/),(  
  

یرمز مجموعة مغلقة،  epi f تدالة مغلقة إذا كان fن إمجموعة محدبة، ونقول  epi f تدالة محدبة إذا كان fنقول إن  -
  .XG)(بالرمز  Xلمجموعة الدوال المحدبة المغلقة المعرفة على

   f¹fdomإذا كان  (proper)دالة خاصة  fن إقول ن -  
}حیث :                                   }¥+<Î= )(/ xfXxfdom  

  . -¥ولا تأخذ أبداً القیمة  +¥لا تطابق    f دالة خاصة إذا كانت  fأو نقول أن 
ف المجموع فوق البیانيرِّ نع -

e
gf + (La Somme epi-graphique) للدالتنRXgf   بالعلاقة: ,:®

  
{ } )1();()(inf))(( Xuuxgufxgf

e
Î-+=+  

fف الضرب فوق البیاني رِّ نع -
e
*l (La multiplication-epigraphique) محدبة لدالة f :بالعلاقة  

  
)2(;)())(( 1 oxfxf

e
>=* - llll  

-inf)        سابقاً   الذي أطلق علیه المجموع فوق البیاني  ف  مفهومعرَّ   نم ] أول Moreau ]9وكان الریاضي 

convolution)  ِّیم في نظریة الق الكبرى]، نظراً لأهمیته 1[،]2[،]10م من قبل معظم ریاضیي التحلیل [ر واستخدِّ ومن ثم طو
  ] ان:13ویبرهن هندسیاً [   المثلى.

gepifepigfepi ss
e

s +=+ fepifepiو        )( s
e

s ll =* )(  

  ویعرف بالعلاقة :  fیدعى فوق البیان التام للدالة   sepiحیث : 
{ }axfRXaxfepis <´Î= )(/),(  

  
المجموع تحت البیانيوبطریقة مشابهة یتم تعرِّیف 

h
gf +(La somme hypo-graphique)   للدالتینf,g :بالعلاقة  

{ }
)))(()((

)3();()())((
xgf

XuuxgufSupxgf

e

h

-+--=
Î-+=+  

gالبیاني  تحتالضرب وكذلك 
h
*m (La multiplication-hypographique) مقعرة لدالة g :بالعلاقة  

oxgxg
h

>=* - mmmm ;)())(( 1  
  ویبرهن هندسیاً أیضاً أن:

ghypofhypogfhypo ss

h

s +=+ ghypoghypoو        )( s

h

s mm =* )(  
  ویعرف بالعلاقة : gیدعى تحت البیان التام للدالة  ghyposحیث : 

{ }bb >´Î= )(/),( xgRXxghypos  
RXfنقول عن-   بحیث یكون: k تماماً  إذا وجد عدد حقیقي موجب (coercive)بأنها قسریة  :®
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)4(;)()( Xxxkxf Î"³  

=¥قسریة إذا تحقق الشرط:         fأو نقول أن 
+¥®

)(lim xf
x

  

  ].8[،]11الآن نعطي بعض التعاریف والمفاهیم الأساسیة المتعلقة بدوال ذوات متحولین [
RYXLنقول عن الدالة - ول الأول إذا كانت محدبة بالنسبة للمتح (convexe-concave)مقعرة - إنها محدبة :´®

  .ومقعرة بالنسبة للمتحول الثاني
  بالعلاقة: Lللدالة  M (La fonction marginale supérieure)ف الدالة الحدیة العلیا رِّ نع -  
  

)5(),()(
:

yxLSupxM
RXM

YyÎ
=
®

  

  بالعلاقة:  Lللدالة  m (La fonction marginale inférieure)ف الدالة الحدیة الدنیا رِّ نع -
  

)6(),(inf)(
:

yxLym
RYm

XxÎ
=
®

  

  
نقول عن دالتین و ، Yتكون دالة مقعرة على mو  Xتكون دالة محدبة على Mفإن  مقعرة-محدبة L الدالة من الواضح أنه إذا كانت

  إنهما متكافئتان إذا كان لهما نفس الدوال الحدیة العلیا ونفس الدوال الحدیة الدنیا.
KLالبیاني - ف المجموع فوق/تحترِّ نع -

he /
+ (La Somme epi/hypo-grahique) للدالتین RYXLK بالعلاقة  ,:´®

  التالیة:
{ } )7(),(),(supinf),)((

/
vyuxKvuLyxKL

YvXuhe
--+=+

ÎÎ
  

Lالبیاني-ف الضرب فوق/تحترِّ نع
he /

*l (La multiplication epi/hypo-grahique) للدالةL   :بالعلاقة  
)8(0;),(),( 11

/
>=* -- lllll yxLyxL

he
  

  
مقعرة فإن كلا من-دالة محدبة L,Kمن  كلاً  تنه إذا كانویبرهن بسهولة أ

he
KL

/
Lو  +

he /
*l 7مقعرة أیضا [-تكون دالة محدبة.[  

YXRونرمز بـ Rوتأخذ قیمها في Xلمجموعة الدوال المعرفة على  XRأخیرا، نرمز بـ YXلمجموعة الدوال المعرفة على ´ ´ 
  . Rوتأخذ قیمها في

  هاوسدورف-rمسافة -2
   :X في C. من أجل كل مجموعة جزئیة Xف على رَّ المع  دالة المسافة المولدة بالنظیم dلتكن 

  
{ }CyyxCxdCxd Î-=¥= ;inf:),(;)),(,  ،إذا كانتf=C(  

,0من أجل كل ³rr B  یرمز للكرة المغلقة فيX ونصف قطرها  المتمركزة في المبدأr ولكل ،C  فيX  ِّف:نعر                                         
BCC rr Ç=:  

  بالعلاقة: Dعلى  Cلـ  (L'excés de hausdorff)هاوسدورف  تجاوز مدى فرِّ ، نعXفي  Dو  Cأجل أي مجموعتین من 
{ }CxDxdDCe Î= );,(sup:),(;    ) باعتبارe = 0 إذا كانتf=C(  
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  بالعلاقة: Dو  Cین المجموعتین ب هاوسدورف-rف مسافة رِّ ، نع0³rمن أجل كل 

  
{ } )9(),(;),(),( CDeDCeSupCDhaus rrr =  

  
NnnDمتتالیة من المجموعات ةونقول عن أی Î)( نها متقاربة نحو المجموعة إD   فيX  بالنسبة لمسافةr-تإذا كان هاوسدورف:  

0;0),(lim ³"=
¥®

rr DDhaus nn
  

  :)XRعلى  هاوسدورف-r(مسافة 2.1تعریف 
  بالعلاقة: XRمن   gو  fبین الدالتین  هاوسدورف- rف مسافة نعرِّ 

)10(0;),(),( ³"= rrr gepifepihausgfh  
RXمجموعتین جزئیتین في   epi gو  epi fحیث  RXفي Brف ، ویعرَّ ´   بالعلاقة: ´

{ }rrr ££´Î=´ axRXaxB RX ;/),(  
Nnnfمتتالیة من الدوال ةونقول عن أی Î)( إنها متقاربة نحو الدالة  f  فيXR بالنسبة لمسافةr-تإذا كان هاوسدورف  :  

0;0),(lim ³"=
¥®

rr ffh nn
  

اه العدید من الریاضیین في دراسات ] وتبنَّ 12 [،]13ر في [ف وطوِّ عرِّ فوق البیاني كان قد -rإن هذا المفهوم الذي سمي بمسافة
  ].14[،]15[،]16[،]17[مختلفة 
YXRعلى هاوسدورف-r(مسافة 2.2تعریف  ´ (  

البیان تعریفاً هندسیاً دقیقاً مقارنةً بمفهومي فوق البیان وتحت البیان، مما أدى الى ظهور -المفهوم فوق/تحت لم یُعرف
لدوال لاستخدام ا ). ولقد كانمقعرة-محدبةذوات المتحولین (على الدوال   هاوسدورف-r مسافةصعوبات بالتطبیق المباشر ل

وال  دعلى صفوف  هاوسدورف- rإعطاء تعریف مسافة في حل بعض مسا ئل النقاط السرجیة أهمیة في لیا والدنیا العالحدیة 
  مقعرة  وذلك كما یلي:-لیست بالضرورة محدبة

YXRمن K,Lهاوسدورف بین الدالتین  -rمسافة  ف، نعرِّ 0³rمن أجل كل    بالعلاقة: ´
  

)11(),(),(),( 2121 mmhMMhKLH rrr +=  
  

  على الترتیب. K,L) هي الدوال الحدیة العلیا (الدوال الحدیة الدنیا) لكل من M2,M1 )m2,m1 :حیث
NnnLمتتالیة من الدوال ةنقول عن أی Î)( إنها متقاربة نحو الدالةL  فيYXR   :  تإذا كان هاوسدورف- r بالنسبة لمسافة ´

0;0),(lim ³"=
¥®

rr LLH nn
  

 3.2مبرهنة 
:;3,2,1 لتكن =®´ iRYXLi المقعرة. عندئذ -من الدوال المحدبة اً ثلاثrH ) تحقق الخواص الآتیة:11في (  

1 .rH  :0موجبة),( 21 ³LLH r   
2 .rH :متناظرة ),(),( 1221 LLHLLH rr =   
3. rH تحقق متباینة المثلث: لكل:{ }3,2,1));(,0();,0( =-> imepidMepidMax iir  

),(),(),( 32321331 LLHLLHLLH rrr +£  
),(0³r :0. من أجل4 21 =Û LLH r 1L  2یكافئL  
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  :البرهان

متكافئتین إذا كان  نمقعرتین تكونا- ) وباعتبار أن أي دالتین محدبتین11ینتج مباشرة من التعریف ( 4، 2، 1 الخواص إن برهان
  لهما نفس الدوال الحدیة العلیا ونفس الدوال الحدیة الدنیا.

  :لدینا rHف : أیضا حسب تعری3أما من أجل الخاصة 
  

),(),(),( 313131 mmhMMhLLH rrr +=  
  ] على كل من حدي الطرف الأیمن في العلاقة السابقة نحصل على:13في [ 2.1بتطبیق المبرهنة 

  

).,(),(
)],(),([)],(),([

),(),(),(),(),(

323213

323323213213

32321332321331

LLHLLH
mmhMMhmmhMMh

mmhmmhMMhMMhLLH

rr

rrrr

rrrrr

+=

=+++=

=+++£

  

  
  .البیاني-حساب الدوال الحدیة العلیا والدنیا للمجموع وللضرب فوق/تحت -3

  ].9[،]18" في [Inf sup = Sup inf" ر أولا بنظریةكِّ نُذ
  
  3.1 مبرهنة

RYXLلتكن   مقعرة محققة للشروط الآتیة:-دالة محدبة :´®
1 ()()(., XyL GÎ  من أجل كلy  منY.  
2 ()(., 0yL  دالة قسریة على  X  0من أجلy  منY.  
3 ()(., 1yL  على  خاصةدالة  X  1من أجلy  منY.  

  :عندئذ
{ }YyXxyxLSupyxLInf ÎÎ= ,);,(inf),(sup  

  3.2مبرهنة 
RYXKLلتكن    :تین  ولنفرض انهمقعر - تینمحدب تیندال ,:´®

,.)()(فإن   YyÎ من أجل كل )1 XyL GÎ  و)()(., XyK GÎ.  
Yyیوجد   )2 Î1    بحیث تكون)(., 1yL .دالة قسریة  
Yyیوجد   )3 Î2    بحیث تكون)(., 2yK .دالة خاصة  

  عندئذ:
21/ MMM

ehe +=  
/12حیث:  ,, MMM he  هي الدوال الحدیة العلیا للدوالLKKL

he
,,

/
  .على الترتیب +

,.)~(إذا كانت ; إضافةً لذلك  2yK  قسریة علىX  من أجلYy Î2
  فإن : ~

21/ mmm
h

he +=  
/12حیث:   ,, mmm he  هي الدوال الحدیة الدنیا للدوالLKKL

he
,,

/
  .على الترتیب +
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  ) یكون:5ف الدالة الحدیة العلیا في العلاقة (یتعر  حسب :رهانالب
  

{ }
{ }

),(inf

),(),((inf

),)(()(
//

yuSup

vyuxKvuLSupSup

yxKLSupxM

XuYy

YvXuYy

heYy
he

y
ÎÎ

ÎÎÎ

Î

=

--+=

+=

  

}                           :حیث      }),(),(),( vyuxKvuLSupyu
Yv

--+=
Î

y  

,.)()(ان  اعتماداً على الفرض وعلى خواص الدوال الحدیة المغلقة ، نلاحظ بسهولة Xy GÎy من أجل كلYyÎ من جهة  .
  أخرى لدینا:

),(),(),( vyuxKvuLyu --+³y  
vyبأخذ  yyyو     1= =+   نحصل على:  21

),(),(),( 2121 yuxKyuLyyu -+³+y  
حسب  Xدالة قسریة على  L، وكون  -¥ولا تأخذ نهائیاً القیمة  +¥) فإنها لا تطابق 3دالة خاصة حسب الفرض ( Kبما أن 
  ) فإنه حسب تعریف الدالة القسریة نستنتج أن:2الفرض (

¥+³+
¥®

),(lim 21 yyu
u

y  

+=+¥أي أن:                                   
¥®

),(lim 21 yyu
u

y  

.),(وهذا یؤكد قسریة الدالة  21 yy +y  
.),(نلاحظ من جهة أخرى أن : و  21 yy +y  وبالتالي إذا هي دالة خاصة  -¥ولا تأخذ نهائیاً القیمة  +¥لا تطابق

  نحصل على: 3.1 المبرهنةبتطبیق 
  

{ }

{ }

{ }
))((

)()((inf

)(),((inf

),(),((inf

),(),((inf)(

21

21

2

/

xMM

uxMuM

uxMvuLSup

zuxKSupvuLSup

vyuxKvuLSupSupxM

e

Xu

YvXu

YzYvXu

YvYyXuhe

+=

-+=

-+=
þ
ý
ü

î
í
ì -+=

--+=

Î

ÎÎ

ÎÎÎ

ÎÎÎ

  

مرة أخرى فنحصل  3.1ة مستخدمین تعریف الدالة الحدیة الدنیا وتطبیق المبرهنة أخیراً ، یبرهن الجزء الثاني بنفس الطریقة السابق
  على :

))(()( 21/ ymmym
h

he += . ■  
  3.3مبرهنة 

RYXLدالةكل  من أجل    :لدینا  l<0ومن أجل كل  مقعرة - محدبة  :´®

L
h

he

L

ehe

mm

MM

*=

*=

l

l

l

l

/

/
  

Lحیث:
he MM ,/

l )L
he mm ,/

l(الدوال الحدیة الدنیا) لدوالا على الترتیب لكل من ) هي الدوال الحدیة العلیاLL
he

,
/
*l.  
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  ) یكون:5تعریف الدالة الحدیة العلیا في العلاقة ( اعتماداً على: البرهان
{ }

{ }

)(
)(

),)((

),)(()(

1

11

//

xM
xM

yxLSup

yxLSupxM

L

e

L

Yy

heYy
he

*=

=

=

*=

-

--

Î

Î

l

ll

lll

ll

  

  قة الأخرى:نبرهن بطریقة مشابهة صحة العلا
L

h

he mm *= ll
/ .  ■  

  
  graphique)-(Convergence de la somme epi/hypo البیاني-تقارب المجموع فوق/تحت -4
  

  ]13[ 4.1 مبرهنة
,;2,1فضاءً منظماً ولتكن  Xلیكن  =igf ii  ًفة على رَّ مع دوالاX  وتأخذ قیمها فيRالأسفل بالعدد  ، محدودة من

RÎb  0³وتحقق الشرط الآتي: من أجل كلr  0³وq  د جیو),( qrgg   بحیث یكون:  =
);(}2,1;,)()({ ggrq ££Þ=£+£+ vuivuvguf ii  

),(),(),(عندئذ: 21212211 11
gghffhgfgfh

ee rrr 11),(حیث: ++£+ qrrr   ثابت. =

  
  4.2مبرهنة 

},:;{لتكن NnRYXLLn Î®´ و}};:,{ NnRYXKKn Î®´ المقعرة -متتالیتین من الدوال المحدبة
  : بحیث تكون 

},{) كل من مجموعتي الدوال 1 KL   و};,{ NnKL nn Î   3.2محققه لشروط المبرهنة.  
LLالدوال الحدیة العلیا) 2

n
KK

n MMMM nn LLلى الترتیب. الدوال الحدیة الدنیا(ع ,,,
n

KK
n mmmm nn ) محدودة من الأسفل ,,,

  ).RÎa(على الترتیب محدودة من الأعلى بالعدد  RÎbبالعدد
3 (LL

n mm n --   دوالاً قسریة.  ,
  ن:   یكو  0³rلنفرض أنه من أجل كلو 

  
)12(0),(lim =

¥®
LLH nn r      0   و),(lim =

¥®
KKH nn r  

  عندئذ:
)13(0;0),(lim

//
³"=++

¥®
rr KLKLH

henhenn
    

  
  :یةتالأالتمهیدیة بالبرهان نعرض  قبل البدء: البرهان

  4.3تمهیدیة 
},:;{لتكن NnRXffn Î® بالعدد سفلمتتالیة من الدوال المحدودة من الأRÎb  ولنفرض إن إحداها قسریة ولتكن الدالة

f 0,0. عندئذ من أجل كل >> er یوجد),(: regg   بحیث یتحقق الشرط التالي: =
.,),)()(( ggre ££Þ£+£+ yxyxyfxfn  



18

  :البرهان
0,0لیكن  >> er  بحیث یكونre £+£+ yxyfxfn  عدد موجب تماماً  دالة قسریة إذاً یوجد fأن . بما )()(,

k بحیث یكون)()( ykyf Nn. ومنه من أجل كل³ Î یكون)()( ykxfn -£ eولما كانت .nf  محدودة من الأسفل
)()(وبالتالي، xfn£b)(، فإن  RÎbبالعدد ykxfn -££ eb    
1)(  :نستنتج أن ومنه be -£ -ky.  

1)(لدینا:             من جهة أخرى ber -+£-+= -kyyxx  
),()(بأخذ  1 berregg -+== -k .نحصل على المطلوب ■  

  یكون لدینا: rHوحسب تعریف 0³r: من أجل كل  4.2ة مبرهنبالعودة إلى برهان ال
)14(),(),(),(

//
mmhMMhKLKLH nnhenhen rrr +=++  

MMحیث  n , )mmn KLKLلكل منعلى الترتیب ) هي الدوال الحدیة العلیا (الدوال الحدیة الدنیا) ,
henhen //

, ، واعتمادا ++
  نستطیع أن نكتب  3.2على المبرهنة 

K

e

L MMM nn     و     =+ K
ne

L
nn MMM +=  

K
h

L mmm nn   و      =+ K
n

h
L
nn mmm +=  

  ومنه:
)15(),(),( K

e

LK
ne

L
nn MMMMhMMh nn ++= rr  

)16(),(),( K
h

LK
n

h
L
nn mmmmhmmh nn ++= rr  

  
}الدوال ) تكون1حسب الفرض ( }NnLLn Î;,  قسریة علىX  فقة لها الموا ال الحدیة العلیاو الدوبالتاليLL

n MM n , 
محققة وبتطبیق هذه  4.1 مبرهنةحسب التمهیدیة السابقة تكون شروط ال) و 3) و (2باستخدام الفرض (، و Xقسریة على  هي أیضاً 

  نحصل على:) 3وبالاستفادة من العلاقة () 16) و (15ة على العلاقتین (مبرهنال
  

)17(),(),(),(
11

KK
n

LL
nn MMhMMhMMh nn

rrr +£  
)18(),(),(),(

22

KK
n

LL
nn mmhmmhmmh nn

rrr +£  

  ) نحصل على:14) في (18) و (17بتعویض (
  

)19(),(),(

)],(),([)],(),([

)],(),([)],(),([),(

2121

2211//

KKHLLH

mmhMMhmmhMMh

mmhmmhMMhMMhKLKLH

nn

KKn
n

KKn
n

LLn
n

LLn
n

KKn
n

LLn
n

KKn
n

LLn
nhenhen

gg

rrrr

rrrrr

+£

+++=

+++£++

  

11),( :حیث brrr =،),(22 arrr max),(و  = 21 rrg  n®¥) عندما 19، وبأخذ نهایة طرفي المتراجحة (=
    ■ ) نحصل على المطلوب.12وباستخدام الفرض (

  هاوسدورف.-rالبیاني بالنسبة لمسافة-المبرهنة الآتیة، تعطي تقارب الضرب فوق/تحت
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  4.4مبرهنة 
}لتكن  }NnRYXLLn Î®´ LLnالمقعرة بحیث تكون الدوال الحدیة العلیا -متتالیة من الدوال المحدبة ,:;

n MM , 
LLnالدنیا(على الترتیب الدوال الحدیة 

n mm (على الترتیب محدودة من الأعلى  RÎb) محدودة من الأسفل بالعدد ,
       :0³r)، ولنفرض أنه من أجل كلRÎaبالعدد

0),(lim =
¥®

LLH nn r  
  : عندئذ

)20(0,0;0),(lim
//

>³"=**
¥®

lrllr LLH
henhen

  
  البرهان

  یكون لدینا: rHحسب تعریف
)21(),(),(),(

//

ll
r

ll
rr ll mmhMMhLLH nnhenhe

+=**  
ll:حیث MM n , )ll mmn LLلكل من على الترتیب) هي الدوال الحدیة العلیا (الدوال الحدیة الدنیا),

henhe //
, ** ll واعتمادا ،

  نستطیع أن نكتب:  3.3على المبرهنة 
L

e
MM *= ll  وnL

nen MM *= ll  
L

h
mm *= ll  وnL

n

h

n mm *= ll  
  ) نحصل على:21وبالتعویض في العلاقة (

  
),(),(),(

//

L
h

Ln
n

h
L

e

Ln
nehenhe

mmhMMhLLH **+**=** llllll rrr  
  

  ] نستنتج أن:13في [ 6.9بتطبیق المبرهنة 
  

)22(),(

),(),(),(
//

LLH

mmhMMhLLH

n

LLn
n

LLn
nhenhe

r

rrr ll

¢

¢¢

=

+£**
  

  
),(:حیث lrrr   ■ . )20( على   وباستخدام الفرض نحصل n®¥) عندما22بأخذ نهایة طرفي المتراجحة ( ،¢=¢

  
  yosida)-reau(fonction Mo یوشیدا-دالة مورو -5

XRfلدالة l<0ذات الدلیل lfیوشیدا-رف دالة موروعَّ تُ  Î :بالعلاقة  

)23())(.
2
1(

;
2
1)(inf:)(

2

2

xf

Xuuxufxf

e l

ll

+=

þ
ý
ü

î
í
ì Î-+=

  

mlیوشیدا-رف دالة موروعَّ تُ  ,L 0الدلیلین اتذ, >> ml o ]3لدالة [YXRL ´Î  :بالعلاقة  
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)24(),))(.
2
1.

2
1((

,;
2
1

2
1),(inf:),(

22

/

22
,

yxL

YvXuvyuxvuLSupyxL

he ml

mlml

-+=

þ
ý
ü

î
í
ì

ÎÎ---+=
  

  
ml) أن الدالة24نلاحظ من العلاقة ( ,L البیاني للدالة -لیست إلا المجموع فوق/تحتL :والدالة       

  
).

2
1.

2
1( 22

ml
-=K  

  
  5.1مبرهنة 

RYXLلتكن   و   l<0عندئذ من أجل كل ، 3.2محققة لشروط المبرهنة مقعرة -دالة محدبة :´®
0>m:یكون  

)25(.
2
1 2,

l
ml

e

LL MM +=  

  
)26().

2
1( 2,

m
ml -+=

h
LL mm  

LL :حیث MM ,,ml )LL mm ,,mlلدوالكل من ا) هي الدوال الحدیة العلیا (الدوال الحدیة الدنیا) على الترتیب لLL ,,ml   
  

  البرهان:
  یكون لدینا 3.2) وبالاعتماد على المبرهنة 24حسب العلاقة (

  
K

e

LL MMM +=ml K    و  ,
h

LL mmm +=ml ,  

.(          حیث:     
2
1.

2
1( 22

ml
-=K  

.2نجد أن: Kللدالة تین الحدی التین دلبحسابات بسیطة ل
2
1
l

=KM  2 و.
2
1
m

-=Km  وبالتعویض في العلاقات السابقة

  ■ . )26) و (25نحصل على العلاقتین (
  5.2مبرهنة 

}لتكن }NnRYXLLn Î®´ بحیث تكون الدوال و  3.2المحققة لشروط المبرهنة المقعرة - متتالیة من الدوال المحدبة ,:;
LLnالحدیة العلیا

n MM LLn(على الترتیب الدوال الحدیة الدنیا ,
n mm (على الترتیب محدودة  RÎb) محدودة من الأسفل بالعدد,

LLأیضاً أن كلاً من لنفرض و )، RÎaمن الأعلى بالعدد
n mm n --   : 0³rمن أجل كلدالة قسریة وإنه  ,

  
)27(0),(lim =

¥®
LLH nn r  

  تكون:m<0 و   l<0من أجل كل  عندئذ
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)28(0),)((lim ,, =
¥® mlmlr LLH nn

  
  البرهان:

  ) یكون لدینا:11هاوسدورف في (- rحسب تعریف مسافة
  

)29(),(),(),)(( ,,,, )()(
,,

mlmlmlml

rrmlmlr
LL

n
LL

n mmhMMhLLnH nn +=  
  

  یكون: 5.1وحسب المبرهنة 
  

).
2
1().

2
1(

.
2
1.

2
1

22)(

22)(

,,

,,

mm

ll

mlml

mlml

-+=-+=

+=+=

h
LLh

L
n

L
n

e

LL

e

L
n

L
n

mmmm

MMMM

nn

nn

  

  ومنه:

)31()).
2
1(),.

2
1((),(

)30().
2
1,.

2
1(),(

22)(

22)(

,,

,,

mm

ll

rr

rr

mlml

mlml

-+-+=

++=

h
L

h
L
n

LL
n

e

L

e

L
n

LL
n

mmhmmh

MMhMMh

nn

nn

  

  
}بما أن الدوال  }NnLLn Î;,  فإن كل منها دالة قسریة على  3.2محققة لشروط المبرهنةX  العلیا الموافقة الحدیة وبالتالي الدوال

LLnلها 
n MM LL. من جهة أخرى لدینا حسب الفرض أن كل من  Xهي أیضاً قسریة على ,

n mm n -- ة وبالتالي قسریدوال    ,
  ) نحصل على:31) و (30محققة وبتطبیقها على كل من العلاقتین ( 4.1 مبرهنةالشروط  تكون 4.3حسب التمهیدیة 

)32(),(),(
1

,,)( LL
n

LL
n MMhMMh nn

rr
mlml £  

  
)33(),(),(

2

,,)( LL
n

LL
n mmhmmh nn

rr
mlml £  

  
11),,(حیث:  lbrrr 22),,(و  = marrr =  

  ) نحصل على:29) في (33) و (32بتعویض (
  

),(
),(),(

),(),(),)((
21,,

LLH
mmhMMh

mmhMMhLLH

n

LL
n

LL
n

LL
n

LL
nn

nn

nn

g

gg

rrmlmlr

=

=+£

£+£

  

  
21(حیث: ( ,(max rrg  ■ )28) نحصل على (27وباستخدام الفرض ( n®¥+بأخذ نهایة طرفي العلاقة السابقة عندما .=

 .  



22

 
 

             
[1] H. Attouch: Variational convergence for functions and operators, Pitman, London, (1984).   
[2] H. Attouch: Viscosity solutions of minimizations problems, SIAM, J. Optim. 6 (3), 551-

561, (1996). 
[3] H. Attouch, R. Wets: Convergence Theory of saddle functions, Trans. Amaer Math. Soc., 280, 

n°1, 1-14, (1983). 
[4] H. Attouch, D. Azé, R, Wets: Convergence of convex-concave saddle functions, Ann, Inst. 

H. Poincaré, Analyse non linéaire, 5, 532-572, (1988). 

[5] K. Mouallif: convergence variationnelle et méthods perturbeés pour les problèmes 
d’optimisation et point-selles, “Thése”, universitéde liege, (1989). 

[6] R. Rockafellar: Generalized second derivatives of convex functions and saddle functions, 
preprint. 

[7] M. Soueycatt: Analyse epi/hypo-graphique. J. Convex Analysis, vol. II, (13), 1-55, (1991). 
[8] R. Rockafellar: convx Analysis  Princeton University Press, Princeton N. J (1970) 
[9] J. J. Moreau: Théoréme “inf-sup” C. R. A. S, T. 285, 2720-2722, (1964). 
[10] K. Torralba: convergence epigraphique et changements d’echelle en analyse variationelle et 

optimization. “Thése”, Université de Monpellier II, (1996). 
[11] M. Soueycatt: Epi-convergence et convergence des sections. Application à la stabilité des e –

points-selles. A. V. A. M. C. vol. II, (1987). 
[12] H. Attouch, R. Wets: Epigraphic analysis, analyse non linéaire, Gauthiers-villars, paris, 

74-99, (1989). 
[13] H. Attouch, R. Wets: Quantitative stability of varational systems: I. The epigraphical distance. 

Tran. Amer. Soc. 328 (2), 695-729, (1991). 
[14] D. Azé, J. Penot: Operations on convergent families of sets and functions. A. V. A. M. C. vol. I, 

(1987). 
[15] G. Beer: Conjugate convex function, and the epi-distance topology, Proc. Amer. Soc. 108, 117-

126, (1991). 
[16] G. Beer, R. Lucchetti: Coninuity results for the epi-distance topology with applications to 

convex optimization problems, (preprint). 
[17] H. Riahi: Stability results for optimization problems relativey to epigraphic distance. 

Applications to non linear programming. A. V. M. A. C. vol. II, (1987). 
[18] J. Aubin, P. Ekland: Applied nonlinear analysis. J. Wiley intersciences, New York, (1984). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


