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 الملخّص   
  

إنهــــا مجموعــــة نجمیــــة إذا وجــــدت نقطــــة  Aنقــــول عــــن . IRnمجموعــــة كیفیــــة فــــي الفضــــاء الخطــــي  Aلــــتكن 
Ax Î0  بحیث تكون القطعة المستقیمة[ ]0, xx  محتواة فيA  وذلك من أجل كلAxÎ .  

  .  )Aضمن  x0مرئیة من  xأو ( Aضمن  xترى النقطة  x0وعندئذ نقول إن النقطة 

   : نثبت في هذا البحث النتیجتین التالیتین

)مجموعـة متراصـة بسـیطة التـرابط فـي  Aلـتكن  -1 )dIR اجتماعـاً لمجمـوعتین نجمیتـین  Aعندئـذ تكـون . 2,
مــن   Aمرئیــة ضــمن  Aبحیــث تكــون كــل نقطــة جبهیــة للمجموعــة  b,a مثــل Aإذا وجــدت نقطتــان فــي 

  . على الأقل )( b,aإحدى النقطتین 

)مجموعـــة متراصـــة بســـیطة التـــرابط فـــي  Aلـــتكن  -2 )dIR اجتماعـــاً لـــثلاث مجموعـــات  A تكـــون عندئـــذ. 2,
مرئیـة ضـمن  Aبحیـث تكـون كـل نقطـة جبهیـة للمجموعـة  a,b,cمثل  Aنجمیة إذا وجدت ثلاث نقاط في 

A ث من إحدى النقاط الثلاa,b,c  )( على الأقل .  

  
  
  
  

                                                 
  سوریة.  –اللاذقیة  –جامعة تشرین  –كلیة العلوم  –مدرس في قسم الریاضیات   *

  سوریة.  –اللاذقیة  –جامعة تشرین  –كلیة العلوم  –طالبة ماجستیر في قسم الریاضیات   **



46 
 

  2003)13) العدد (25المجلد ( العلوم الأساسیةالبحوث العلمیة  _  سلسلة و  مجلة جامعة تشرین للدراسات
Tishreen University Journal for Studies and Scientific  Research- Basic Science Series Vol  (25) No (13) 2003  

 
The Finite Union of the Star Shaped Sets in IR2 

 

                                                                                                           Dr. Adnan Zarif *  
Dr.Gaiath Ahmad* 

                                                                                                       Nijod Hassan** 

 
(Accepted 20/11/2002)  

  
  ABSTRACT    

 

Let A be a subset of the  linear space IRn. We say that  A is a star shaped set if a 

point Ax Î0  is existed so that the segment  [ ]0, xx  lies in A for all AxÎ In this case we 
say that a point x0 sees x via A (or x is seen from x0 via A).  

In this article we prove the following results:   

1- let A be a simply connected, compact set in IR2, then A is a star shaped set if 
and only if there are two points a, b in  A, so that all points )(AbdrxÎ  will be 
seen via A at least from one of the existed points a, b.  

2- let A be a simply connected, compact set in  IR2, then A is a star shaped set if 
and only if there are three points a, b, c in A, so that all points )(Abdrx Î  will 
be seen via A at least from one of the existed points a, b, c.  
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أول معیار لنجمیة مجموعة متراصة ما في الفضـاء الإقلیـدي نـوني  Krasnosel'skiiتعد نظریة كراسنسیلسكي 

، فـإن هـذه المجموعـة تكـون نجمیـة  (IRn,d)مجموعـة متراصـة فـي   Aإذا كانت  ، والتي تنص على أنه IRnالبعد 
توجـد نقطـة فـي   ,xn,xn+1  x1,x2......... مثـل Aنقطـة مـن نقـاط المجموعـة  n+1إذا وفقط إذا كان من أجل كل 

A  مثلa  بحیث تكون القطعة المستقیمة[a,xi]  محتواه فيA  1وذلك من أجل كل£ i £n+1 .  

الـــذین توصــلوا إلــى إیجـــاد الكثیــر جـــداً مــن المرادفـــات  البــاحثین،ة الســابقة كانـــت تربــة خصـــبة لآلاف إن النظریــ
  . سواء في المفهوم الخطي للنجمیة أو في حالة المفهوم المتري لها كراسنسیلسكي،والتعمیمات لنظریة 

نجمیة فهل یمكـن  Aلمتراصة وهو إذا لم تكن المجموعة ا بإلحاح،ثمة سؤالاً آخر في غایة الأهمیة یطرح نفسه 
فـي حالـة المفهـوم المتـري  IR2] ینـاقش المسـألة فـي 1إن العمـل [. كتابتها على شكل اجتماع منته لمجموعـات نجمیـة

في حالـة المفهـوم المتـري للنجمیـة مـن أجـل   IR2] یناقشها أیضاً في 2والعمل [  محدد،للنجمیة من أجل تابع مسافة 
]  فیناقشـان المسـألة المطروحـة 7] ،[6أما العملـین [. ضافة شرط الرؤیة المتریة بوضوحأي تابع مسافة ، ولكن بعد إ

  في حالة المفهوم الخطي للنجمیة بعد إضافة شرط الرؤیة الخطیة بوضوح أیضاً.

  . أما بحثنا هذا فیناقشها بمفهومها الخطي بشكل عام في الفضاء الإقلیدي ثنائي البعد

 : ]2] ، [3] ، [4] ،[5[ و]6[  

  ): 1تعریف (

أنهــا مجموعـــة محدبــة إذا تحقــق مـــن أجــل كـــل  M، نقــول عـــن  Lمجموعــة كیفیـــة مــن فضـــاء خطــي  Mلــتكن 
Myxنقطتین  Î, الشرط التالي :    

{ } MyxzLzyx Ì££-+=Î= 10,)1(::],[ lll  

  : )2تعریف (

   x0نقطة  Mإذا وجد في ،  L أنها مجموعة نجمیة في فضاء خطي Mنقول عن 

MxMxx                       :  بحیث o Î"Í ,],[                       

  .xoفي هذه الحالة مجموعة نجمیة بالنسبة لـ  Mونسمي 

  . كل مجموعة محدبة مجموعة نجمیة لكن العكس لیس صحیحاً بشكل عام: )1نتیجة (

   : )3تعریف (

ونرمـز لهـا بـالرمز ،  Mبالنسبة لها مجموعة نجمیـة نـواة  Mوالتي تكون ،  Mمن  نسمي مجموعة جمیع النقاط
Ker  M .أي أن :  

{ }MyMyxMxKerM Î"ÌÎ= ,],[:  
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  : )4تعریف (

إذا )محدبــة متریــاً ( محدبــة- dأنهــا مجموعــة  Mنقــول عــن ،  (X,d)مجموعــة كیفیــة مــن فضــاء متــري  Mلــتكن 
Myxمن اجل كل  تحققت Î, علاقةال :  

{ } MyzdzxdyxdXzyx Ì+=Î=ñá ),(),(),(::,  

   : )5تعریف (

نقطـة مثـل  Mإذا وجـد فـي  ، (X,d)في الفضاء المتري ) نجمیة متریاً ( نجمیة - dأنها  Mنقول عن مجموعة 
xo بحیث یكون :  

MxMxx o Î">Ì< ,,  

   : )6تعریف (

ونرمز لهـا  ،نواة  - d  سبة لهانجمیة بالن - d مجموعة Mوالتي تكون ،  Mنسمي مجموعة جمیع النقاط من 
   : أي أن d-kernMبالرمز 

{ }MyMyxMxKernMd Î">Ì<Î=- ,,:  

  . d-KernM=M   محدبة إذا وفقط إذا كان  - dمجموعة  M: )2نتیجة (

  . لكن العكس لیس صحیحاً في الحالة العامة نجمیة، - dمحدبة مجموعة  - dكل مجموعة : )3نتیجة (

  . العكس لیس صحیحاً بشكل عام إنما محدبة، مجموعاتدبة مح - d اتمجموعال: )4نتیجة (

  . لكن العكس لیس صحیحاً في الحالة العامةو  نجمیة،نجمیة هي مجموعة  -dكل مجموعة : )5نتیجة (

   : )7تعریف (

. A نقطتــین مــن نقــاط x,yو ،مجموعــة مــا  nIRAÍالفضــاء الإقلیــدي نــوني البعــد ، ولــتكن  (IRn,d)یكن لــ
  . ÌA[x,y]إذا كان ) Aضمن  xمرئیة من  yأو ( Aضمن  yى النقطة تر  xنقول إن النقطة 

   : )8تعریف (

 xنقــول إن النقطــة . مجموعــة مــا BÍA، ولــتكن  Aنقطــة مــا مــن نقــاط  xو مجموعــة مــا ،  nIRAÍلــتكن 
  . Bمن نقاط  كل نقطة Aترى ضمن  xإذا كانت النقطة ،  Aضمن  Bترى المجموعة 

   : )9تعریف (

),(في  Aبوضوح ضمن  yترى النقطة  xن النقطة إنقول  dIRn  ، إذا وجدت مجاورة لـy  فيnIR  مثلN 
ANالمجموعة  Aضمن  xبحیث ترى النقطة ،  Ç.   
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   : )10تعریف (

 تملـــك مركبـــة nIRأنهـــا بســـیطة التـــرابط إذا كانـــت متممتهـــا فـــي  Aنقـــول عـــن . مجموعـــة مـــا nIRAÍلـــتكن 
  . مترابطة مركبات تملك عدة  nIRنها منتهیة الترابط إذا كانت متممتها في إونقول عنها . واحدة مترابطة

   : )11تعریف (

ونرمــز لهــا ،  A  أصــغر مجموعــة محدبــة تحــوي Aنســمي الغــلاف المحــدب لـــ . مجموعــة مــا nIRAÍلــتكن 
   .Conv(A)بالرمز 

  : ههذدراستنا التالیة خلال  الرموزسوف نستخدم 

ex(A), int(A), bdr(A)  وتعني جبهیةA     داخلیة وA   خارجیة وA على الترتیب .  

L(x,y)  وتعني المستقیم المار من النقطتینy, x.  

 Nr(x) كرة مفتوحة في  وتعني),( 2 dIR  مركزهاx  ونصف قطرهاr>o.  

1 
),(مجموعة متراصة بسیطة الترابط من نقاط الفضـاء الإقلیـدي ثنـائي البعـد  Aلتكن  2 dIR .  عندئـذ تكـونA 

بحیـث تكـون كـل نقطـة جبهیـة للمجموعـة  b,aثـل م Aتین إذا وفقط إذا وجـدت نقطتـان فـي یاجتماعاً لمجموعتین نجم
A  مرئیة ضمنA  من إحدى النقطتینb,a )على الأقل( .  

  : البرهان

  : لزوم الشرط

  . تینیمجموعتین نجم A2,A1حیث  A=A1UA2لنفرض أن 

),(مجموعة متراصـة فـي  Aوذلك لأن  xÎAنقطة كیفیة عندئذ  AbdrxÎ)(لتكن  2 dIR  فهـي مغلقـة فـي
AAbdrهذا الفضاء وبالتالي  Í)( .  

21وهكذا تكون  AAx UÎ وینتج عن ذلك :  

AAxaAa     : عندئذ مجموعة نجمیة A1و  xÎA1إما  ÍÍÎ$ 11 ],[:  

AAxbAb      : عندئذ مجموعة نجمیة A2و xÎA2 أو      ÍÍÎ$ 22 ],[:   
21أو        AAx IÎ  وA1,A2 عندئذ مجموعتین نجمیتین :           

21 ],[&],[ AxbAxa ÍÍ :& 21 AbAa Î$Î$  

مـــن  Aضـــمن   مرئیـــة xفـــإن  AbdrxÎ)(تحققـــان أیـــا كانـــت  Aفـــي المجموعـــة  b,aأي أنـــه توجـــد نقطتـــان 
  . )على الاقل( b,aنقطتین  الإحدى 
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    :كفایة الشرط

من إحدى  Aمرئیة ضمن  Aبحیث تكون كل نقطة جبهیة للمجموعة  b,aمثل  Aبفرض أنه توجد نقطتان في 
  . )على الأقل( b,aالنقطتین 

  : لنضع
{ }
{ }AxbAxA

AxaAxA
ÍÎ=
ÍÎ=

],[:
],[:

2

1  

  :aمجموعة نجمیة بالنسبة لـ   A1لنثبت أن و 

                          : إذن
1

1

],[&
],[],[],[&

AzAzaAz
AxazaxazAx

ÎÞÍÎ
ÍÍÞÎ"Î"  

],[1فــإن  [a,x]فیــة مــن كی zبمــا أن  Axa Í  1أیــا كانــتAx Î.  إذنA1  مجموعــة نجمیــة بالنســبة
  .bمجموعة نجمیة بالنسبة لـ  A2وبنفس الطریقة نثبت أن ،  aلـ

  A=A1UA2  : لنبرهن أن

   : نجد A2,A1من تعریف المجموعتین 

)1(& 2121 AAAAAAA ÍÞÍÍ U  

 int(AxÎ(أو   AbdrxÎ)(إمـا   AxÎواء الثـاني صـحیحاً لـدینا مـن أجـل جمیـع النقـاط وعندما یكون الاحتـ
  xÎbdr(A)عندما -1

  على الأقل ).( b,aمن إحدى النقطتین  Aفرض مرئیة ضمن الحسب  xعندئذ تكون 

  إذ كما نعلم: 

2121

212

211

],[&],[
],[
],[

AAxAAxAxbAxa
AAxAxAxb
AAxAxAxa

UI

U

U

ÎÞÎÞÍÍ
ÎÞÎÞÍ
ÎÞÎÞÍ

  

  لذي یقتضي صحة مایلي:الامر ا

)1()())(( 2121 ¢ÍÞÎÞÎ" AAAbdrAAxAbdrx UU  

  

   xÎint(A)أما عندما -2

  . )على الأقل( b,aمن إحدى النقطتین  Aمرئیة ضمن  xأن نثبت أن  یكفي

Axaفإن  Aضمن  xلا ترى  aو a=bنلاحظ أنه إذا كانت  Ë],[ وبالتالي :  

AxyxaAbdryy ÍÎ$ ],[&],[)(: I  
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Ayaبینما  Ë],[  لذلك فإنa  لا ترى النقطة الجبهیةy  مع الفرض، وهذا یتناقض.  

21)، وبالتالي  2AxÎأو (  1AxÎفإن ) b=xأو ( a=xإذا كان و   AAx ÈÎ .  

،  b,aالنقطتـــین مـــن أي مــن  Aغیــر مرئیـــة ضــمن  xÎAأن النقطـــة و  a¹b x¹a,b&نفــرض أن بشــكل عـــام 
  . وذلك من أجل الحصول على تناقض

ــــــــــه توجــــــــــد قطعــــــــــة مســــــــــتقیمة  xÎint(A)بمــــــــــا أن  ــــــــــي المجموعــــــــــة xمــــــــــارة مــــــــــن  [a1,a2]فإن ــــــــــواة ف             ومحت
AI L(a,x)  ـــاً مـــع نقطـــة  a2,a1وبالتـــالي تكـــون كـــل مـــن  .)1الشـــكل (، a<a1<x<a2بحیـــث یكـــون طولهـــا أعظمی

أیـا مـن النقطتـین  Aلا تـرى ضـمن  a، كمـا أن النقطـة ) أعظمـي [a1,a2]لأن طول القطعـة المسـتقیمة ( Aجبهیة لـ 
a2,a1  ، ولبرهــان ذلــك نفــرض أن النقطــةa  تــرى النقطــةa1  ضــمنA  أي أن[a,a1]ÍA  ولــدینا[a1,x]ÍA  وینــتج

   : عن ذلك
[a,x]=[a,a1]U[a1,x]ÍA  

ـــــــي أن النقطـــــــة  ـــــــرى  aوهـــــــذا یعن ـــــــاق Aضـــــــمن  xت ـــــــذلك النقطـــــــة  فرضـــــــنا،ض ممـــــــا ین ـــــــرى النقطـــــــة aوب                  لا ت
a1  ضمنA .  

  . Aضمن    a2لا ترى  aأي أن  ËA[a,a2]الذي ینتج عنه  A & [a,x]Í[a,a2] Ë [a,x]ولدینا 

عـــــة ومحتـــــواة فـــــي المجمو  xمـــــارة مـــــن  [b1,b2]توجـــــد قطعـــــة مســـــتقیمة  bوبمناقشـــــة مماثلـــــة بالنســـــبة للنقطـــــة 
AI L(b,x)  بحیث یكون طولها أعظمیاً معb<b1<x<b2 ،) نلاحظ أن كلا من . )1الشكلb1,b2  نقطة جبهیة لـ

A  ، كما أن النقطةb  لا ترى ضمنA  أیا من النقطتینb2,b1 .  

),(إن  baLxÏ  وإلا فـــــــإن النقـــــــاطa  ،a2  ،x  ،b2  ،b  تقـــــــع علـــــــى المســـــــتقیم)a,b (L وحیـــــــث    أن ، : 
[ ] Aab Ì1, و[ ] [ ]1,, abxb Ì  یكون[ ] Axb Ì,  وهذا یتناقض مع الفرض .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )1الشكل (
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تـرى  bفحسب فرض النظریة تكون النقطة  a2,a1أیا من النقطتین الجبهیتین  Aلا ترى ضمن  aبما أن النقطة 
  : مجموعة بسیطة الترابط فإن Aكون بو  a2,a1طتین كلتا النق Aضمن 

conv{b,a1,a2}ÍAÞ[b,x]ÍA  
  . وهذا تناقض Aضمن  xترى النقطة  bأي أن النقطة 

ترى  aفحسب فرض النظریة تكون النقطة  b2,b1أیا من النقطتین الجبهیتین  Aلا ترى ضمن  bبما أن النقطة 
  : الترابط فإن مجموعة بسیطة Aكون بو  ، هاتین النقطتین Aضمن 

conv{a,b1,b2}ÍAÞ[a,x]ÍA  
  . وهذا تناقض Aضمن  xترى النقطة  aأي أن النقطة 

  . )على الأقل( b,aمن إحدى النقطتین  Aمرئیة ضمن  xالسابقة أن النقطة نستنتج حسب المناقشة 

  : إذا كانت

2121

212

211

],[&],[
],[
],[

AAxAAxAxbAxa
AAxAxAxb
AAxAxAxa

UI

U

U

ÎÞÎÞÍÍ
ÎÞÎÞÍ
ÎÞÎÞÍ

  

  : فإن

)2()int())int(( 2121 ¢ÍÞÎÞÎ" AAAAAxAx UU  

2)( و 1)(من الاحتوائین    : نجد ¢¢

21 AAxAx UÎÞÎ"  

   AÍA1UA2         (2)                  : ومنه

   : ) نجد2(و )1من (   
A=A1UA2  

      : مع A2,A1تین یعبارة عن اجتماع مجموعتین نجم Aأي أن المجموعة 
aÎKernA1 & bÎKernA2  

 
2 

),(قاط الفضـاء الإقلیـدي ثنـائي البعـد مجموعة متراصة بسیطة الترابط من ن Aلتكن  2 dIR.   تكـون عندئـذA 
بحیث تكـون كـل نقطـة جبهیـة   c,b,aمثل  Aط في انق ثلاث  اجتماعاً لثلاث مجموعات نجمیة إذا وفقط إذا وجدت

  . )على الأقل( c,b,aمن إحدى النقاط الثلاث  Aمرئیة ضمن  Aللمجموعة 
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  : البرهان

  : لزوم الشرط

  . مجموعات نجمیة A3,A2,A1حیث  A=A1UA2UA3لنفرض أن 

),(مجموعـة متراصـة فـي  A ، إذ كمــا نعلـم xÎAندئـذ ع. نقطـة كیفیـة AbdrxÎ)(لـتكن و  2 dIR وبالتــالي 
AAbdrفیه ، أي مغلقة  Í)( 321 : ، الامر الذي یقتضي صحة الانتماء AAAx UUÎ  

  : منهینتج والذي 

AAxaAa       : عندئذ مجموعة نجمیة A1و  xÎA1إما  ÍÍÎ$ 11 ],[:  

AAxbAb        : عندئذ مجموعة نجمیة A2و xÎA2 أو      ÍÍÎ$ 22 ],[:   
AAxcAc        : عندئذ مجموعة نجمیة A3و  xÎA3أو  ÍÍÎ$ 33 ],[:  

21أو        AAx IÎ  وA1,A2 عندئذ مجموعتین نجمیتین :           
21 ],[&],[ AxbAxa ÍÍ :& 21 AbAa Î$Î$  

31أو        AAx IÎ  وA1,A3 عندئذ مجموعتین نجمیتین :  
31 ],[&],[ AxcAxa ÍÍ :& 31 AcAa Î$Î$  

32أو        AAx IÎ  وA2,A3 عندئذ نجمیتینمجموعتین :  

32 ],[&],[ AxcAxb ÍÍ:& 32 AcAb Î$Î$  

321 أو        AAAx IIÎ وA1,A2,A3  عندئذمجموعات نجمیة :  

      321 ],[&].[&],[ AxcAxbAxa ÍÍÍ:&& 321 AcAbAa Î$Î$Î$   

مـن إحـدى النقـاط  aمرئیـة ضـمن  xن فإ AbdrxÎ)(تحقق أیا كانت  Aفي  c,b,aأي أنه توجد ثلاث نقاط 
  . )على الاقل( cأو  b,aالثلاث  

  :  كفایة الشرط

مـن  Aمرئیـة ضـمن  Aبحیث تكون كل نقطة جبهیة للمجموعـة  c,b,aمثل  Aبفرض أنه توجد ثلاث نقاط في 
  . اجتماع لثلاث مجموعات نجمیة A، ولنثبت أن ) ( على الأقلcأو  b,aإحدى النقاط الثلاث 

  : لنضع

{ }AxaAxA ÍÎ= ],[:1  

{ }AxbAxA ÍÎ= ],[:2  
{ }AxcAxA ÍÎ= ],[:3  

  :aمجموعة نجمیة بالنسبة لـ   A1لنثبت أن 

AxazaxazAx ÍÍÞÎ"Î" ],[],[],[&1  
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&],[1      : إذن AzAzaAz ÎÞÍÎ  

],[1فـــــــــــإن  [a,x]كیفیـــــــــــة مـــــــــــن  zبمـــــــــــا أن  Axa Í  1أیـــــــــــا كانـــــــــــتAx Î  ،ن إذA1 مجموعـــــــــــة نجمیـــــــــــة                
  .c لـ  مجموعة نجمیة بالنسبة A3و bمجموعة نجمیة بالنسبة لـ  A2وبنفس الطریقة نثبت أن ،  a ـل  بالنسبة

  A=A1UA2UA3             : لنبرهن أن

   : نجد A3,A2,A1 اتمن تعریف المجموع

)1(&& 321321 AAAAAAAAAA ÍÞÍÍÍ UU  

  . من أجل الحصول على تناقض ومن أجل الاحتواء الثاني نفرض العكس

  xÏA1UA2UA3  &  xÎA       : لنفرض وجود

  : أو داخلیة Aنقطة جبهیة لـ . xأي إما أن تكون 

321&)(إذا كانـــت  AbdrxAAAx ÎÏ UU  فهـــذا یعنـــي أنx غیـــر مرئیـــة ضـــمنA  مـــن أي مـــن النقـــاط
c,b,a  ، وهي نقطة جبهیة لـA مما یناقض فرض النظریة .  

وإلا عــدنا  x¹a,b,c  & a¹b¹cالمسـألة أن  بـدون المســاس بعمومیـة : سـنفترض xÎint(A) فـي حــالأمـا  
  . )1لنظریة (ل

321 طالما أن AAAx UUÏ فإن x  غیر مرئیة ضمنA  من أي من النقاطc,b,a أي ، :  

AyxayyAxa ÏÎ$ÞË 111 &],[:],[  

AyxbyyAxb ÏÎ$ÞË 222 &],[:],[  
AyxcyyAxc ÏÎ$ÞË 333 &],[:],[  

  :  يوهذا بدوره یقتض

  AxaAaaxaAbdraa ÍÍÇÎ$ ],[&],[;],[)(, 2121  

AxbAbbxbAbdrbb ÍÍÇÎ$ ],[&],[;],[)(, 2121  

AxcAccxcAbdrcc ÍÍÇÎ$ ],[&],[;],[)(, 2121  

Aaaوعندئذ  Ë],[ Aaaلأنه لو كانت   2 Ì],[    : لكان 2

Axaaaxa ÍÈ= ],[],[],[ 22  

  وهذا تناقض. Aضمن  xترى النقطة  aوالذي یعني أن النقطة 

Abb  :وبنفس الطریقة نثبت أنَّ  Ë],[ 2                &Acc Ë],[ 2 

   : نمیز حالتین
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q الحالة الأولى :                      },,{ cbaconvxÏ  

   : ویكون لدینا

  . c2, b2, a2نقطتین من النقاط  Aترى ضمن  c,b,aإحدى النقاط -1

Aabلنفرض أن:   Í],[ Acbو  2 Í],[ Abaو 2 Í],[   ) 2الشكل ( 2

  

  

  

  

  

  

  

  )2( الشكل

ولإثبات ذلك نفرض العكس، أي بفـرض  L (a,b) أو    L(b,c)لا تنتمي إلى أي من المستقیمات  xإن النقطة 
   : یكون لدینا ما یلي L(a,b)تقع على المستقیم  xأن النقطة 

Aab : ، وحیث أن L(a,b)ستقیم تنتمي للم b,b2,x,a2,aالنقاط  Ì],[ ],[],[و  2 2abxb Ì  

Axb : یكون Ì],[  تناقض مع أنb  لا ترى ضمنA  النقطةx   ًإذا),( baLxÏ.  

   .  L(b,c)لا تنتمي إلى المستقیم xوبنفس الطریقة نثبت أن النقطة 

مجموعـة بسـیطة التـرابط فـإن  A،وبمـا إن  Aواقعـاً ضـمن  ba2xc2الشـكل الربـاعي  ینتج من الفرض أن محـیط
Axbبأكمله ،وینتج عن ذلـك أن  Aهذا الرباعي یقع ضمن  Í],[  وهـذا یتنـاقض مـعx  غیـر مرئیـة ضـمنa  مـن

b .  

    . c2, b2,  a2نقطة من النقاط   Aترى ضمن  c,b,aكل نقطة من النقاط  -2

Aba  : لتكن Í],[ Acbو  2 Í],[ Aacو 2 Í],[   ).3الشكل ( 2

ونثبـت ذلـك بطریقـة مشـابهة للمناقشـة  L(a,c)أو  L(b,c)أو  L(a,b)لا تقع على أي من المستقیمات  xإن النقطة 
  . )1في (

int(Ax(بمـــــا أن  Î ـــــداد القطعـــــة أول نقطـــــة جبهیـــــة              x] مـــــن جهـــــة c,xالمســـــتقیمة [  فإننـــــا نأخـــــذ علـــــى امت
Accوعندئذ فإن  . c3ولتكن  Aلـ  Ë],[ Axcلأن 3 Ë],[.  
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  ) 3الشكل( 

  

Acaإذا كانــــــــــــــــت  Í],[ Abxcaconvفــــــــــــــــإن  3 Í},,,{ مجموعــــــــــــــــة بســــــــــــــــیطة التــــــــــــــــرابط  A، لأن  23
ÜÍ Axa   . xالنقطة  Aلا ترى ضمن  aوهذا یتناقض مع أن النقطة  ],[

Acbإذا كانـت  Í],[ Accbconvفـإن   3 Í},,{ 23 ÜÍ Axb لا  bوهـذا یتنـاقض مـع أن النقطـة  ],[
  .xالنقطة  Aترى ضمن 

ممـــا  c,b,aمـــن أي مـــن النقـــاط  Aرئیـــة ضـــمن غیـــر م Aلــــ  c3مـــن المناقشـــة الســـابقة نجـــد أن النقطـــة الجبهیـــة 
  . (على الأقل)a,b,cمن إحدى النقاط  Aمرئیة ضمن  Aیتناقض مع أن كل نقطة جبهیة لـ 

q الحالة الثانیة :                            },,{ cbaconvxÎ 

   : یكون لدینا    

  .c2,b2,a2نقطتین من النقاط  Aترى ضمن  c,b,aإحدى النقاط -1

Aabلنفرض أن  Í],[ Acbو  2 Í],[ Abaو 2 Í],[   ).4الشكل ( 2

ولتبیان صـحة ذلـك نجـري مناقشـة مشـابهة للمناقشـة  ,L(a,b) L(b,c)لا تقع على أي من المستقیمات  xإن النقطة 
  . ) من الحالة الأولى1في (

مجموعـة بســیطة  A،و  Aلأن القطـع المســتقیمة المشـكلة لــه محتـواة فــي وذلــك  Aمحتــوى فـي  ba2xc2إن الربـاعي 
Axbالترابط ، مما یعني أن  Í],[  وهذا یتناقض معx  غیر مرئیة ضمنA منb .  
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  ) 4الشكل( 

  . c2,b2,a2نقطة واحدة من النقاط  Aترى ضمن  c,b,aكل نقطة من النقاط -2

Acaلنفرض أن  Í],[ Aabو  2 Í],[ Abcو 2 Í],[   ).5الشكل ( 2

ولتبیــــان صــــحة ذلــــك نجــــري مناقشــــة  ,L(a,b) L(a,c), L(b,c)لا تنتمــــي إلــــى أي مــــن المســــتقیمات  xإن النقطــــة 
  . ) من الحالة الأولى1مشابهة للمناقشة في( 

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) 5الشكل( 

  



58 
 

  . b3ولتكن  Aأول نقطة جبهیة لـ  x] من جهة b,xنأخذ على امتداد القطعة المستقیمة [  int(AxÎ(بما أن 

Abbإذا كانت Í],[ Axbفإن   3 Í],[  وهذا یتناقض معx  غیر مرئیة ضمنA  منb .  

Abcإذا كانت  Ì],[ AbbcconvAxcفإن  3 ÍÜÍ },,{],[ غیر مرئیـة ضـمن  xتناقض مع وهذا ی 32
A  منc .  

Abaوبذلك فإن  Í],[   . Aضمن  b3ترى النقطة  aأي أن النقطة  3

  . [x,b3 ]مع  [a,c2] تقاطعنقطة  tلتكن  

Abtaconv(*)            إن:       Í},,{ 3  

Abxaconvبمــــا أن  Ë},,{ ،فإنــــه توجــــد نقــــاط علــــى القطعــــة  Aضــــمن  xلا تــــرى النقطــــة  aلأن النقطــــة  3
  . ] تحقق علاقة احتواء كالعلاقة (*) ونقاط لا تحقق ذلكx,tالمستقیمة [ 

],[لتكن  txyÎ  أقرب نقطة لـt  تحققAbyaconv Ë},,{ ],[)(وعندئذ توجد نقطة ،  3 Aexayz ÇÎ .  

 IR2فــي  Nr(z)وبــذلك توجــد كــرة مفتوحــة ، IR2مفتوحــة فــي ة عــمجمو  IR2\Aفــإن  IR2مغلقــة فــي  Aبمــا أن 
  :  بحیث

AIRzNIRr r \)(&0 2ÍÎ<  

f¹Ç : من ناحیة ثانیة لدینا },,{)( 3byaconvzNr   

)(},,{ : لتكن 3byaconvzNrs ÇÎ  مع],[ yas Ï  وبذلك تكونAsa Ë],[ .  

   : وعندئذ فإن [x,b3 ]مع  a,sر من نقطة تقاطع  المستقیم الما uلتكن 

[ ] AuaAbuaconv ËÜË ,},,{ التـــــي تحقـــــق  tهـــــي النقطـــــة الأقـــــرب لــــــ  yوهـــــذا تنـــــاقض مـــــع كـــــون  3
Abyaconv Ë},,{   .Aضمن  b3لا ترى النقطة  aوینتج عن هذا التناقض أن النقطة . 3

ــــــــــى  ــــــــــا الحــــــــــالتین الســــــــــابقتین وصــــــــــلنا إل ــــــــــي كلت ــــــــــاقض،ف ــــــــــرض الخــــــــــاطئ بو  تن ــــــــــث  xجــــــــــود ســــــــــببه الف حی
)(\ 321 AAAAx ÈÈÎ  لذلك فإن ،x  321غیر موجودة ، وبالتالي فإن AAAA ÈÈ= .  

  : حیث c,b,aنواها تحوي النقاط  نجمیة،عبارة عن اجتماع ثلاث مجموعات  Aوهكذا تكون المجموعة  

321 ker&ker&ker AncAnbAna ÎÎÎ  

   : ملاحظة

 kاجتماعـاً لــ  IR2فـي  المجموعـة المتراصـةوهو هل تكون  السابقتین،یتین یتبادر إلى الذهن سؤال مرتبط بالنظر 
بحیـث تكـون كـل نقطـة جبهیـة لهـذه المجموعـة  x1,x2,...,xkنقطـة  kمجموعة نجمیـة عنـدما وفقـط عنـدما توجـد فیهـا 

  . مرئیة من إحدى هذه النقاط على الأقل
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] مثـال یوضـح مـن أجـل المفهـوم المتـري للنجمیـة 1[لأنـه ورد فـي العمـل  سـلبیة،إن الإجابة على السـؤال السـابق 
  . ، وهذا المثال ینطبق على المفهوم الخطي أیضاً  K=4أن القضیة السابقة غیر صحیحة عندما 

   : )1مثال (

مجموعـــــــــــــة متراصـــــــــــــة بســـــــــــــیطة التـــــــــــــرابط مـــــــــــــن نقـــــــــــــاط الفضـــــــــــــاء الإقلیـــــــــــــدي ثنـــــــــــــائي البعـــــــــــــد                            Aلـــــــــــــتكن 
)IR2, d) 6) الشكل( .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )6الشكل( 

  

yxyxdحیث أن المترك المستخدم في هذا المثال هو  +=),(   

، لكنها لا  dأو  c,b,aمن النقاط  Aضمن ) وبالتالي مرئیة( مرئیة متریاً  Aإن جمیع النقاط الجبهیة للمجموعة 
ــاً ،بــل علــى   الأقــل خمــس مجموعــات نجمیــة متریــاً یمكــن أن تكتــب علــى شــكل اجتمــاع أربــع مجموعــات نجمیــة متری

أو  c,b,aمـن أي مـن النقـاط  Aوبالتالي نجمیة )، لأن مجموعة النقاط داخل المستطیل المظلل غیـر مرئیـة ضـمن (
d .  

] مثال یوضح من أجل مفهوم الرؤیة بوضوح للنجمیة أن القضیة السـابقة غیـر صـحیحة 6أیضاً ورد في العمل [
  . ینطبق على المفهوم الخطي في حالة الرؤیة وكذلك هذا المثال، k=4عندما 
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  : )2مثال(

مجموعـــــــــة مغلقـــــــــة بســـــــــیطة التـــــــــرابط بحیـــــــــث تكـــــــــون جبهتهـــــــــا عبـــــــــارة عـــــــــن منحنـــــــــي مضـــــــــلعي  Tلـــــــــتكن  
( )110321 ,,....,,, vvvvv=l ) 7كما في الشكل( .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) 7الشكل( 

  : ولتكن

[ ]{ }( )8,7,2,1:, =ÈÈ= iwvTA ii  

أو   v7, v2, v1مـن إحـدى النقـاط  Aضـمن ) وبالتـالي مرئیـة( مرئیـة بوضـوح Aإن كل نقطـة جبهیـة للمجموعـة 
v8  ولكن لا یمكن كتابة المجموعة،A  على شكل اجتماع اربع مجموعات نجمیـة، بـل علـى الأقـل خمـس مجموعـات

  . v8أو  v7, v2, v1من أي من النقاط   Aغیر مرئیة ضمن  abcdنجمیة، لأن النقاط الداخلیة للرباعي 
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