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 الممخّص  
 
 

كثيارة اصفارئر ىاس مسامبا مرت حاا  ممائ يةعييائ  LUطرالا  تحييال  يعتبر حل مسائلل اببرمةاا ابيطياا بئساتي ام
كثيارة  LUمةئلا ميمئ بيبحث   ابتط ير. بذبك نكرس اىتمئمنئ فس ىذه ابمقئبا عيا  تطا ير ي ارزميائت مان نا ع تحييال 

 LUتحييال  . نفا  فاس ىاذه ابمقئباا يا ارزميتين فعائبتين تعتما ان عيا ابمع با اصفرئر عن  تنريذ ي ارزميا سيمبييكس
بحااال مسااامبا اببرمةاااا ابيطياااا كثيااارة اصفااارئر. نةااارح ابع يااا  مااان تةااائرب ابمحئكااائة ابحئسااا بيا بت  اااي  فعئبياااا ىااائتين 

 – Golub  طريقااا Golub – Bartelsطريقاا ابيا ارزميتين. نقائرن ابنتاائلح ابحئفايا ماال تياك ابنئتةااا مان تطبياا  

Bartels  كثيرة اصفرئر   طريقاForrest – Tomlin   طريقا Reid  .باين مان نبتبيائن فعئبياا ابي ارزميائت ابمطا رة
ابتةئرب ابع  ياا نن ابيا ارزميتين ابمقتارحتين ىمائ اصف ال باين ابي ارزميائت ابم ر ساا  باذبك ن فاس بئساتي اميمئ فاس 

 ابمكتبئت اببرمةيا ابةئىزة كب يل عن ابطرال  ابحئبيا بحل مسئلل اببرمةا ابيطيا كثيرة اصفرئر. 
 

 ت مرتئحيا:كيمئ
   كثيااارة اصفااارئر  مسااامبا برمةاااا يطياااا كثيااارة اصفااارئر LUتحييااال    ي ارزمياااا سااايمبييكس ابمع باااا 

 . كثيرة اصفرئر Golub – Bartels طريقا
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  ABSTRACT    

 
 

The solution of linear programming problems by sparse LU decomposition is an open 

problem providing room for further research. This paper tries to develop sparse LU 

decomposition – based algorithms when implementing Simplex algorithm.  

In this paper, we describe efficient algorithms which are based on LU decomposition 

for solving sparse linear programming problems. Many numerical simulations are carried 

out to illustrate the efficiency of the proposed algorithms. We compare the obtained results 

with Golub – Bartels method, Sparse Golub – Bartels method, Forrest – Tomlin method 

and Reid method to show the efficiency of the proposed algorithms. From the numerical 

experiments carried out, it is shown that the proposed algorithms are much better than that 

of available methods. So we recommend using this method in software packages as new 

alternative for solving the sparse linear programming problems.   

 

 
Key Words: 

 Revised Simplex Algorithm, Sparse LU-Decomposition, Sparse Linear 

Programming Problem, Sparse Golub–Bartels method. 
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 :(Introductionمقدمة ). 1
فس كال يطا ة ( Sparsity)تع  مسمبا اببرمةا ابيطيا  اح ة من مسئلل ع ي ة تستي م مزايئ تقنيئت ابلافرريا 

من مسئلل اصمثييئت ابتس تعر  بعبئرة يطيا تي ل بعا   مان ابقيا    اعئم امسئلل اببرمةا ابيطيا بفر تعتبرتكرار. 
إلا  . ابتعبيار عان ابمسامبا  فا  ابااكل ابقيئساسابمع باا كس يابيطياا بطريقاا سايمبييتطيب حل مسئلل اببرمةاا  ابيطيا.

 )متبئيناائت( إذ غئبباائم ماائ ي عباار عاان ابقياا   بمتراةحاائت   نن مساائلل اببرمةااا ابيطيااا لا تاامتس ةميعياائ فااس اباااكل ابقيئسااس
باذا فائبيط ة اص با   ئ غيار سائببا.ابقارار  فاس بعاض ابمسائلل   ا  لا تكا ن ةميعيا غياراتب لا من ابمعئ لات. كمائ نن مت

إذا تح يال ابمتراةحاائت إبا  معاائ لات ياتم ب  اائفا  إبا  مساامبا ذات ااكل  يئسااس. ئابيطااس ىاس تح ييياا بنما ذجفاس حاال ا
 متح لات ة ي ة بتمثل ابرر  بين ابطرفين اصيسر   اصيمن بكل متراةحا.

نئفاار ابلافاارريا بمفاار فا اصمثاائل فااغيرة معظاام مساائلل اببرمةااا ابيطيااا ىااس كثياارة اصفاارئر نح نن نساابا ابع
عياااا  اسااااتثمئر اببنيااااا ابفاااارريا. ماااال ابمع بااااا اصىميااااا ابعيميااااا   ابنةاااائح ابتةاااائرح بي ارزميااااا ساااايمبييكس تعتماااا  ةاااا ا. 

ابتكن ب ةيااائ ابحئبياااا يمكااان حااال مسااائلل اببرمةاااا ابيطياااا كثيااارة اصفااارئر بملاياااين ابمتغيااارات  ابقيااا   بئساااتي ام طريقاااا 
. مااان ةياااا نيااارى  تفاااب  مسااائلل اببرمةاااا ابيطياااا ابكثيراااا غيااار ةذاباااا إذا تةااائ ز عااا   ابمتغيااارات  بااااابمع سااايمبييكس

كثيارة اصفارئر. إن حال  LUتحييال   ى  ابمع با من ي ارزميا سيمبييكس  ئم ىئم ئم . سننئ ش فس ىذه ابمقئبا ةئنب10000
كثيرة اصفرئر. إن تنريذ اببنيا ابفارريا  LUل مسئلل اببرمةا ابيطيا كثيرة اصفرئر يك ن ممكنئ بئستي ام طرال  تحيي

ن تحييااال    ىااا  مساامبا فاااعبا تتطياااب يبااارة كبيااارة.ابمع باااا يااالال تنرياااذ ي ارزمياااا سااايمبييكس   LUبتحيياال  كثيااارة  LUا 
مسئلل اببرمةا ابيطيا كثيرة  نظرام صن نسبا كبيرة من  .ابمع با اصفرئر ى  ةزء ىئم فس تنريذات ي ارزميا سيمبييكس

مسااامبا لا تااازال مرت حاااا. نكااارس اىتمئمنااائ فاااس ىاااذه ابمقئباااا عيااا  تطااا ير فااا ن ىاااذه اب     رئر تحااال بطرالااا  نيااارىاصفااا
 .ابمع با كثيرة اصفرئر عن  تنريذ ي ارزميا سيمبييكس LUي ارزميئت 

  

  :أهمية البحث و مواده. 2
ر مناذ   يائ ابكبيارة ابتاس با نت بائبظيبحقل بح ث ابعمييئت نظارا بتطبيقئت ئمركزيا اببرمةا ابيطيا ةزءتعتبر مسمبا 

  فاا لا إباا  نظريااا ابااتحكم   باااكل ياائص فااس ابتفاانيل عميياائت   ابحاارب ابعئبميااا ابثئنيااا فااس مةاائلات إ ارة ابماا ن 
يساتي م  ريئ اس نساي ب ن  طريا  عان عبائرة بمنيائ ابيطياا اببرمةاا تعريا  يمكان  .   غيرىائ نظرياا إ ارة ابعمييائت

  تيرايض اصربائح زيائ ة  ذباك بيا   ابمتئحاا بيما ار  اصمثال بئلاساتي ام ابمتعيقاا ابقارارات يائذ ات ابتيطايط فاس بيمسئع ة

   ابيائص نم ابعئم بئبقطئع ذبك كئن س اء ابحيئة ن احس معظم بتامل ابيطيا اببرمةا بق  اتسعت استي امئت. ابتكئبي 

 . ي ميا ن  إنتئةيا م سسا فس
 

 :ا. طرال  حل مسئلل اببرمةا ابيطي8.5
(Solution Methods of Linear Programming Problems) 

ل اببرمةااا ابيطيااا ابعمييااا ىااس كثياارة اصفاارئر  نح نن ابنساابا ابمل يااا بيعنئفاار ابلافاارريا فااس لمعظاام مساائإن 
عياا  اسااتثمئر ابمع بااا مفاار فا ابمعاائملات منير ااا. تعتماا  اصىميااا ابعيميااا   ابنةاائح ابتةاائرح بي ارزميااا ساايمبييكس 

كثيارة اصفارئر.  LUتحييال   ىا  ابمع باامان ي ارزمياا سايمبييكس  ئم ىئما ئم نيا ابفرريا. سننئ ش فس ىاذه ابمقئباا ةئنباابب
مسمبا فعبا صن ابمحئفظا عي   كثيرة اصفرئر LUيطيا كثيرة اصفرئر بئستي ام تحييل اببرمةا ابحل مسئلل  يعتبر
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كثيارة اصفاارئر  LUفااعب بيغئياا. إن تحييال ابمع باا سايمبييكس ياالال تنرياذ ي ارزمياا  LUاببنياا ابفارريا فاس تحييال 
. نركاز اىتمئمنائ فاس ىاذه ابمقئباا عيا  تطا ير ي ارزميائت تحييال ابمع باا ى  ةزء ىائم فاس تنرياذات ي ارزمياا سايمبييكس

LU .كثيرة اصفرئر بنستري  من ابفرا ابفرريا بمسئلل اببرمةا ابيطيا كثيرة اصفرئر 
 

(I) .ابمع باس  طريقا سيمبيك (Revised Simplex Method) 
بيطياا ماان مراتاب كبياارة عيا  ح اساايب ابمع باا باااكل  اسال فااس حال مسائلل اببرمةااا اطريقاا ساايمبييكس تساتي م 

 :[1] تعط  مسمبا اببرمةا ابيطيا عم مئ بئبفيغا ابتئبيا ر ميا.
min                                                               (1)

subject  to                                                     (2)

                      x 0

Z cx

Ax b





 

                     (i ) 

 (Cost Coefficients) معائملات ابكيراامتةيا  ىس c  (Objective Function)ى  تئبل ابي    Zحيث
 x متغيرات مةي باا تت امن ابمتغيارات ابمفاطنعا  متةيا ىس(Slacks) حسائبيئ    ابمقائ ير ابمطيا ب(Surplus 

quantities)  A    ىس مفر فا معائملات ابقيا(Coefficient matrix of constraints)  b   ىا  متةاو ابطار
 اصيمن   ى  معي م. 

بتاائبل ابياا      (Maximization)( ىااس مساامبا تعظاايم 5يمكاان نن تكاا ن مساامبا اصمثيياائت ابمعرفااا بئبمعئ بااا )
(. يمكاان فاايئغا ىااذا ابناا ع ماان ابمساائلل بتغيياار إااائرة 5كماائ ىاا  معطاا  فااس ) (Minimization) فااغيرباايس مساامبا ت

   (.5كمئ ىس معرفا فس ابمعئ با ) ابتفغيرتئبل ابي  . بذبك نقفر  راستنئ عي  مسمبا 
  مةم عااا ماان  Bإباا  مفاار فا مربعااا نظئميااا  Aتةاازن ابمفاار فا  ( i) فااس كاال يطاا ة تكاارار بحاال ابمساامبا

 نحفل عي :( ف8نةزئ ). بيذا اباكل bxابمتغيرات ابم افقا 

(0                                              )   a

b

x
A B b

x

 
  

 
 

  ابتس تكتب بئباكل:
(4                                                 )a bA x Bx b   

 نحفل عي :ف( 5باكل ممئثل نةزئ تئبل ابكيرا )
(1                                                  )a a b bZ c x c x  

 ( كمئ ييس:4من ابمعئ با ) bxمفر فا مربعا نظئميا فيمكن  يبيئ   بئبتئبس يمكن حسئب ىس  Bبمئ نن
(6                                              ) 1

b ax B b A x   
1B( يةااب نن تكاا ن عنئفاار 8) ابيطيااا بئبةميااابتحقاا  ابقياا   ابمعطاائة  b  م ةبااا. إذا كئناات ابمتغيااراتax 

 ( بئباكل:6مع  ما عن لذ تفب  ابمعئ با )
(7                                                          )1

bx B b 
ن ابحل ابمعطا  بياذه ابمعئ باا ىا  حال محتمال بيمسامبا ف  ( تحق  ةميل  ي   مسمبا ابتفغير7بمئ نن ابمعئ با )

(Possible Solution)  سيعار  بئبحال ابممكان اصسئسا (Basic Feasible Solution) .  عالا ة عيا  ذباك تا ع
 Non-basic)بئبمتغيرات غير اصسئسيا  axابمتغيرات    (Basic Variables) يامتغيرات اصسئسئبب bxابمتغيرات 

Variables)    ت ع  ابمفر فاB  بمفر فا اصسئس(Basic Matrix .) 
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 ( نة  نن:1( فس )6بتع يض ابمعئ با )
(8)                                              1

b a aZ c B b c x   
 حيث

(9)                                              1

a a bc c c B A   
 :(Improving a basic feasible solution) ستحسين ابحل ابممكن اصسئس( 5)

( ف نااو يمكاان نن لا يكاا ن حاالا 8( يحقاا  ابقياا   )7ابمحاا   بئبمعئ بااا ) سعياا  اباارغم ماان نن ابحاال ابممكاان اصسئساا
. بقاا  ااااتققنئ ابحاال ابممكاان ax( عياا   اايم ابمتغياارات 8)مااا تاائبل ابياا   ابمحاا   بئبةميااا  يتعتماا  . (5بيمعئ بااا ) نمثيياائ

نكبااار مااان  ax مااان ابممكااان نناااو إذا كئنااات بعاااض  ااايممع  ماااا. تكااا ن نن عيااا   ax    ااايم ابمتغيااارات تح يااا ب اصسئساااس
   از ا ت.  ixبنررض نن  يما متغير غير نسئسس   بيكن ف ن  يما تئبل ابي      تتنئ ص كمئ ى  مطي ب.  ابفرر

ic  بااتكن  ixفاا ذا كئناات نمثاائل   ( ساااتتنئ ص مماائ ياااير إباا  نن 8ساائببا فااا ن  يمااا تاائبل ابياا   فااس ) ابحاال ابممكااان
icابم افاا  بثمثاائل  ixاصسئسااس ابناائتح غياار نمثيااس. تمكاان طريقااا ساايمبييكس ابمع بااا فااس ايتياائر ابمتغياار    تب ييااو  

icتكرر ىذه ابعمييا حت  تك ن ةميل اصمثئل  بمتغير نسئسس.  ن  م ةبا. فس ىذه ابحئبا لا تتنائ ص  يماا  إمئ مع  ما
 تئبل ابي     ابحل ابممكن اصسئسس ابنئتح ى  ابحل اصمثل. 

 :تب يل ابمتغيرات اصسئسيا   غير اصسئسيا( 8)
(Interchanging basic and non-basic variables) 

 ixتباا يل متغياار غياار نسئسااس عناا  إذا  ةاا نئ ماان ابعمييااا ابم فاا فا فااس ابرقاارة ابساائبقا نن تاائبل ابياا   تناائ ص 
تكمان ابمااكيا فاس إيةائ  نح بمتغير نسئسس ف ن نح  متغيرات اصسئس ابم ة  ة يةب نن يستب ل بمتغير غيار نسئساس. 

 ( بئباكل ابتئبس:6يمكن كتئبا ابمعئ با ) متغيرات اصسئس يةب نن ييرج من اصسئس.من 

(53                )                                
1

1

b ax b B A x

b B b





  

 
 

ب لابااا ( 53) و يمكاان كتئبااا ابمعئ باااف نااعاان ابفاارر  اا  از ا ت  ixبماائ نن  يمااا متغياار غياار نسئسااس  احاا  فقااط 
ix :فقط كمئ ييس 

(55                              )                      1

b i ix b B p x  
Aمن ابمفر فا  iى  ابعم    ipحيث  ( بئباكل:55. يمكن ابتعبير عن ابمعئ با ) 

(58                                                     )     
1

b i i

i i

x b p x

p B p

  

 
 

إباا  اصساائس ف نااو ينبغااس نن تكاا ن  يمااا متغياار اصساائس ابياائرج مساائ يا ابفاارر   ن  ixعناا مئ ياا يل ابمتغياار 
ي افا  ابساطر  j ن ةا   بايلام    يحقا  ىاذا ابمعيائر ونحذفا اباذح متغياراب  ياح بتةعل نح من ابمتغيرات اصيارى سائببا. 

j :من اصسئس   يحق  ابار ط 

(50                                                     )min & 0
j

ji

ji

b
p

p


 


 

jbحيث    ى  ابعنفرj  منb    jip  ى  ابعنفرj  منip . 
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( ى  متغير غير نسئسس    يمتو تسئ ح ابفارر. فاس ابيطا ة 50ابمتغير ابذح يحق  ابار ط ابمح  ة بئبمعئ با )
1عكااا س مفااار فا اصسااائس ابة يااا ة يمكااان حسااائب م rابتكرارياااا 

rB   1مااان معكااا س مفااار فا اصسااائس ابسااائبقا

1rB 


 

 كمئ ييس: rT (Transformations matrix)بئستي ام مفر فا ابتح يلات 
(54                                                  )             1 1

1r r rB T B 
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نن نباا ن ابعمييااا ابتكراريااا يمكاان بئسااتي ام ابمتغياارات الافااطنئعيا إن كاائن  اار ريئ  ىاا  عاا   ابقياا  . mحيااث 
نئعيا غيار نسئسايا. بئسااتي ام ىاذه ابطريقاا فاا ن بمفار فا نسائس  اح يااا. فاس نيئياا ابتكاارارات تفاب  ابمتغيارات الافااط

معكاا س اصساائس فااس نح يطاا ة تكراريااا يمكاان ابتعبياار عنااو عياا  اااكل ةاا اء مفاار فئت ابتحاا يلات. بئبرعاال معكاا س 
 ى : rاصسئس 

(56                                                  )1

1 2 1...r r rB T T T T

 
كثيرة اصفرئر ف ن مفر فا ابتح يلات يمكن نن تك ن ني ئ كثيارة اصفارئر. باذبك  Aإذا كئنت مفر فا ابقي   

يمكن استثمئر طرال  كثيرة اصفرئر فس مثل ىذه ابحئلات نح فقط ابعنئفر ابلافرريا فس ابعم   ابمعنس من مفار فا 
 بتعئمل معيئ. ىذه ابنقطا ىس إح ى نىم نفكئر ىذه ابمقئبا.ابتح يلات يطيب تيزينيئ   ا

ابطريقااا ابنظئميااا  إلا نن ابحساائبئت فااس كاال تكاارار  ئابطريقااا نرااس ابمباائ ئ اصسئساايا ابتااس تسااتي ميىااذه تساتي م 
 يمكااانبيحااال لا تةااارى عيااا  كئمااال ابةااا  ل  فئبمعي مااائت ابلازماااا بلانتقااائل مااان ابحااال اصسئساااس ابنئفاااذ إبااا  ابحااال ابتااائبس 

  .  ىذه ابنقطا ىس مح ر اببحث عن ي ارزميئت مط رة بحل ىذه ابنقطا  من ابمعئ لات اصفييااستنتئةيئ 
 :مئ ييس ابمع باسيمبييكس بلانتقئل من ابحل اصسئسس ابنئفذ إب  ابحل ابذح يييو تتطيب طريقا 

 ابحل.                             نسئس غير اصسئسس بي ي ل إب   غيرس( بتعيين ابمتابرب  ابنسب coefficients) معئملات  :cابسطر . 1
 .ابحلنسئس غير اصسئسس اب ايل إب   غير: ابعم   ابم اف  بيمتW عم   ابتمح ر. 8
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 ابحل. نسئس ئسس بيير ج من اصس غيرث ابت ابطر  اصيمن لإنةئز ايتبئر ابنسبا اصفغريا   بتعيين ابمت. 0

mمان ابمرتباا  اصسئسايا غياراتابتس عنئفرىئ ىس اصعما ة اصفاييا ابم افقاا بيمت Bمفر فا  ئع ة ابحل . 4  m .
غياااارات  ااايم ابمت b   يعطااااس ابم ساااعا   تحساااب بئبطريقاااااB 1-ابحااال باااائبرمز نساااائس   يرماااز بمقياااا ب مفااار فا 

ت ةا   غير اصسئسيا.غيرات مفر فا غير مربعا  تامل اصعم ة غير اصسئسيا ابم افقا بيمتىس  V  اصسئسيا. 
ابحال   تعياين  نسائسغيار اصسئساس بيا ي ل إبا   غيار  ىاس ايتيائر ابمت ابمع باايط تئن نسئسايتئن فاس ابطريقاا 

  ن إةاراء ابحسائبئت  ابيطا ات اصسئسايا بئبطريقاا ابمع بااابحال تنةاز ىاذه  سنسئاصسئسس بيير ج من  غيرابمت
cpBcDباااااحسئب: عياااا  كئماااال ابةاااا  ل فااااس كاااال تكاااارار VjB  1 ىاااا  سااااطر c حيااااث( jp    ابعماااا

حسائب معكا س   بطريقا سيمبيكس ابمع با نن ابيط ة ابتس بيئ نكبار  يماا ىا يظير ابتحييل ابي ارزمس. (Vمن
 .اصسئسمفر فا 

(II .)  تحييل طرالLU  ابيطيابحل مسئلل اببرمةا: 
(LU decomposition methods for linear programming problems) 

بارامح حال مسائلل اببرمةاا  معائبم فاس معظامابفاس اببرمةاا ابيطياا  ا احا  LUاساتي ام تحييال طريقاا  نفبحت
. بقا  ت  احت نف اييا ىاذا ابااكل (Linear programming inversion routines)ابيطياا بئساتي ام ابمعكا س 

بيمعك س عي  اكل ابة اء اصفيس ب لابا ابسرعا   اب  ا   ابذاكرة فس ابتطبيقئت ابعميياا    ا  نفابحت ىاذه ابطريقاا 
ن ل من ا ترح استي ام تحييال  [2] (Markowitz). يع  مئرك يتز (Standard algorithm)ىس ابي ارزميا ابقيئسيا 

LU  بينماائ يعتباار  انتزياا   5917عاائم(Dantzig) [3]  ن ل ماان نرااذ اصساائس بئباااكل ابمثيثااس ماان تكاارار إباا   ياار ماان
حيااز ابناا ر  . باام يظياار ىااذا الا تااراح إباا 5960نةاال مفاار فئت ذات بنيااا محاا  ة بتاا زع ابعنئفاار ابلافاارريا فااس ابعاائم 

  ابفاااع بئت اصسئسااايا فاااس تعااا يل   تحااا يث  [4]بحاااين  رياااب بسااابب ابتبسااايطئت ابكبيااارة فاااس ااااكل ابةااا اء ابقيئساااس 
 بمفر فئت كبيرة كثيرة اصفرئر بتقنيا مفر فا كثيرة اصفرئر. L   Uابمعئملات ابمثيثيا 

. مااان ىاااذه ابطرالااا : طريقاااا L   Uبقااا  طااا ر ابع يااا  مااان اببااائحثين طرالااا  متعااا  ة بتحااا يث ابمعااائملات ابمثيثياااا 
Golub – Bartels [5]  [6]   طريقاا Golub – Bartels – Saunders  ابتاس تعتما  عيا  حاذ  غائ س   ىاس

ابتاااس تساااتي م ابيااا اص  Gill – Murrary [7]طريقاااا  .  [3]  (Dantzig)  مااائبيا فاااس ة انبيااائ بطريقاااا  انتزيااا
عا ة طرالا  بتحاا يث  Brayton – Gustafson - Willoughby [9]. بقا   ا م [8]ابمر ايا بيتحا يلات ابمتعئما ة 

ابمعائملات ابمثيثيااا ابتااس فاممت يفيفاائ بيمحئفظااا عياا  اببنياا ابلافاارريا بمفاار فا اصسائس. طاارنت تطاا يرات كبياارة 
 ابتااس اسااتي مت باااكل  اساال فااس حاال مساائلل اببرمةااا  Forrest – Tomlin [10]عياا  ىااذه ابطرالاا  منياائ طريقااا 

  . Reid [1]  طريقا  UMPIRE [11]راتب عييئ بئستي ام ابيطيا من م
 ابمقترحا بحل مسئلل اببرمةا ابيطيا LUي ارزميئت تحييل . 5

. بنررض نننئ نري  حال (7)بحل إح ى ابطرال  ابمبئارة ابمعر فا تمئمئ كثيرة اصفرئر ىس  LU إن طريقا تحييل
Bنح LUفااس اباااكل ابمساام  تحيياال  B اصساائسعاان مفاار فا   ننااو يمكاان نن نعباار (7) LU عن لااذ يمكاان حاال .
 بئلإةراء ابتئبس: (7)

b: نكتب 1 ابمرحيا bBx LUx b . 
b: ن ااااال 2 ابمرحياااااا by Ux  بحياااااث ننb bBx Ly b  عياااااا . عن لاااااذ نساااااتي م ابتعااااا يض ابتقااااا مس 

bLy b   لإيةئy1, y2,..   , ym   رتيب.تعي  اب 



 ابكر ح  ح ى                                  ابيطيا كثيرة اصفرئر بحل مسئلل اببرمةا LUي ارزميئت مقترحا من ن ع تحييل 
 

 192 

b عي : نستي م ابتع يض ابتراةعس 3 ابمرحيا bUx y   لإيةئxm,...    , x1  .عي  ابترتيب 
 

(A طريقا تحييل )LU  كثيرة اصابمبئارة( فرئرDirect Sparse LU- Decomposition.) 
كثيااارة اصفااارئر ابكبيااارة بااامطرا  يمنااا   (7)كثيااارة اصفااارئر مريااا ة ةااا ا بحااال ابمبئاااارة  LUطريقاااا تحييااال تعتبااار 

 Bبيمفاار فا LU . حئبماائ نةاا  تحيياالابطرالاا  ابتقيي يااافااس ىااذه ابحئبااا ىااس نكثاار فعئبيااا ماان  ىااذه ابطريقاااإن  ميتيرااا.
 .bابتع ي ين ابتق مس  ابتراةعس بحل ابةميا من نةل نحفقط نستي م 

. علا ة عي  ذبك L   Uن يكثيرة اصفرئر ى  تح ي  اببنيا ابفرريا بيمعئمي  LUبمري م ابيئم فس تحييل اإن 
  تفااب  عنئفاار  Bىااس عنئفاار تساائ ح ابفاارر فااس ابمفاار فا  fill-ins)ابعنئفاار  fill-insفاا ن تح ياا  ابعنئفاار 

 .كثيارة اصفارئر (7)ىا  مسامبا مركزياا فاس حال  Bبمفار فا كثيارة اصفارئر( Bمغئيرة بيفرر عن  تحييل ابمفر فا 
فئبماااكيا ابرليساايا ىااس نن ابم ا اال ابتااس تظياار فيياائ  .باايس ىاا  ابماااكيا LUفااس تحيياال  fill-insفاار إن ظياا ر ابعنئ

ىااس تح ياا  اببنيااا  كثياارة اصفاارئر  LU طريقااا تحيياالغياار معي مااا مساابقئ. ابركاارة اصسئساايا ماان  fill-insابعنئفاار 
ي ارزمياا فعئباا  غيار نقا م فاس ابمراةال. فس طريقا ةيا ة تترائ ى ع الا  تياك ابطرالا  ابمتيسارة    LUابفرريا بمعئميس 

ابتاس  R ب بيئنياااب مفار فااب. تعتم  ىذه ابي ارزميا ابة يا ة عيا   ا ى L   U نيمكيرا بتح ي  اببنيا ابفرريا بيمعئمي
. بقا  ط رنائ Bفاس بنياا ابمفار فا fill-insمسابقئ ابعنئفار نن نعار  بحيث نناو يمكان  B اصسئستنتح من مفر فا 

. تحيال ابمفار فا Bمفار فاابفاس تحييال  fill-insبحيث ننو بيسات ىنائك عنئفار ( 7)نظئم تيزين ا تفئ ح بيةميا 
B   يمعاائميين. حئبماائ نحفاال عياا  اببنيااا ابلافاارريا بابة ياا نظاائم ابتياازين  فاا L   U  فاا ن بناائء تحيياالLU  يكاا ن

 bمان نةال  ايم ع يا ة بيمتةاو  xكثيرة اصفرئر صنيائ تسام  بحيا ل مكاررة بيمتةاو  LU مبئارا. تم ايتيئر طريقا تحييل
فاس  كثيرة اصفرئر ابمح  ة LU ببنيا فرريا كيريا بئستي ام طريقا تحييل  ( 7)  ن إعئ ة ابتحييل. نحفل عي  حل 

 . باىذه ابمقئ
  تحييل ي ارزمياLU ابمقترحا كثيرة اصفرئر: 

L    Uكثيرة اصفرئر. نستي م فس بنئء ابمعئميين  LUتحييل  ئستي امب( 7)نارح فس ىذه ابرقرة كي  نحل   

بمفااار فا   LUابلافااارريا بمعااائميس  بتح يااا  اببنياااا ابطريقاااا  هابمحااا  ة فاااس ىاااذ (PBS)طريقاااا  ااا ى مفااار فا ب بيئنياااا 
 LUتحيياال  PBS. تعطااس تقريباائ ىااذه ابي ارزميااا ماال L   Uنقاا م ني اائ ي ارزميااا بحساائب ابمعاائميين  . Bمعطاائة 

 . Bاب  ي  بيمفر فا
 : (PBS)بيئنيا طريقا   ى مفر فا ب   (5)

ابتاس بايس بيائ  يا   عيا   LUبمعائميس  Pفعئباا بتح يا  اببنياا ابفارريا  مط رةنف  فس ىذه ابرقرة ي ارزميا 
تناااتح مااان  R  بيئنياااا ااا ى مفااار فا ب تعتمااا  ىاااذه ابي ارزمياااا عيااا . Bالإطااالا  بئبنسااابا بيبنياااا ابفااارريا بيمفااار فا 

ت ف  اببنيا ابفرريا إمئ مسبقئ ن   منئ بطريقا مئ. علا ة عيا  ذباك مان ابمرغا ب نن نعار  اببنياا  . Bابمفر فا 
فا   ذباك ني ائ.  fill-insابعنئفر بتح يث بنيا ابمعطيئت لاستيعئب ابعنئفر ابلافرريا     LUابلافرريا بمعئميس 

. بعاا  تح ياا  اببنيااا ابفاارريا LUسابمعي ماائت اب اار ريا بحساائب اببنيااا ابلافاارريا بمعاائميكماائ ساانرى    PBSتعطااس
ابتاس  ابعنئفارمان  Pااكيا اصسئسايا ىاس نن ن ةا  ابمةم عاا بما يك ن مبئاارا. L   Uف ن حسئب  LUبمعئميس 

 ا ر  Bتكا ن تقريبائ ةيا ا بيمفار فا LUنفارئر  بحياث نن ابمفار فا  حكثيار   L   Uيك ن من نةييئ ابمعائملان 
 . الإمكئن
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اببيئن ابم ةو  عتبرنب ,BG V E    معطائة ابمفار فا يبابم افاB إذا كئنات .R  ىاس ابمفار فا ابب بيئنياا
 عن لذ يعر  اببيئن ابم ةو ابمع ل BGابتس تمثل اببيئن ابم ةو  ,m mR

G V E بئبااكل  kim vvEE ,  
نح نن كاال  اا س م ةااو ة ياا   ki vv mRبتاااكيل اببياائن   BGي اائ  إباا  اببياائن  ,

G  حيااثm   عاا   فااحي  ىاا
تميكئن بئب بط ابعنئفر  B  Rىمئ نح ننئىمئ نرس B R  م ةب مئ. فس ابب ايا اببنيتئن ابفرريتئن بيمفر فتين

mRابلافاارريا فااس نرااس ابم ا اال. بكاان ابماااكيا ىااس نن نحفاال عياا  اببياائن ابم ةااو ابمعاا ل
G فااس ابمساات ىm عاالا ة .

. كاال mRفااس 1تفااب   Rفاا ن بعااض ابعنئفاار ابفاارريا فااس ابمفاار فا   Rعياا  ذبااك عناا  إيةاائ   اا ى ابمفاار فا
يعطااس   ساائ م ةياائ ة يا ا  باايكن mRفاس 1يفااب      Rعنفار كاائن فااس ابب اياا فااررا فااس ki vv    ابااذح ي اائ  ,

mRبتااكيل اببيائن  BGإب 
G ىاذه ابعنئفار ىاس بئب ابط م ا ال ابعنئفار .fill-ins فاسBن إيةائ  اببنياا . نحائ ل اآ

 بيغا نظريا ابمةم عئت.  L   Uابفرريا بيمعئميين  
 نعر  ابمةم عا L   Uبتح ي  اببنيا ابلافرريا بيمعئميين       
(17)                 },1,,:,{ njiinfillincludingzerononisjipositionjiP  

ذ ب  اا ح عن لاا   
{ , : 1 }

m

ijP i j r   حيااث 
, 1 1

mm

ijR r m n    
 

  m  لايتةاائ ز ابمساائر
P لاحاظ نن كيتائ ابمةما عتين .  BG اصطا ل فاس    mE اببنياا  Pبيمائ نراس ابعنئفار.  ىكاذا تعطاس ابمةم عاا   

 .LUابفرريا بمعئميس
بتكن 

ijR r    :تعط  بئباكل 

(18)                                                      1, 0

0,

ij

ij

if b
r

otherwise


 


 

 رزميا ابتئبيا:فس ابي ا Pتييص ابطريقا لإيةئ  ابمةم عا      
 
 :(PBS: تقنيا   ى مفر فا ب بيئنيا )5 ي ارزميا
 :1 ابيط ة

 (18)كمئ ىس معرفا فس   Rناكل ابمفر فا    
 :2 ابيط ة

 نحسب     2 1
k

R k  
12إذا كئن     2k k

R R


    عن لذ 
ناكل ابمةم عا           2{ , : 1 }

k

ijP i j r  
لا        ا 

       1k k    2 ابيط ة  نذىب إب. 
2kىس تقريبئ مسئ يا بتيك من ابمفار فا LUينتح من ابي ارزميا نن اببنيا ابفرريا بمعئميس

R فاس نح تكارار .
12معطاا  إذا كئناات ابمفاار فا ابب بيئنيااا ابمحساا با مت افقااا ماال ابمفاار فا فااس ابتكاارار ابساائب  نح نن 2k k

R R


  فاا ن
12. إذا كاائن LU سابعمييااا تتقاائرب  نحفاال عياا  اببنيااا ابفاارريا بمعاائمي 2k k

R R


 حيياال ف نناائ نحفاال عياا  تLU 
 . (7)كثيرة اصفرئر بحل     LUابتئم.  ىكذا يمكن نن تستي م بسي با طريقا تحييل
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  :5 تحييل ابي ارزميا( 8)
رتااارض تحييااال نح ي ارزمياااا نن عمييااائت معيناااا يمكااان نن تنراااذ بكيراااا ثئبتاااا. فاااس اصسااائس تحييااال ي ارزمياااا ىااا  ي

مسمبا كبيرة. بذبك تعطينئ مرتباا زمان تنرياذ ابي ارزمياا تقا يرا  ابتعقي  ابزمنس بي ارزميا ابذح يح   كي  تحل ابي ارزميا
نن مرتبا  اباا تعقيا  ي ارزمياا ىا  مقيائس بتم ياا ابي ارزمياا عنا مئ يساع  بعا    لا ننسابعمييا. يةب نن  إمكئنيتيئعن 

 اب يل إب  ابلانيئيا.
 :1 تعري 

بنررض نن   ijbB     ijbB  ىمئ مفر فتئن ب بيئنيتئن مربعتئن من ابمرتبااm  نن "AND"   ىا
B ما ثر ب بيائنس معار  عيا  عنئفار     B ابةا اء ابب بيائنس بيمفار فتين . B   B    نرماز باو بائبرمز  BB   

ى  ابمفر فا ابب بيئنيا  ijcC   ابمربعا من ابمرتباm :ابمعرفا كمئ ييس 

(19)      

 

1 1 1 , 1

0 .

ik kj

ij

True if b AND b for some k k m
c

False otherwise

     
 


 

11إذا  فقاط إذا كائن  1ijcيناتح مان ابتعريا  نن  kjik bANDb. ئ بفا   مااكيا محا  ة بمائ نننا
ابذح يقي  ابنتئلح عي  تيك ابعنئفر ابتس نبحث عنيائ فاس مااكيتنئ  ىكاذا تنراذ   ”AND“ف ننئ نستي م ابم ثر ابب بيئنس 

 بسي با ابمقئرنئت  نتمك  من كل م  ل بية اء ابب بيئنس. 
Bبحيااااث نن  L   Uلإيةاااائ  اببنيااااا ابفاااارريا بيمعاااائميين  LU يكرااااس نن ن ةاااا  ابعاااا   اصفااااغرl  بحيااااث

12نن 2l l

R R


  حيااااثk l  2فيياااائ ابمفاااار فاتفااااب  ىاااا  ابماااارة اص باااا  ابتااااس k

R 12مساااائ يا k

R
 زماااان ابتنريااااذ .

2فااار   فاااس حسااائب ابم k

R   ىااا  O k s m  حياااث s m  ىااا  ابااازمن ابمطيااا ب بحسااائب ابةااا اء ابمفااار فس
mابب بياااائنس بمفاااار فتين ب بياااائنيتين ماااان ابمرتبااااا m يتطيااااب ابةاااا اء ابب بياااائنس بمفاااار فتين ب بياااائنيتين ماااان ابمرتبااااا .

m m  عيااااااا  اصكثااااااار 2O m ابمااااااا ثرات ابب بيئنياااااااا ( عميياااااااا مقئرنااااااااAND ( ىكاااااااذا بحسااااااائب ابمفااااااار فئت  .
2ابب بيئنيا k

R  إب  نحتئج 2O km .عمييا مقئرنا 
كثياارة  Rبيتاائ بفاار  ابنظاار عاان كاا ن ابمفاار فا  2mبااا  Rيمكاان تقاا ير متطيباائت ابااذاكرة بمفاار فا ب بيئنيااا 

تعئنس من ىذا ابعئل  صن  ا ى مفار فا ب بيئنياا   عيرا ابارطيا ف ن ابي ارزميا لا Bاصفرئر. إذا كئنت ابمفر فا 
-fillبحسائب ابعنئفار  غيار مكيراا . بئبنتيةاا فا ن ابي ارزمياا فعئباا ةا ا Bتعتم  عي   يم ابعنئفر فاس ابمفار فا لا

ins   .بااين ابعلا اائت ابثنئليااا طبيعااس ىناائك تقئباال  بنعاار  مساابقئ اببنيااا ابلافاارريا بيمعاائميين. نسااتي م ابي ارزميااا بااذبك
 بعا. ابمفر فئت ابب بيئنيا ابمر 

 :2 تعري 
1E   بتكن      2E  علا تين ثنئليتين عيا  مةم عاا  nvvvV ,...,, 21 21. عن لاذ.EEE  ىاس ابعلا اا
 ابثنئليا:

      ksomeforEvvANDEvvvvE jkkiji 21 ,,:,  
 :5 مبرىنا

بااايكن   11 , EVG   22 , EVG بيااائنين مااا ةيين مااارتبطين بئبمفااار فئت ابب بيئنيااااB B   .عيااا  ابترتياااب
BBCابة اء ابمفر فسيك ن عن لذ    يبيئن ابم ةوبى  ابمفر فا ابب بيئنيا 21 E.E,VG . 
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 اببرىئن:
EEE.21بنررض نن     حيث      jsomeforEvvANDEvvvvE kjjiki 21 ,,:,  ىكاذا إذا  كئنات  .

C  ىس ابمفر فا ابب بيئنيا بيبيئن EVG  عن لذ ,
11,1  jkijik bANDbjsomeforiffc 

jkijikىذا بئب بط نرس اباسء كمن نق ل  bANDbc  . 
ابتاائم بئسااتي ام ابي ارزميااا  LUبئسااتي ام ابطريقااا ابمحاا  ة ف نااو يمكاان حساائب تحيياال  Pحئبماائ ن ةاا  ابمةم عااا 

 ابمعطئة فس ابرقرة ابتئبيا.
  ي ارزميا حسئبLU كثيرة اصفرئر: 

نحفاااال عياااا  ابعنئفاااار    Bنحياااال ابمفاااار فا  L   Uحئبماااائ نحفاااال عياااا  اببنيااااا ابلافاااارريا بيمعاااائميين  
B  عطاات. 1 مسائ يا L يمفار فابريااا ابقطتكا ن كال ابعنئفار  يااثح    [6,7]ابلافارريا بطريقاا   بيتال  LU 

 بئبفيغا:

                                            (20)                       
 min ,

1

i j

ij ik kj

k

b l u


  

 :ijl  iju تعطس ىذه ابعلا ا ابفي  ابفريحا ابتئبيا من نةل
1

1
,

k

ik ij jk

j

ik

kk

b l u

l i k
u







 


                                         (21) 

1

1

,
i

ik ik ij jk

j

u b l u i k




                                                (22) 

. حئبماااائ نحفاااال عياااا  اببنيااااا (7)ابتاااائم بمفاااار فا ابمعاااائملات فااااس ابمعئ بااااا  LUقاااا م اآن كياااا  نبنااااس تحيياااال ن
 نح عن مئ تح   ابمةم عا   L   Uن  يابلافرريا بيمعئمي

                                                             (23)                           , : 1
m

ijP i j r  
 يك ن مبئارا. LUف ن حسئب تحييل  5بئبي ارزميا 

uيعطاا  ةاا اء مفاار فا بمتةااو  Qx  بئسااتي ام ابقئلمااا ابمرتبااا ابسااطريا بطريقااا ابتياازين ابمتبعااا بئبي ارزميااا
 ابتئبيا:

u مفر فا بمتةوة اء  :  2ي ارزميا Qx 
For i = 1 To m Do 

     { 

        u [ i ] = 0 ; 

        For v = IQ [ i ] To IQ [i+1]-1 Do 

            u [ i ]  = u [ i ] + VQ [v] * x [ JQ [v] ] ; 

     }//End For i..  

  

. نعاار  متةيااا L   U  نيبلافاارريا بيمعاائميابتاائم نحتاائج إباا  تياازين ابعنئفاار ا  LU عناا  حساائب تحيياال
مسائع ة  n...1 Diag تااير إباا  ابعنئفار ابقطريااا بيمفار فا  بتااساU فااس ابمتةياا VB . تياازن اببنياا ابلافاارريا 

P يمعئميين  بL   U فسJB    IB  VB   0 ابتس تحت حijb   ابعنئفر  fill-ins  .ني ئ 
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ماان نةاال ابتحيياال ابتاائم ابقيئسااس  falseىاا    revise تحساب ابي ارزميااا ابتئبيااا ابتحيياال ابتاائم. ابمتغياار ابب بيائنس
 true  ابيطاام  مفاار فاابمةاائميل ابسااطريا بماان نةاال ابتحيياال ابمعاا ل بحيااث ننError ( )E B LU    تساائ ح

 ابفرر.
 ابمتةااو   n...1 Point  ىاا  متةيااا ماان اصعاا ا  ابفااحيحا ابتااس تاااير إباا  ابعنئفاار فااسL    U  ماان

 . iابسطر
 ابتئمLU : تحييل 0 ي ارزميا

For i = 1 To m Do 

    Point [ i ] = 0; 

For i = 2 To m Do 

   { 

       For v = IB [ i ]+1 To IB [ i+1 ]-1 Do 

           Point [ JB [ v ] ] = v; 

       For v = IB [ i ] To Diag [ i ]-1 Do 

         { 

              j = JB [ v ] ; 

             VB [ v ]  = VB [ v ] / VB [ Diag [ j ] ] ; 

             For w = Diag [ j ]+1 To IB [ j+1 ] -1 Do  

                { 

                     k = Point [ JB [ w ] ] ; 

                     If ( k>0 ) then 

                         VB [ k ] = VB [ k ] – VB [ v ] * VB [ w ] ; 

                     Else 

                         If ( revised ) then 

                            VB [ Diag [ i ] ] = VB[ Diag [ i ] ] – VB [ v ] * VB [ w ] ; 

                }//End For w. 

         }//End For v. 

       For v = IB [ i ]+1 To IB [ i+1 ]-1 Do 

           Point [ JB [ v ] ] = 0 ; 

   }//End For i. 

  بطريقا تحييل  (7)حلLU كثيرة اصفرئر: 
 حئبمئ تح   ابمةم عا 

    , : 1
m

ijP i j r                                                         (24) 
 بيةميااا x. بئبنتيةااا نحفاال عياا  ابحاال 3بئسااتي ام ابي ارزميااا   LUف نااو يمكاان حساائب تحيياال  5بئبي ارزميااا 

 بئبي ارزميا ابتئبيا: (7)
bBx حل ابةميا 4ي ارزميا  b 

 تنرذ فس ابيط ات ابتئبيا:
 .1بئستي ام ابي ارزميا  fill-insتح ي  ابعنئفر   .5
 .LUببنئء تحييل  3است عئء ابي ارزميا   .8
 بئستي ام: bxحسئب ابحل   .0

(i)  ابتع يض ابتق مس بحل طريقاbLy b. 
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(ii)  ابتع يض ابتراةعس بحل طريقاb bUx y. 
 فس ابي ارزميتين ابتئبيتين:  3حيث تعط  ابيط ة

 ابتع يض ابتق مس: طريقا 5ارزميا ي  
                                                y[ 1 ] = b [ 1 ] ; 

                                          For i = 2 To m Do  

                                                                          { 
                                                       Sum = 0 ; 

                  For j = IB [ i ] To  Diag [ i ] - 1  Do 

             Sum = Sum + VB [ j ] * y[ JB [ j ] ] ; 

                                       y[ i ] = b [ i ] - Sum ; 

                                                   }//End For i. 

 ابتع يض ابتراةعس: طريقا 6ي ارزميا 
                            x [m ] = y [m ] / VB [ Diag [ m ] ] ; 

                           For i = m-1 Down To 1 Do 

                                                                                 { 

                                                               Sum1 = 0 ; 

                       For j = Diag [ i ] To IB [ i+1] -1 Do 

             Sum1 = Sum1 + VB [ j ] * x [ JB [ j ] ] ; 

         x[ i ] = ( y [ i ] – Sum1 ) / VB [ Diag [ i ] ] ; 

                                                             }//End For i. 

 ابمفااار فئت ابمثيثياااا ميماااا ةااا ا فاااس حسااائبئت ابمفااار فا. تعااازى نىميتيااائ إبااا  حقيقاااا نن كااال ابطرالااا  ابمبئاااارة
حييااائ بساااي با  ابتاااس يمكااان  ) ابع يااا  مااان ابطرالااا  ابتكرارياااا( بحااال ةمااال ابمعااائ لات ابيطياااا تت ااامن حااال ةمااال مثيثياااا 

تتةناب ىاذه ابطريقاا مااكيا  ياب عيا  ابترتياب.  6   1بئستي ام ابتعا يض ابتقا مس   ابتراةعاس بئساتي ام ابي ارزميائت 
  .L  سرييا  Uابمفر فا فب لا من  يب ابمفر فا باكل كئمل تم تحييل اصسئس إب  مفر فا مثيثيا عي يا 

(B )ابطريقا ابتكراريا (Iterative Method): 
 كمئ ييس: (7) ابمسمباييص ىذه ابطريقا بحل تت

T ( بئباكل7يمكن كتئبا ) TBB y=b ; x=B y. كريي  : ينتح ابحل فس ف ئء 
 -1

0 0 0 0 0 0( , ) , ( ) ,...., ( )T T T T T T m T

mx B K BB r x span B r B B B r B B B r    

x*  ذباااك بيااا   تيرااايض  x  حياااثwhere -1

* 0 0,  -x B b r b Bx .   1ابيطااام ابة ياااmb Bx  
1متعئم  مل ف ئء كريي   ابم ب  بئصسئس  2, ,..., mv v v  1بحيث ننmr   1يقل فس اتةئهmv  . 

 فال عيا  ابعلا اا ابتئبياانح jrبيمفر فا ابتس نعما تيئ  jRإذا رمزنئ بئبرمز 
1 1,m m m mBR R T   حياثT 

فاس  mxىس مفر فا ثلاثياا اص طائر. بمائ نن ابحال  0,mK B r  ف ناو يمكان كتئبتاو كتركياب يطاس بمتةيائت نسائس
m ف اائء كريياا     بااذبك mx R y .ريتااز  –ياانص ااارط كلاركااين(Ritz-Galarkin ) نن ابيطاام ابناائتح ماان ابحاال

mx  0متعئمااا  مااال ابمتةيااائت 1,..., mr r :   0T T T

m m m m mR Bx b R BR R b    . 1حساااب 1,m m m mBR R T  
2يناااتح نن 

0 12

T

m m mR R T y r e  حياااثT

m mR R  2ىاااس مفااار فا  طرياااا بئبعنئفااار ابقطرياااا 2

0 12 2
 . . . mr r  يمكااان .

1mmحسئب ابحل ابمنا   كمئ ييس m mT y e x R y   . بقا  اساتي منئ حقيقاا ننB  متنائظرة   ننmT .إذا  بيسات اائذة
T   م ةباااا محااا  ة   بئساااتي ام ابعلا اااا Bابمفااار فا كئنااات  T

m m m m mR BR R R T . ف ناااو يمكااان تح يااال ابمفااار فاmT 
Tبئستي ام ابمفر فا

m mR R  يمكن تحييل . ىذا يقت س ننو متنئظرة م ةبا مح  ةإب  مفر فا ثلاثيا اص طئرmT   إب
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LU ن اساااتي ام الارتكااائز   m m mT L U . حياااثmL ىاااس مفااار فا مثيثياااا  mUىاااس مفااار فا مثيثياااا سااارييا     
1-عي يااااااا  اح يااااااا. تعرياااااا  

m m mP =R U  متةياااااائت إ اااااائفيا  يق  ناااااائ إبااااااjp  ابتااااااس تاااااااكل , 0i jBp p   ماااااان
iنةاااااااااااااااااااااااااااال j ىااااااااااااااااااااااااااااذا ينااااااااااااااااااااااااااااتح ماااااااااااااااااااااااااااان حقيقااااااااااااااااااااااااااااا نن .T

m mP BP  ىااااااااااااااااااااااااااااس مفاااااااااااااااااااااااااااار فا  طريااااااااااااااااااااااااااااا
1 1T T T T T

m m m m m m m m m m mP BP U V BV U U T U U L       . لاحااظ ننT

m mU L  مثيثيااا ساارييا متناائظرة صنياائ ىااس مفاار فا
Tتساائ ح ابمفاار فا ابمتناائظرة 

m mP BP  .يمكاان ااااتقئ  ابي ارزميااا ابنيئليااا باائفتراض تعئماا  ابتااس يةااب نن تكاا ن  طريااا
1jxو . يمكاان ابتعبياار عاان ابمتةااip باائفتراض ااار ط ترافاا   اآيااربع اايئ  ماال منياائ ابيطاام كاالمتةياائت    بئبفاايغا

1jابتئبيا j j jx x p   .1   بذبك يةب نن تحقا  متةيائت ابيطام ابعلا اا ابتئبيااj j j jr r Bp   . إذا كئنات

jr   متعئمااا ة عن لاااذ ييااازم نن يكااا ن j , 0j j jr Bp r  بئبنتيةاااا  
 j

,
=

,

j j

j j

r r

Bp r
 . مااان ابمعيااا م نن متةاااو

1jpاببحث ابتئبس    1ى  تركيب يطاس بيمتةياينjr    jp  ابمتةيائت  بعا  إعائ ة سايمياp (Rescaling)  بااكل
1منئساااااااااااااب يناااااااااااااتح نن  1j j j jp r p   . ىكاااااااااااااذا فااااااااااااا ن ابنتيةاااااااااااااا اص بااااااااااااا  مااااااااااااان ابعلا اااااااااااااا نعااااااااااااالاه ىاااااااااااااس  

نن     1 1, , ,j j j j j j j jBp r Bp p p Bp p      صنjBp  1متعئمااااااا ة مااااااالjp  .  علا ااااااااا  عن لااااااااذ تفااااااابj  

بئباكل  
 j

,
=

,

j j

j j

r r

Bp p
 1. بئلإ ئفا بذبك ف ن كتئباjp   متعئم ة ملjBp  يقت س نن 

 
1

j

,
=-

,

j j

j j

r Bp

p Bp


 

 يمكننئ نن نكتب ممئ سب  1

1
j j j

j

Bp r r


    

                                        بذبك  
 

 
 

1 1 1 1

j

j

, ,1
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 ب  ل ىذه ابعلا ئت معئ نحفل عي  ابي ارزميا ابتئبيا:
 (:  Algorithm 7) 7 ي ارزميا

1- Compute 0 0-r b Bx  , 0 0

Tp B r  

2- for  k = 0 , 1 , . . . . until convergence do  

 
 

 k

,
=

,

k k

k k

r r

p p
  

 1k k k kx x p    

 1k k k kr r Bp    

 
 

 
1 1

k

,
=

,

k k

k k

r r

r r
  

 

 1 1

T

k k k kp B r p    

               End for 

 . Vتعتم  عي  تط ير ن  تح يث لا 7ابي ارزميا   نن  m-1xمن  mxننو يتم تح يث  7ينتح من ابي ارزميا 
 

 :(Storage Scheme)ابتيزين  نظئم 2.3 .
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يمكاان تفااني  ابمفاار فئت إبااا  فاارين طبقاائ بنااا ع ابي ارزمياائت ابتااس تنئسااابيئ. ابفاان  اص ل ىاا  ابمفااار فئت 
كثيارة اصفارئر ابتاس تكا ن معظام عنئفارىئ  تابكثيرا ن  ابممتيلا ن    ن عنئفر فرريا. ابفن  ابثئنس ى  ابمفر فئ

يااازن ابمفااار فئت ابكثيراااا فاااس ذاكااارة ابحئساااب بئساااتي ام متةيتاااين ببعااا ين. مااان نةااال مفااار فا مااان ابمرتباااا نفااارئرا. ت
m m اف نيئ تيزن بئستي ام متةي m m  من اصع ا  ابحقيقيا. علا ة عي  ذبك  اساتي ام نراس ابمتةياا ببعا ين

باو عائلقين ىائمين ةا ا. اص ل بمائ نن معظام ابعنئفار فاس ابمفار فا كثيارة اصفارئر بتيزين ابمفر فئت كثيرة اصفرئر 
ىااس نفاارئر فاايمكن نن يرقاا  نظاائم ابتياازين كثياارا ماان ابااذاكرة. ابثاائنس ابحساائبئت ابتااس تت اامن مفاار فئت كثياارة اصفاارئر 

ة اصفارئر بئساتي ام بنا  تتطيب ابعمل مل ابعنئفر ابلافارريا فقاط بيمفار فا. بياذين ابساببين تيازن ابمفار فئت كثيار 
معطياائت ميتيرااا. ابتياازين ابمطياا ب بمفاار فا كثياارة اصفاارئر يمكاان نن ييرااض إباا  تياازين ابعنئفاار ابلافاارريا فااس 
 ابتيااااااااااااااااازين ابمطياااااااااااااااااا ب. ىناااااااااااااااااائك طرالاااااااااااااااااا  ع ياااااااااااااااااا ة يمكااااااااااااااااان نن تياااااااااااااااااازن فيياااااااااااااااااائ ابعنئفاااااااااااااااااار ابلافاااااااااااااااااارريا.

بنظائم نظائم . ي ع  ىذا اب[12]بمح  ة فس ابمراةل يعتم  ابتمثيل ابم ةز بتقنيا ابتيزين ابم ف فا ىنئ عي  ابركرة ا    
غيااار ابمتاااراص. ااااكل ابتيااازين عااائم  لا يتطياااب نح افترا ااائت عااان اببنياااا ابفااارريا بيمفااار فا  لا ييااازن نح ابتيااازين 

ىااذا ابنظاائم باااكل  اساال بتياازين ابمفاار فئت كثياارة اصفاارئر  م. عاالا ة عياا  ذبااك  يسااتي [12]عنئفاار غياار  اار ريا 
. ابنسيا ابمق ما ىنئ ىس ابقئلما ابمرتبا ابسطريا ابتس تيزن فييئ ابعنئفر ابلافرريا سطرا [12]ريا بنمئذج فرريا كي

سطرا بكل سطر تيزن ابعنئفر ابلافرريا فس ابترتيب ابمتزاي  ص باا ابعما  . بتح يا  عنئفار نح ساطر مان اب ار رح 
 قل ابعنئفر ابلافرريا. نن نعر  مت  يب ن ابسطر  كم عنفرا لافرريئ يح ح  فس نيا نعم ة ت

mكثيرة اصفرئر من ابمرتبا  Bبنررض ننو ب ينئ مفر فا  m تميك n-nz  عنفارا لافارريئ يتطياب تيازين
,اببعااا   فااا  نظااائم ابتيااازين غيااار ابمتاااراص ثلاثاااا متةيااائت نحئ ياااا  Bابمفااار فا  ,IB JB VB  بااامط الn-nz   

n-nz   1m   .احاا ح ابمتةيااتعياا  ابترتيااب VB  ابعنئفاار ابلافاارريا فااسB  حاا ح تسااطرا    -ابميزنااا سااطرا
1mم ااارات  IB تحاا ح  VBن بااا ابعماا   ابتااس ت افاا  ابعنئفاار ابلافاارريا فااس ابمتةيااا  JB اابمتةياا     تحاا

. إذن VBنسااطر ابعنئفااار ابلافاارريا فاااس ابمتةياااا  2 n-nz +m+1ا بتمثياال   كيمااا تيااازين مطي باااB  بااا لا مااان
m m  كيمااااا فااااس نظاااائم مفاااار فا كثيرااااا ابم افاااا  نح  اااا  ير اااات متطيباااائت ابتياااازين ماااان m m إباااا    حاااا ة

 2 n-nz +m+1 .بن رس ابمفر فا   ح ةB :ابمعرفا كمئ ييس 
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 كمئ ييس: Bن ابمفر فا ييز ابسطريا بنظئم تابمرتبا ابقئلما   تك نعن لذ 
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 :(Numerical Experiments) ابتةئرب ابع  يا. 8.4

 Revised Simplex ) ابمع باااطريقااا ساايمبييكس   ىااس  ابطرالاا  ابم ر سااا  ابمقترحااا ابة ياا ةةمياال تنرااذ 

Method  )   طريقاااLU ابمقترحااا كثياارة اصفاارئر ( New Direct  LU ) طريقااا  Bartels-Golub  طريقااا  
Bartels-Golub  كثياارة اصفاارئر   طريقاااForrest-Tomlin  طريقااا  Reid  ابطريقااا ابتكراريااا ابة ياا ة  New 

Iterative Method)) يغااا ب ابمحا  ة فااس ىاذه ابمقئباااC++  ابنساياDevcpp 4.9  بمعاائبح  4عيا  حئساا ب بنتيا م
Athlom 3500  بذاكرة  RAM 512 DDR . 

فاس ابتنرياذات اب ا عياا بيطرالا  ابمحا  ة ميتيراا. فاس تنرياذاتنئ  Aبنيا معطيائت مفار فا اصمثائل كثيارة اصفارئر 
تيازن مفار فا اصمثائل بئساتي ام ابقئلماا  كثيرة اصفارئر Bartels-Golubطريقا   كثيرة اصفرئر  LUبطريقا تحييل 

 يمااسعياا  ابمااذك رة ةمياال ابطرالا  بتةاارح مقئرنئتنائ ابرليساايا فااس ىاذه ابمقئبااا. نظاائم ابتيازين ابمقتاارح ابمرتباا ابسااطريا ب
فاااس مسااائلل  Aمفااار فا اصمثااائل يااا اص  (5)  ابةااا  ل ي  اااايتيااارت عاااا اليئ. مااان حةااا م ميتيراااا مسااائلل ايتبااائر 

 . ابم ر سا الايتبئر
 لاختبار الطرائق المقترحة.المعدة المسائل المدروسة المولدة عشوائيا المتعمقة بمعمومات ال يعطي:  (1)الجدول  

Density n-nz m-Col n-Row Problem 

88.5% 19 51 53 5 
36.67% 883 03 83 8 
34.67% 5033 71 13 0 
54.62% 5361 61 03 4 
51.43% 53886 833 533 1 

 
ن ىنائك يماس مسائلل ايتبائر. بينمائ يمثال ابعما  ين ابثائنس إيمثل ابعم   اص ل ر م ابمسمبا ابم ب ة عاا اليئ  إذ  

. عي  ابترتياب (5ابم افقا بيبرنئمح ابيطس ) Aفس ابمفر فا  m-Col  ع   اصعم ة  n-Rowع   اصسطر  ثئبث اب
نمائ ابعما    ابم افقا بيمسمبا ابم ر ساا. Aفس ابمفر فا  n-nz  نييرا  يعطس ابعم   ابرابل ع   ابعنئفر ابلافرريا 

 ا.من ابمسئلل ابيمس ابم ر س Aاصيير فيعطس نسبا ابعنئفر ابلافرريا ابمل يا فس كل مفر فا 
 LUو طريقة  المعدلةكل خوارزمية من الخوارزميات المقترحة: طريقة سيمبميكس )مأخوذا بالثواني( :  يوضح زمن تنفيذ (8)الجدول 

 – Forrestكثيرة الأصفار و طريقة  Bartels – Golubو طريقة  Bartels – Golubالمباشرة كثيرة الأصفار الجديدة و طريقة 

Tomlin  و طريقةReid (1)من المسائل المبينة في الجدول  قة تكرارية جديدة من أجل كل مسألة اختبارو طري. 
Revised 

Simplex 
New 

Direct 

LU 

Bartels 

Golub 

-1 -1L U  

Sparse 

Bartels 

Golub 

Forrest 

Tomlin 
Reid New 

Iterative 
Problem 

0.0 0.0 0.0 0.047 3.335 0.67 0.0 1 
0.015 0.01 0.31 1.594 3.305 1.65 0.0 2 
0.016 0.015 0.312 13.5 3.484 * 0.015 3 
0.015 0.001 0.172 12.078 3.539 13.088 0.015 4 
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2.593 0.078 8.87 * 4.347 * 0.076 5 

ماان نةاال كاال مساامبا تنرااذ ابطرالاا  بئسااتي ام طريقااا ابةاا اء ابقيئسااس مبتاا لين ماان نساائس كثياا    محاائ بين      
 قيب. يبين ابة  ل ابتئبس ابع   ابكيس بيعنئفر ابلافرريا فس مةئلات ابتكرار كئميا.إعئ ة اب
 
الحمقة لمحصول عمى  اتتكرار من يبين عدد العناصر اللاصفرية في كل تكرار )نمو العناصر اللاصفرية في جميع الطرائق( : (0)الجدول 

 الجدول الذي يعطي الحل المحسن.
Revised 

Simplex 
New 

Direct 

LU 

Bartels 

Golub 

-1 -1L U  

Sparse 

Bartels 

Golub 

Forrest 

Tomlin 
Reid New 

Iterative 
Problem 

n-nz 

68 19 19 68 
67 
79 

13 69 
67 

19 1 

883 
809 

843 
853 

843 
843 

843 
848 
817 
874 

 

843 
885 

843 
815 
819 
874 

883 
883 

2 

5049 
5096 

5013 
5035 

5013 
5013 
5013 

5013 
5018 
5061 
5083 

5013 
5035 

* 5033 
5033 

3 

5394 
5580 

5361 5391 5504 
5585 
5800 
5893 

5391 
5366 

5504 
5595 
5840 
5033 

5313 
5313 

4 

53886 
53031 

53388 
5388 

53588 
53588 

* 53588 
53389 

 

* 53388 
53388 

5 

 
 

 (Results and Discussionsنتائج و مناقشات ). 8.5
نتائلح  ل. تا  ن ترئفايل افاس ةا ابطرالا  ابم ر ساا  ابمقترحاا ابة يا ة ئلح ابمحسا با ابنئتةاا بئساتي ام ت  ن ابنتا

تبااين اصعماا ة فااس . (0)   (8)ين ابةاا  بفااس  تطبياا  ةمياال ابطرالاا  عياا  يمااس مساائلل ايتباائرماان  ابمحئكاائة ابحئساا بيا
ابتااس تعطاا  مفاار فا نمثئبااو فااس  (1) ابيطااس اببرناائمح بيحفاا ل عياا  حاالابماامي ذ باائبث انس زماان ابتنريااذ  (8)ابةاا  ل 
ةميااال باااين تر ااام ابمسااامبا ابم ر ساااا بينمااائ  (0)ابةااا  ل  اص ل فاااسيباااين ابعمااا   . ةميااال ابطرالااا بئساااتي ام  (5)ابةااا  ل 

فس كل تكارار مان تكارارات ابحيقاا فاس كال ةا  ل ابتس تظير ابلافرريا  ع   ابعنئفر (0)من ابة  ل اصعم ة ابمتبقيا 
 بيحل.  يعطس تحسينئ
 مئ ييس: (0)   (8) ينيمكن نن نرى من ابة  ب     

بمقئرناا ىااذه ابطريقاا ماال ر كاال ابةا ا ل فاس كاال تكارار. يا: تعمال ىاذه ابطريقااا عيا  تغيابمع بااا طريقاا سايمبييكس .5
 ابطرال  اصيرى نة  ننيئ: 
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  يقاااااا نسااااارع مااااان طر Bartels-Golub  طريقاااااا  Bartels-Golub  كثيااااارة اصفااااارئر   طريقااااااForrest-

Tomlin  طريقا  Reid. 

 .تزي  من ع   ابتكرارات لإيةئ  ابحل اصمثل 

 فس كل تكرار من تكرارات ابحيقا.باكل طري     ابعنئفر ابلافرريا يز ا  ع 

    )عياا  اباارغم ماان نن ىااذه ابطريقااا تعتماا  مبئااارة عياا  مفاار فا اصساائس  ابعماا   اباا ايل )عماا   ابتمحاا ر
يراااا مااان ةياااا حسااائب معكااا س مفااار فا اصسااائس   تزيااا  مااان عااا   ابعنئفااار إلا ننيااائ مكعيااا  ابعمااا   ابيااائرج 

 كل تكرار ممئ يزي  من حةم ابذاكرة ب ى تنريذ ابي ارزميا حئس بيئ. ميح ظباكل ابلافرريا 

كثياااارة اصفاااارئر   طريقااااا  Bartels-Golub  طريقااااا  Bartels-Golubطريقااااا  :اصياااارى ابم ر سااااا ابطرالاااا  .8
Forrest-Tomlin  طريقاااااا  Reid  :  تعتمااااا  ىاااااذه ابطرالااااا  عيااااا  تحييااااال مفااااار فا اصسااااائس إبااااا  ةااااا اء

ىاس مفار فا مثيثياا عي ياا ثام إيةائ  معكا س ىائتين  Uىس مفر فا مثيثيا سرييا    Lحيث  LUمفر فتين 
 :من حيث ابزمن ف نيئ ابمفر فتين ابمثيثيتين.

  ابمع باي ارزميا سيمبييكس تتطيب زمنئ كبيرا ة ا إذ ننيئ نبطم من. 

   اا  طريقااا تت Bartels-Golub كثياارة اصفاارئر   طريقااا Reid   عاان حاال بعااض ابمساائلل كماائ ىاا
 ىاذا نائةم عان ظيا ر عا   كبيار  ( بائبرمز )*(.0ابتاس ناارنئ إبييمائ فاس ابةا  ل ) 1   0ابحئل فس ابمسمبتين 

 من ابعنئفر ابلافرريا ممئ بم تق ر ابذاكرة عي  الاتسئع ابمتزاي  بيئ.

 ابعنئفر ابلافرريا ابتس تراف  كل تكرار من تكرارات ابحيقالا نيحظ تيريض فس ع    . 

 من حيث سرعا ابتنريذ من ابطريقتين ابة ي تين: طريقاا تحييال مرات  53-8ح ابس نبطم بLU  كثيارة
 اصفرئر   ابطريقا ابتكراريا. 

 اببرمةا ابيطياي ارزميئت فعئبا فس حل مسئلل عم مئ تفي  صن تك ن  بئبنتيةا لا. 

: ىااذه ابطريقاا ىاس إحاا ى ابطرالا  ابة يا ة ابمقترحااا فاس ىاذه ابمقئبااا ابمقترحاا كثياارة اصفارئرابمبئاارة  LUريقاا ط  .0
 :إنيئ. (5) بحل مسمبا اببرمةا ابيطيا

  ةميل ابطرال  ابم ر سامرات من  53نسرع بح ابس. 

  يئفاا فااس  قااعا   ابعنئفار ابلافارريا فاس كال تكارار مان تكارارات ابحيفاس  ام كبيار  ئم تيري انلاحاظ  
 ممئ يظير تر  يئ ني ئ عي  ةميل ابطرال  اصيرى. . (0كمئ ى   ا   فس ابة  ل ) 1ابمسمبا 

  نح ننياائ فعئبااا ةاا ا بااذا بئبنتيةااا ىااس نساارع ماان ةمياال ابطرالاا    تيرااض عاا   ابعنئفاار ابلافاارريا
ت  ل إب  مسمبا برمةاا ننف  بئستي اميئ فس حل ةميل مسئلل اببرمةا ابيطيا ن  ابتطبيقئت اب ا عيا ابتس 

 يطيا.

 إنيئ:فس ىذه ابمقئبا.  ني ئ   ىس طريقا ة ي ة ا ترحنئىئابطريقا ابتكراريا:  .4

  ت ازح من حيث سرعا زمن ابتنريذ طريقاLU . ابة ي ة   نسرع من بقيا ابطرال 

 تحاائفظ ابطريقااا عياا  نرااس ابعاا   مااناص ل رار كاااصف اال ماان حيااث حةاام ابااذاكرة صنااو منااذ ب ايااا ابت 
 فس حةم ابذاكرة ابمطي با بتنريذ ابي ارزميا. ىئلل إب  تيريض بئبتمكي  ابعنئفر ابلافرريا   ىذا يق   

  بئبنتيةا ىس منئفس   ح بطريقاLU  ابة ي ة   نف ل مان ابطرالا  ابمتبقياا. باذا ننفا  بئساتي اميئ
  كييئر  ير بحل مسئلل اببرمةا ابيطيا.
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تا ثر عيا  معا ل  Fill-insني ائ نتائلح ىئماا بيغئياا   ىاس نن ابعنئفار  (0(   )8ين )يت   من ابةا  بنييرا  
  تزي  بئبتئبس كميا عمل معئبةا ابمعطيئت ب ي ل عا   مان ابعنئفار فاس ابميا  اباذح يحا ح  انم  ابعنئفر ابلافرري

  بئبتاائبس ابنتاائلح ابحئفاايا ماان ابتةاائرب ابمنرااذة  2210   1810ابمعطياائت. كئناات اصيطاائء فااس ةمياال ابطرالاا  بااين 
 كئفيا لإعطئء تبفر  ا   عن ابطرال  ابمقترحا   غيرىئ. 

 

 :(Recommendations. توصيات )8.6
   طريقاا ابمع باا  ىاس طريقاا سايمبييكس  LU رسنئ فس ىذه ابمقئبا ابع ي  من ابطرال  ابتس تعتم  عي  تحييال 

Bartels-Golub ريقااااا  ط Bartels-Golub كثياااارة اصفاااارئر   طريقااااا Forrest-Tomlin طريقااااا   Reid  ئكماااا 
ابمبئااارة كثيااارة اصفاارئر   ابطريقاااا  LU طريقاااا  ع نئىماائ LUا ترحناائ طااريقتين ة يااا تين تعتماا ان ني ااائ عياا  تحييااال 

تباين مان نتائلح . برمةاا يطياابحال مسامبا اببرمةاا ابيطياا   ةميال ابتطبيقائت اب ا عياا ابتاس تا  ل إبا  مسامبا  ابتكراريا
 ابمحئكئة ابحئس بيا مئييس: 

ماان حيااث اباازمن   اص اال اصساارع ن فااس بئعتماائ  ابطااريقتين ابة ياا تين فااس حاال مساائلل اببرمةااا ابيطيااا صنيماائ  .5
فااس ابباارامح   ابمكتباائت ابحئساا بيا  ىماائن فااس بئعتمئ حةماائ فااس ابااذاكرة بعاا م ظياا ر عنئفاار لافاارريا. بااذا 

ل اببرمةا ابيطيا صنيئ تعطس نتئلح ممتئزة من  ةيا نظر كثيرة اصفرئر ك نيئ تحائفظ عيا  ابمع ة بحل مسئل
 ابع   اصفيس بيعنئفر ابلافرريا.

-Bartels  طريقااا  Bartels-Golubنسااارع   ن ااال حةماائ فاااس ابااذاكرة مااان طريقاااا  ابمع باااطريقااا سااايمبييكس  .8

Golub كثيرة اصفرئر   طريقا Forrest-Tomlin طريقا   Reid . 

نبطام  Reid   طريقاا Forrest-Tomlin  كثيارة اصفارئر   Bartels-Golub    Bartels-Golubابطرالا   .0
ماارات   تتطيااب ذاكاارة نكباار   نحيئناائ تت  اا  بساابب ظياا ر عاا   كبياار ماان  53ماان طريقااا ساايمبييكس بحاا ابس 

 ابعنئفر ابلافرريا. 
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