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 الممخّص  
 

ددد ةرلمبقطددد رالتةنتددد رهدددارالهنة بدددةاراليةهددد راددد،راهبنتدددةارالةتةةدددت مرو ددد،رتعهدددت رلهنة بددد رالقتهددد رةوو رتعدددبرهنة بددد رن 
nقتةسد،راد،السدتهنمك رالررأولًارأبهرإذاركدةارر.ربتناالهعةوا رهةةمروليةرالعبتبرهارالإتنةتةاالهتوسط رلمتوانعرالهست

Rر
قسددت را تهددةباًر مددنرالترلدد ذوررمإلددنربهسددهمرادداارليددذارالتددةنعربقطدد رتةنتدد روا ددبةر مددنراه دد رهددارروكددةارلددبتبةرتددةنعرهسددتهة

nهجهو دد رهتةا دد روه بند رادد،رر تدد ربتندارأبددهرأتددرالبظدةه،رلمسددتهنمك رالبددوب،رالقتةسدد،.
Rاابيددةرتتهتددعرن ة دد رالبقطدد رر

رالتةنت .
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ر.MR54ة  رالت بتفرالعةله،رالةتةة،ر-الستهنمك ر–بقط رتةنت رر–هنة ب رنةووةر:ريةالكممات المفتاح
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  ABSTRACT    

 
 

The Brouwer Fixed Point Theorem is one of the very well–known theorems in 

mathematics. It is a generalization of the Intermediate-Value Theorem. It also has many 

proofs. First, we prove that if   is a standard simplex in n
R , and we have a continuous 

function from   to itself, then, by using the standard division of the standard n–simplex, 

this function has at least one fixed point. Then, we prove that any compact convex subset 

in n
R has the property of the fixed point. 
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 مقدمة:
هنة ب رنةووةرلمبقط رالتةنت رهارالهنة بدةارالتد،رتتندوأرهو عدةًرهةهو دةًراد،راهبنتدةارالةتةةدت ر.روتبندعرذلد رهداررتعب

الةتةةدد،روالهبطقدد،ررأتنددار دد تية.رو ددبرر(رادد،رالةتةةددتةاexistence principlesكوبيددةرأ ددبرأ دد رهنددةبد رالوجددوبر)
.رو ،رتعهت رلهنة ب رالقتهد ر1912 ة رر(1881 – 1966)(رL.E.J.Brouwerاليولببيرلوتتزارأجتةتو رجةارنةووةر)

رالةتةةددد،روالهتمسدددوفرالإتطدددةل،رأتنتيدددة(رلمتواندددعرالهسدددتهةةمروالتددد،رر(Intermediate Value Theoremرالهتوسدددط 
.روال تةغ رالهتباول ر ةلتةًرلهنة ب رندةووةرت تمدفر1817ر ة  (1848 – 1781) (Bolzano)التشتك،راه  (رنولزابو)

ر(Jaworowski & Othersر1995:ر)رللاطلاعر منرتةةت يةرابظة.متلًار ارالبصراه م، 
والا ت ددةبرالةتةةدد،ررالةتةةدد،روتكهددارأ هتدد ر ددذررالهنة بدد رادد،رأارليددةرالعبتددبرهددارالتطنتقددةارادد،رهجددة رالت متدد 

تنددةاورر.(رGame Theory)روبظةتد راهلعددة  لمبقطدد رر(Banach)خبددةهنة بد رنةرإتنددةا دذررالهنة بدد ر مدنرالبقددتضرهداررا 
اد،ربظةتدد رالبقطد رالتةنتدد ررأورهعةواد رالتةنتد رمروالدذيرتتسدد رنةلنسدةط روالسديول ر.ركهددةرأبدهرتسددت ب ر قدةقةرلتسدارهطةو دد 

رالهتةت رمرن رتعتهبر منرطةةرهارالتنولوجتةرالجنةت .ر
ركهدةرأا.ر(Graves,1940)ربظدةار(Homology Theory)ر دذاروتهد رنة دةارليدةرتسدت ب رالبظةتد راليوهولوجتد 

 ,Milner)ابظدةرر8722(ر دة رJ .Milner)رتنتيدةكهدةرأر.(Hop & Alexanderoff, 1935)ابظدةنة ةبدةًرخ دةررليدة

ر.(Border, 2002)وا،رر(Zeilder, 1995)ركهةرأُتنتارنةست با رالستهنمك را،ر.(1978
رتةس،.سبتنارالآار   ر ذررالهنة ب را تهةباًر منرالتقست رالبظةه،رلمستهنمك رالبوب،رالق

nكد رهدةرسدتةبرذكدةرر دوراد،رالهةدة رالشدعة ،إلدنرأارا،رالنب رلانبرهارالإشةةةرور
Rتد رم R هجهو د راه دبابرر

ر ببر  تحرهوج .رnوررreal numbers) )ال قتقت ر
رر.لاست باهيةراتهةرنعبرا،رالةتةةتةاروالهعةوا رنعضرالتعةةتفرالنستط نرةلتذكتةسبهيبرللاتنةارن

ر
رتعاريف:
لبهدةضرأارر.1 r10 u....,,.........u,uهجهو د رهدارالبقدةطراله تمهد راد،رn

Rدبب ةرر r+1تد رر r =1, 2, 

أورادد،رالوةددعرالعددة رإذاركةبددارالهجهو دد ررgeneral positionو رإار ددذررالبقددةطرادد،روةددعيةرالعددة ر.ربقدد..………,3
 0r0201 uu,........,uu,uu هستقم ر طتةًرlinearly independentررو ذارالتعةتدفرهسدتق ر دارا تتةةبدةر.

ر.ر(Zeidler, 1995,  p.46رهتلارًر.ر)ابظة0uلمبقط 
هجهو  رجزقتد رغتدةر ةلتد رهداراةدة رشدعة ،ررA ت ررم A (convex hull of A)درغمفراله ب رلالهإارر.2

Xورأ غةرهجهو  رجزقت ره بن را،ررم Xت ويررAرندرلهرمروتةهزcoA. 

هارالواةحرأاّرر K و محدبة A K:XK coA .ر
إذاركةبددارر.3 r10 u..,,.........u,uادد،رالوةددعرالعددة رادد،ررn

Rتدد ررر r = 1,2,3 ……الهغمددفررادداارّرر
(رالدددذيرةهوسدددهررr- simplex)رر"رrر–السدددتهنمك رر" أورم"r راهنعدددةبرا"السدددتهنمك رذرتسدددهنراله دددب رليدددذررالبقدددةط

01r u,u.......,,uدةهزرلهرنوترم r210 ..u..........uuuأورر r0 u,,.........ucoررر.ر

رأيرأبهرالهجهو  ر











1λΣ   & i0λ,uλΣ:R i

r

0i
iii

r

0i

n xxر

ررi = 0,1,2, ………rر ت 
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r0اه بابررتسهن λ..,,.........λر(الإ باتتةارالهةكزت رbarycentric coordinates)ر
ر.را،رxرلدر
إذاركةبددا.ر4 

r,10
u....,..........u,uاله تمهدد رهدداربقددةطالهجهو دد رهدداررn

Rر:وكددةارمادد،رالوةددعرالعددة ورر
   

r,10s10
u...,..........u,ub...,..........b,b ادداارالسددتهنمك ررsbbb مرولبةهدددزرلددهرنددددرر10.............
τرةرًيوجرتسهنمر(faceرهارالستهنمك ر)ruuu ر.ررندالهسهنرورر10..........

ذاركةارور ر.رأهةرإذارت قةرإةةا رإلنرذل رأار:رر(رلدرfacet)ريةرًت رج رورُ بب ةرتسهنررτاااررs=r-1ا 
   

rjs uuubb ,.....,.,,............,,......... 00 ر مرأيرأاَّ
   rjjs uuuubb ....,,,.,,............,,......... 1100 

 

ت ه بب ةررتكوارτااار ر.رjuالهقةن رلمةأ ررالوُج 
n(ر دددورالسدددتهنمك راددد،ررThe standard n-simplexالسدددتهنمك رالبدددوب،رالقتةسددد،ر).ر5

Rالدددذيرةهوسدددهرر
(verticesرر:) 

 

ر
ر
ر
ر
ر

ر؛رjFندددررjuهرالهقةندد رلمددةأ رتددمروبةهددزرلموجربةهددزرلددهرندددر
رأيرأار:ر
njjj uuuuuF ....................... 1110 ر

nااذاركتنبةربقةطر
Rرالب ور منر: nxxxx .,,........., 21راابهرتكوارر

ر
ر
ر
ر
ر
ر
روب،رالقتةس،:التقست رالبظةه،رلمستهنمك رالب.ر6

هجهو دددد راه ددددبابرال دددد ت  رر+Zر تدددد Zmمرولبهددددةضرأارلبأ ددددذرالسددددتهنمك رالبددددوب،رالقتةسدددد،
ررولبةعرمالهوجن رالهغةتةةرلم هة

m

1
ر.ر

}= x:ررردهةار  ت  رلهةة x باتتةارإك رر{لبةع mVر
رهجهو  رالةهو .رmVرتسهن
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رإذاركةا:رmVهاررورu ت ر"ررأت،رنعبترuر"بقو رإار

 
nn uuuuvvv .....,,.........,,...,,......... 211 ررركةاورررjj vu ر

رركةاهتلًارمروررkهةر باروا بةمرولتكاررjهارأج رجهتعر ت ر kk uv. 

  بعنةر ارذل رةهزتةًرندر"ور  u  ر.ر"ر
nvvvررر"ررال ددددددددددددددغتةة"رالستهنمكسددددددددددددددةاركدددددددددددددد رهجهو دددددددددددددد ررmDلددددددددددددددتكار رن تدددددددددددددد ر 10...............

  nn vvvvvv  .............,,........,, 2100 رر
jj)ن ت رأارك رر vv 1ر.ررا،راتجةرره تمف(رررر

ر.رلدرةرًبظةهترةرًتقستهررmDالهجهو  رر بب ةرتسهن
ر:ق )رتهيتبت (توط
ر.راااروا باًراقطرههةرتم،ر  تح:رmDهرأ بر بة ةرالهجهو  رت رج رورٌرτلتكارر
ت هورُمروأبهره تودرا،رأ بروجتيةارτ(رر8 ر.mDلعب ةروا براقطرهاررج 
ر.mDهرلعب ةتاراقطرهارت رج رمروأبهرورُوجتيةاأيرهارغتةره تودرا،ررτ(رر5
nالإتنةارناجةا رنعضرال سةنةارالنستط را،ررتهكاور

Rر.ر
ررهلا ظ :

سدتهنمك رملرmDلتقست رالبظدةه،رهارأج راالهعةوا رر(Sperner's Lemma)سبتنارالآار   رتوطق رسنتةبةر
ر.mD"ر غتة"را،ررتهنمك هتزرك رسةرالبوب،رالقتةس،ر.رورهارأج رذل رسبنتاركتفرتهكارت

kjكهدةرتمد،:رأيرةأ راد،ررررmVمروبةهدزرلمدةهو راد،رjبـjuلبةهزرلمدةأ ر uuتةهدزرلدهرنددررررررررررjأوررk.رر
وأيرةأ را،ر


uuu

kj
ر.ررأوررkأوررjرر   تةهزرلهرندررر

"ررتةهدزرلدهر"رنهجهو د رغتدةرهةتند رهدعرجدوازرالتكدةاةررmDوهارت راااركد رسدتهنمك ر دغتةراد،ررو كذاربوالت .
ورتهكدارتةهتدزر دذارر.002رمراد،ر دتار دورت تمدفر دا202 رر دور دتار022.رلدذل رادااررزركد رةهوسدههأ وذةرهارةهور
ررmDنعضر بة ةر

ر)ربوارتكةاة(.رn.…012ندر
ر
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2

U2

122
2 1

122

122222

2
2

2

022

022
022

222

122
0

012

012 011

012

001002 1

1

U1

2

0
U0

010

002

2

m  =  4

ر
رررر

ر:ر)رتوطق رسنتةبة(هنة ب 
رنددددوالهةهدددزةر"ال دددغتةة"رةارسدددتوجدددبر دددببرادددةبيرهدددارالستهنمكرمخبهدددةرًمركهدددةر دددورهو دددوفررmDاددد،رايرتةهتدددزرلددددر

012……nر.ر
رالإتنةا:

رn = 1إذاركدةارررررررررررررررررر(ر.ررmathematical inductionسدبتنار د تيةرنةلاسدتقةا رالةتةةد،ر)رررر
راابهرلبتبة:ر

10
0 أو 1

m = 4
0 أو 01 أو 1

U1U0

ر
رمر0_____1أورر1______0هت رر"رال غتةة"رب اربن  ر ارالهجةلاار

ريةرهاربيةت رإلنرأ ةد.ات ببرالهجةلاارالجزقت رالت،رتتغتةرالةهزررأيرأببةربن  ر ا
رهارالهةاا.رةرًاةبترارًااارالةهزرتتغتةر ببرررر1ندرر1uوررر0ندررر0uنهةرأببةربةهزرلدر

ررر.رررررررررررررn = 1أيرأارالهنة ب ر  ت  رهارأج ر

مروالهق دوةرمروأارتةهتزررn-1الستهنمك رالقتةس،رذيراهنعةبرر وربس  رهارر هاnFبلا ظرأارالوجهر
رر.ررn - 1ليذارالستهنمك رالقتةس،رذيراهنعةبررمر ورتةهتزرnF منر
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2
U2

1 أو 2
0وأ      2

1

U1
U0 0

0  أو  1

ر
يدةارهدارت رادةبيرهدارالوج ررت تدوير مدنر دببرnFالوجدهررn ≥ 2تقو :رإبهرهارأجد ررلذل راااراةةتةتبةرالاستقةاقت 

رN()أارمرلبهدةضررmD اد،رررر كد رسدتهنمك ر دغتةرهدارأجد ور.ر(n - 1) .… 012رنددمرالهةهدزةررmDر بة دة
ت يةار رالهةهزةرر ببروٌج 

ر.ر(n - 1)  .… 012رندر
روهارت رااا:رر

رn…………012رهةهزاًررإذاركةار
10ر ت رjهارأج ر ته رهعتب رلدررj(n-1) ….012هةهزاًررإذاركةار  njررر

را،ر لافرذل .
ر
ر
ر.ررM وررn.…012رندررالهةهزةرmDلبهةضرأار ببر بة ةرر

ررر (mod2)ررر:روهارت رااا



mD

)(NM


ر

ر.ر(n-1).…012الهةهزةررmDيةار بة ةرت رإار ذارالهجهوعرت س ر ببروج رر

 بة دةررهراد،رأ دبت د بر سنارهةتتار.روهارالتوطقد رالسدةنق ربجدبرأارأيروج ررر"با  "يةارالوا ع رت رولكارالوج ر

mDيدةًرلعب دةروا دبرهدارت رإهدةرأارتكدواروج ررmDوجتيدةارمروه تدودراد،رأ دبلعب دةتارهدارهت دج رأورأبدهرورُرم  mDرر

ةًرسدالدذيرتهكدارأارت دويرستهنمكرهرالو تدبرهدارت دالوج رر.رولكداوجتيدةارر رهةتتا(روغتةره تودراد،رأ دبس ر)أير رُ
ر.رلذل رااا:رnF ور(n-1).…012ندر غتةاًرهةهزاًر

Mرةارذااراهنعةبرس ببرالستهنمك(n-1)ا،ررnF012والهةهزةرر ….… (n - 1)رر
ر.رو ورالهطمو رررررر(.الهةةتةارالاستقةاقت ر)هار1ر

ر:رة(ةوو ر)ن رهنة ب 
ربقط رتةنت روا بةر منراه  ر.رGلمتةنعر.راااررارًهستهةررةرًتةنعرG:راررةًروكة تةسترةرًستهنمكسررإذاركةا

)(

0

2

1

N
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رالإتنةا:
أيرأار:ررررررررررررر.رG رسدددةطنوررررjuالتددد،رأ دددذارنعتدددباًر دددارررهجهو ددد ربقدددةطرررjCأاررلبهدددةضمرjهدددارأجددد ركددد ر
    uuGuC jjj   رررر:)(

رررررررررررررررررررررررررررررررالإ باتتةارالهةكزت .رj ت ر).(
ر.رهستهةااررjورGأاررومر"ر"رندرأبيةرهعطةةرنسن مررهجهو  رهغمق را،ررjCبلا ظرأار
ررjCنةسدت با رالهجهو دةاررmVو راد،رولبةهّزرالةهررمر+Zهاررm ت ررلدررلبظةه،التقست راmDلبهةضرأار

رالتةل،ر:رب و منرال
ا،ررuربعم رأبهرإذاركةا

siii uuu ...................
10

رااارك رالا باتتةارالهةكزتد ررمهارر ujررهدارأجد رر:

 siij ...,.........0رارّمروا رأ هةةرر ،ر 



s

r

i u
r

0

1.ر

uVmلبهددةضرالآارأار ادداارهجهددوعرالإ ددباتتةارالهةكزتدد رالهوجندد رتهةهددةًرلمبقطدد رهددارتدد رّور.رuتسددةويرالوا ددبمرر
رن ت رأارّهأ وذررjوهجهوعراه باب     0α:G α jj uuر

ر.رأ غةرأورتسةويرالوا بر
)وا بر منراه  (رن ت رررjوهارت راابهرتوجبر       0αوαG α jjj  uuuر.ر

ر.ررركةهزرلدرjهاررارًلب تةةروا ب
)وا ددبررτبددهرتوجددبرسددتهنمك رتوطقدد رسددنتةبةر"ررتقتةدد،رأر"رروهددارتدد رادداار.رmVو ددذرروةددو ةًرتعددةّفرتةهتددزاًر مددنر

τ )ال هةرزوج،(.روهارت رااارn.……012مرهةهزاًرندررmD منراه  (را،ر ر.رررررjCرأيرهالهرةأ روا برا،ر 
ررر
ر

2
U2

n=2

m=4

1 أو  0
U0

0 1
U1

ر
nهعطنرندررإار طةررر.ررτهاررmyلبهةضرأار

m
diam

1
)( رمر

nتقددعرةددهاررmyاددااررهددارتدد رو
m

.ركددذل رادداارالهتوالتدد ررjCهدداربقددةطرر1 myادد،رالهجهو دد رالهتةا دد ررم

رمرهتلًامولتكارمت توير منرهتوالت رجزقت رهتقةةن رم 
qmyاااورهبهررمσzymq .ر
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لبهةضرأار
qmyتقعرةهاررn

qm

ر.ررjCا،ررqaهارالبقط رر1

روهارت رااار:ر

























 z,
m

yd
m

y,
q

adz,d0
qqq

aر

ر
nتةنعرالهسةا ر)الهتة (رالإ متبيرالهزوبرنيةرررd ت ر

R.ر
ااا:ررq رتسعنرإلنرال هةر ببهةر جاولهةركةارك ر برهارالطةفراهتهارهارالهتةر

0z,
q

ad 






.ر

راااَّرلذل ر
jq Caر(هارأجد ركد رqر)مروأاررzqa رولكدار.jCهجهو د رهغمقد رمرلدذل ررzC j ر.رو

zCمرلذل راااررj ذارالكلا ر  تحرهارأج رك ر j هارأج رك ررjر.رر
:رهارت رّ    zzG jj  هارأج رك رررjر.رر
ولكا   

j j 1zGαرورر  
j j 1zαأ نحرلبتبةرهبهورر    zαzGα jj هارأج رك ررjهارت ررو.ر

  zzG ررر
رر.رو ورالهطمو 

ر(Goebel&رر Kirkور1990سبوةبرالآارنعضرالتعةةتفرالهعةوا ر)ابظةرهتلًار
ر: تعريف

إذاركددةارلكدد رر(Fixed Point Property)إبددهرتتهتددعرن ة دد رالبقطدد رالتةنتدد رر(X, d)بقددو ر دداراةددة رهتددةير
ربقط رتةنت روا بةر منراه  .رXإلنررXتطنتةرهستهةرهار

 :تعريف
ر  إبددهرررr:ر.ربقددو ر دارتطنتدةرررXهجهو د رجزقتد رغتددةر ةلتد رهداررYاةدة رهتددةيمروررXلبهدةضرأاَّ

ر.Yهاررyهارأج رك رررr(y) = yإذاركةارهستهةاًرمروكةارررY منررXلمهةة رر(retraction)(رش رةةغطر)ك ةه ر
ر(.X)ابكهةشرالهةة ررXالهةة رر(retract)هةغوطررYوبعنِّةر ارذل رنقولبةرإار

ر: مبرهنة
رXهةددغوطررYتتهتددعرن ة دد رالبقطدد رالتةنتدد مروكددةاررXإذاركددةارالهةددة رالهتددةير تتهتددعرن ة دد رالبقطدد ررYمراددااَّ

رالتةنت .
ررGoebel) &ررKirkورر8773ابظةر): الإثبات

ر: قضية Rالستهنمك رالقتةس،را،ررلبهةضرأاَّ
nر Rهجهو  رجزقت رهتةا  روه بن را،ررGمروأاَّ

n.ر
ر ت ر0 مراابهرتوجب(barycenter)هةكزرهجهو  ربقةطررbإذاركةبارأتنارأبهر (8   ;bB.ر
Rهدداررkتوجددبرأتنددارأبددهروهددارتدد َّر (5

nمروهددار 0\Rمرن تدد رإذاركددةا  xx kgمر تدد رxهدداررGمر
nnو

RR :gر مراااَّ  Gg. 

ر (0 كذل راااَّ GgGg :وهتوهوةراتز رر homeomorphism. 



رنةكتةررررررررررررررررررررررررررررهنة ب رنةووةرلمبقط رالتةنت ستهنمك رالبوب،رالقتةس،را،رإتنةاراست با رالتقست رالبظةه،رلم
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ر (3  تتهتعرن ة  رالبقط رالتةنت .رGإاَّ

 

رر: الإثبات
رهارالسي رإتنةارذل . (8
ر (5 ررGنهدددددددةرأاَّ رادددددددااَّ ر(1).روهدددددددارGهددددددداررxهدددددددارأجددددددد ركددددددد ررxهتةا ددددددد مراابيدددددددةره دددددددبوبةمروهدددددددارتددددددد َّ

لبتبة   ;bB؛روهبهر  xx



bgر مروهارت َّراااَّ  Gg.ر

 و:ررgهارالسي رإتنةارذل رخ ذتارنعتارالا تنةةرأارالتطنتةرالعكس،رلدر (0   byg 



 y1. 

 

 

ر (3  مروهارت َّراابيةرتتهتعرن ة  رالبقط رالتةنت .هةغوطررg(G)إاَّ

ر GGghلبهددددددددددددددددددددددةضرأاَّ )(:رر GGf وهتوهددددددددددددددددددددددوةاتز مروأاَّ :تطنتددددددددددددددددددددددةرهسددددددددددددددددددددددتهة.روهبددددددددددددددددددددددهر
  )(:1 GgGgfhh هستهة.روهارت َّرااارلهربقط رتةنت مرولدتكامرهدتلًامررzر .رأيرأاَّ  zzfhh 1رإذارر. 

h(z)(ر=f(h(z)ر.رأيرأاَّرh(z)بقط رتةنت رلدررfرإذار.Gرتتهتعرن ة  رالبقط رالتةنت مرو ورالهطمو .ر
ر

nنةلاستهةبةرههةتقبّ رسبتنار   رهنة ب رنةووةرلمبقط رالتةنت رهارأج رأت رهجهو  رهتةا  روه بن را،
R.ر

رnRأت رهجهو  رهتةا  روه بن را،ررGإذاركةبارر:مبرهنة رتتهتعرن ة  رالبقط رالتةنت .ررGمراااَّ
 :الإثبات

ر nالستهنمك رالقتةس،را،ررلبهةضرأاَّ
R.ر
nnوهدددارالقةدددت رالسدددةنق رادددااّر بدددة رتطنتقدددةًر

RR :gمدددنرالب دددورر   kg  xxهدددارأجددد ر تهددد رهعتبددد رر
xهددارRمروkهدداررn

Rن تدد رتكددوارر  Ggر .ركددذل راددااَّ Ggهةددغوطررمروهددارتدد َّراابيددةرتتهتددعرن ة دد ر
رالتةنت .البقط رتتهتعرن ة  ررGالبهط رالتةنت .رإذار

ر
ر
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