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  ABSTRACT    

 
This paper presents a certain method of determining the range of  variability  of 

some linear  functional defined by the Caratheodory  Class (i.e.  the class  of analytic 

functions in the unit disk ( )z  1  with a real positive part f(0)=1) and by the Class of 

Starlike Functions related to it. Using the integral  representation of functions in these 

classes, some estimations for the functional of the type      ]z'f,zf[ F  =f J 00  

have been obtained. 
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لثادرلا لثملاةيدة ثةتطدريلات لثلط فظدة ذد  ة لثدمرل  لثتطةيةيدة لثلت  يددة , دظ يدهد   إطمى لثلرلضيت لثت  تهدت  
أ دد  م ل ددة لثل دد ئ  لثقصددرى فدد  لاتةددف  أطددم  لثفدد رر لث ئي ددة  لثلت صدد   ثهدداه لثدظ يددة ذدد ر ثةلددد ة  لثل ددترية ا 

مرل  لثتطةيةيدددة ا لددد  أللةدددة ذددداه لثم ل ددد ت يلاددد  أ  تادددر  ل دددأثة تطميدددم ل دددتتق  لثدددملث )أه لجلرعدددة لثقدددي  لثتددد  لثددد
 يق ةه ذال لثملث  ( لثاه  اةب لثت  

  1                              ],...z'f,z' f,zf,zf[ F  =f J 0000  
 طم ف  ح ا لثرل ف  أ    لتيدة ل  لثمرل  لثتطةيةية ر لثلت  يدة رلثلت ف 1z D  0 طيديz   دقةدة لد

 اذال لثق ا
ا  [5]ر  [1]للدد   ذددد س  ة ددةة لتا لةددة لدد  لثة لئدد  لثتدد  تتدد ثو لثل دد ئ  لثقصددرى فدد  أ دد  لثددمرل  لثتقميددة

 لت لثفضدد   تدد  فدد ) ددتف م  لدد  ح  ةيددة لثددمرل  لاتتتلددم عةدد  ل رذدد  إطددمى ذدداه لثةدد   ذدد  ة يقددة لثتلليدد  لثتادد لة 
 ددتةجا للألدد  لثدداه يجتدد  لت ثجددة لثل دد ئ  لثقصددرى أالدد   ددهرثة فدد  ذدداه  -لثتلليدد   رل ددةة تا لدد   يلدد   (لثتقميددة

 لثفض  لت راصرصً  ف  لثط ثة لثاةية ثةملثي تا
لثملثي ت ل  لث ا  إث  م ل ة  يهمف ذال لث طي  1  ف   ت  أ د  لثدمرل  لثتطةيةيدة الت لثتلليد  لثتاد لة   

ر   لثغددلاف لثلطددمب فدد   دد ي  اثددس  ددرف د ددتفيم لدد  لفهدد ا لدد  تطميددم لجلرعددة حيلددب فدد   تدد  لثطدد لات لثا صددة
 :ة لثغلاف لثلطمب لثةاي  دت ضهل  فيل  ية دظ يثةلجلرعة رل  

 
أصدددددغ  لجلرعدددة لطم دددة تطتدددره عةددد  ذدددداه  لجلرعدددة ايفيدددة فددد  لثل دددترها ددددمعر W  ثدددتا   .2.2تعريففف 

321ا  لثغدلاف لثلطدمب ثةدقد ة  W convرد لد  ثدب  د ث ل    W ثةلجلرعدةم لثلطدم د ثغلاف  لثلجلرعة  w,w,w  
 لللًا , ذر لجلرعة دق ة لثللةي لثاه تقت  ؤر ب ف  ذاه لثدق ة ا

 
  ثتا   ا2.2يةنظر  tH   ملثة عقميدة ل دتل   الت لتطدر  طقيقدt    لد  لثلجد],[ ba    رثد لد    د ث ل 

],[U     ثلجلرعدة لثدمرل)( t 1 غيد  لثلتد حصدة   فد  ذدال لثلجد    طيدي يادر)( )(    ا
 عدمئا تتة    لجلرعة حي  لثتا ل  

  2                          



 td)t(H)(J  ,      ,U  

 لثلتة    ثلت مثة لثغلاف لثلطمب ثةلدطد  لت (  لت تغي ) 
. t   , )t(Hw :   

 ا [4]ر    [1]ل  ل  ل جت لل اأ ذدة لرجرم ف    ذ   ذاه لثل 

 
 Cالمسألة في الفضاء  عرض. 2     

لثددمرل   لثتطةيةيددة فدد  حدد ا لثرلطددم   لجلرعددة hثددتا    .2.2تعريفف  1z   الت لثق دد  لثطقيقدد  لثلرجددب
رلثتدددد  تطقدددد  لث ددددد ة   10h   ري لدددد  ثهددددد تتدددد ف ذدددداه للأ ددددد    أ دددد   ادددد  لتيرمر ه )أر فضددددد   ادددد  لتيرمر ه( ا  

 اC  ث ل 
 ق   لثتللي  لثتا لة  للآت :ت C[ ا  ملثة ل  لثفض   1ل  لثلتةر  أ  ]
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(    فدد  ذدداه لثط ثددة ملثددة غيدد  لتد حصددة فدد  لثلجدد  , ريطقدد  لث دد ة    1 ) ا
تت ف لثتلاحة  3  فد  لثفضد    (  ثصديغة لث ديريدة  ثتللي  لثتا لة  ثةمرل  ) أرC   ا     دتامل  ذداه لثصديغة يلاد

 ا [5] ةة ف  تر رثرجي  لثتق  ب لثلدتظ لت لصة رلت ل  Cلأ    داا  لده  أ  ل C ل تدت ج ارلا الي   ثلأ   
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ذددد  لثغدددلاف لثلطدددمب ثةلدطدددد  لثلتةددد   nbللأللددد    تطدددر أ  لجلرعدددة   5.5يدددة دظ  رذدددال يتدددد   ط دددب لث
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 رذر لثلةةربا 
 اتففتطبيق .0

z(f)f(F(ا لجلرعة حي  لثملث  0.2تطبيق 0  يادر  عددمل Cf   0رz  حد ا لثرلطدم  دقةدة لد 
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 لث ا   C ل  أ  ثترل ت للأ     االبرهان
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لتةيددد     ثتلاحددددة Rردصددددف حة ذدددد  0wتللدددد  لت مثدددة ملئدددد   ل ا ذددد   لثتددد   4  لثغددددلاف اددددر  ا ر ددداثس ي
Rwwلثق ا لثلغة  لثاه لطيةب لثملئ   لثد تجة دف ه  أه ذر ثهاه لثملئ   لثلطمب 0  رذر لثلةةربا 
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z(harg(21ر  Chإال ادد    .0.2تطبيفق 0    فدإ  لدةقددة تطدر  لثددملثh'h)'h,h(F   تقددت
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 (ا5.5)لاطظ ذد  أدد    ذد  عة  ذاه لثدتيجة مر  للا تت دة   ثدظ ية رذر لثلةةرب 
 

رتطميدم لثل دتق   محدة  5.5رل دتق ته  ف  لالاد   أيضدً  ل دتامل  لثدظ يدة h إال ا   لثملث  اةيدً    ثد د ة ثةملثدة
 ا صةا ي ي  اثس لثلل   للآت :ف   ت  لثط لات لث

 لدةقة تغي  حي  لثملث   0.0 تة ي 
,   Cf  ,    

    n1,2...,k   ,)z(h)z(h)h,h(F kk  
0zف  لثدقةة      ذ  لثق ا لثلغة!k21w  ا 

Cf ل  أ   البرهان.  ل تق   لثة في  ف  فإ  3 ؤمه إث :ي ل  لثتتريا ف  لثملث  أعلاه 
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  :لث دددددددددددددا   فددددددددددددد  ذددددددددددددداه لثط ثدددددددددددددة  ثةلدطدددددددددددددد   ثلت مثدددددددددددددة دلاطدددددددددددددظ أ   5.5 ددددددددددددد ث جرر للآ  ثةدظ يدددددددددددددةر 
 2t0    ,e!n21H(t)  w: ikt  

k21w!  ملئددد   لت مثتهددد  لثددداه  يللدددد   ر ددداثس يادددر  لثقددد ا لثلغةددد  ا!k21w ذدددر لثغدددلاف 
 ي  لثملث  لثلةةرية ا ح تطر لثاه ي ا  ف  لثرحت دف دب لدةقة   لثلطمب ثةلدطد  
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 Sفي الفضاء  تطبيق المسألة. 4
يقةددت  0لدد  لثدقةددة  لً إال ادد   ادد  ل ددتقي  لدد    0دجليددة   ثد دد ة ثةدقةددة  Gا دقددر  إ  لثلدةقددة  4.2تعريفف 

 )أر دصف ل تقي  رلطم أر حةتة ل تقيلة رلطم (اذاه لثلدةقة رف  ل تقي  رلطم 
لثتطةيةد  فد  حد ا لثرلطدم  إددب تد  ت دجلد  إال ا ددت صدر   حد ا لثرلطدم   f ا دقر  عد  لثتد  ت 4.2تعري 

فض   لثترل ت لثدجلية لثاه يت ف   Sي ل  ثلجلرعة لثترل ت ل  ذال لثدرر   ث ل  ذال لدةقة دجلية   ثد  ة ثةصف ا
 ا)أر  أ    لثترل ت لثدجلية( 

 ا أه أ  C [5]ثلأ     f'fzيا فئ لدتل   لثملثة  Sثلأ     fل  لثلت رف أ  لدتل   لثملثة 
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 فإ  Sf ل  أ  البرهان .

   












 td  ze-1 Log 2 it

e zf 
 :ر  ثت ث 

    
   













 td  ze-1 Log 
21

it

ezfzfF 
 :ر اثس يار 

      









 td  ze-1 Log zfzLog it21 

د ددددتدتو أ  لدةقددددة تطددددر  لثددددملث   5.5 يددددةدظ    لا ددددتف م  لدددد  لث   21
zfzLog  ذددددر لثغددددلاف لثلطددددمب

 ثةلدطد  
     t-   , z    , ze-1 Log  w: 00

it 
z z,   10عدمل  يار  أدب  أرلاً  ثلت فة ذاه لثلدةقة دلاطظ 0     فإ 

      -   ,e -1e-1e e-1ze-1 itiiitit 
z Logwلثفددددددد ر لث ئي ددددددد  ثةرغددددددد  يت  لددددددد  لثطقيقدددددددة أ  د دددددددتفيم  لددددددد    يدقددددددد    دددددددا  لطددددددد فظ  لثقددددددد ا

z-1 لثلغة   إث  لثلدةقة G لثد تو ل  لثلدطد   لثلطم ة  رلثلطمم    ثلطية 
         , e-1 Log  w: i 

لثملث  حي  تطر لثلدةقة دف ه  لثت  تذ   Gر اثس تار     21
zfzLog  رل  اثس د تدتو أ   اضلده

صر     21
zfz  ذ  لثصر   لثتا ية ثةلدةقةG  أه لثق ا                     

10   ,z     ,1-z 0   
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