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 الممخّص  
 

المقالة، قدمنا  عندما نصادؼ مشكمة ما و نريد حميا فينبغي أف نجمع المعمومات الضرورية المتعمقة بيا. في ىذه
النمػػػوذج الرياضػػػي المعمػػػـ لػػػػتعمـ مشػػػكمة. در ػػػنا  ػػػػموؾ العطػػػي و التقػػػاري لطػػػريقتيف عػػػػدديتيف ىمػػػا عوارزميػػػة أولػػػػر و 

ىػاتيف شػبو المنحػرؼ بتطبيقيمػا عمػن النمػوذج الرياضػي النػاتي. لتوضػيل  ػموؾ الحػؿ و العطػي طبقنػا  –عوارزمية أولػر 
. طورنػػا برمجيػػػات لتنليػػذ العػػػوارزميتيف المدرو ػػػتيف Matlabو  Mapleداـ العػػوارزميتيف عمػػػن النمػػوذج المعمػػػـ با ػػػتع

410hلحؿ النموذج المعمـ. وجدنا عدديا أف القيمة المثمػن لطػوؿ العطػوي ىػي    و أف العطػي المطمػؽ الموافػؽ ي ػاو
 , rk2 , rk 23 , rk4 , rk45الطرائػؽ الصلر. أجرينا تجاري محاكاي عديدي لطرائؽ عددية معتملة. كانػت أفضػؿ ىػذه 

Embedded rk , Modified Euler  حيث(rk  ىي اعتصػارا مػفRunge-Kutta تبػيف مػف التجػاري العدديػة أف .)
410hالقيمة المثمن لطوؿ العطوي ىي أيضا    شبو المنحرؼ ىػو عمومػا اضفضػؿ  –إلا أف أداء طريقة أولر و أولر

شػبو المنحػرؼ يتلػادل حػؿ  –أولػر  التنليذات و مف أجؿ عيارات معتملة. أعيرا، أجرينا تعػدي  عمػن عوارزميػة في جميع
 . Mapleم يلة غير عطية في كؿ عطوي با تعداـ 
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  ABSTRACT    

 

When we face a problem and want to solve it, we must collect the required 

information related to it. In this paper, we introduced generalized model of learning of 

problem. We studied error behavior and the convergence of the Euler's and Euler-

Trapezoid's algorithms by applying them to the model obtained by using Maple and 

Matlab. We developed software for implementing the considered methods when solving 

the model obtained. Numerically, we found that the optimal value of step size was 
410h  and the corresponding absolute error was zero. We carried out more numerical 

different methods. The best methods were rk2, rk23, rk4, rk45, embedded rk, Modified 

Euler, but the performance of considered methods was the best. Finally, we made 

modification to Euler-Trapezoid method that avoids the solution of non-linear problem by 

Maple.  
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 :مقدمة
( ىي قمي العموـ الرياضية التطبيقية و ىػي عمميػة ا ػتعداـ Mathematical Modelingالنمذجة الرياضية )

يػتعمـ كيػؼ  تؿ  ػبؽ أف شػككىػ. [1,2]اضفكار الرياضية لإيجاد أجوبة مليدي لممشاكؿ التي تواجينػا فػي حياتنػا اليوميػة 
الصحيل. إننػا ف فإنؾ في المكااضمر كذلؾ،  ؟ إذا كاف مقدرتنا التعميميةنشكؿ  كيؼ، أَو أف نتعمـلنا ي مل ماذا و ناس ال
 اأننثانية، وفي أغمي اضحياف نحف لا ندرؾ الطبيعة بالن بة لنا التعمـ ىو ال. نعممو ن معو أو نراه أومف كؿ شيء  مـنتع

لقد أتت بذور اللكري اض ا ية مف صياغة نموذج رياضي يتعمؽ بتعمـ مشكمة  .!ناتحياكؿ ىذا يحصؿ يوميا في  –نتعمـ 
الموضػػوع ا ػػتغرقت أكثػػر مػػف  ؿبعػد عمػػؿ د وي فػػي النمذجػػة الرياضػػية و المعػػادلات التلاضػػمية و درا ػػة م تليضػػة حػػو 

إلػن صػياغة نمػوذج  نا، توصػم[3]لي ف. ؽ بعممية تعمـ مشكمةلـ يتـ التوصؿ إلن صياغة نموذج رياضي يتعم نتيف. إذ 
إف المعػدؿ الػذ  يػتعمـ فيػو شػعص مػا  يمكف صياغتو كمػا يمػي:و بنموذج تعمـ مشكمة  يدعرياضي يتعمؽ بتعمـ مشكمة. 

مشكمة ي او  الن بة المئوية لممشكمة التي ينبغي أف يتعمميا. فإذا كانت L t عمـ المشكمة التي نحف بصدد أف مقدار ت
  :نتعمميا عندئذ يعبر عف معدؿ تغير تعمـ المشكمة بالع قة

(1                                          )100
dL

L
dt

  

100أ  أف معػػػدؿ تغيػػػر تعمػػػـ المشػػػكمة يتنا ػػػي مػػػع المقػػػدار  L يػػػدعن شػػػكمة ككػػػؿ. الجػػػزء المػػػتمـ لمعرفػػػة الم
عمميػا، (. Model of Learning of Problem) [3]مشوكمة بنمووذج تعموم( 1النموذج الرياضي الممثؿ بالمعادلػة )

100 0L   0و ىكذا نريد أف يعكس نموذجنا حقيقة أف
dL

dt
. 

 
 :أىمية البحث و أىدافو

و ىنػػا تكمػػف أىميػػة البحػػث فػػي إيجػػاد نمػػاذج رياضػػية تصػػؼ شػػرح النمػػاذج.  اليػػدؼ مػػف الرياضػػيات ىػػو فيػػـ و
 موؾ درا ة و  (1)الرياضي المشكمة التي نصادفيا في حياتنا العممية. اللكري ىنا ىي إيجاد النموذج المعمـ مف النموذج 

ث كونػو يلػتل المجػاؿ . تكمػف أىميػة البحػMatlabو  Mapleلنمػوذج المقتػرح با ػتعداـ العدد  لحؿ االعطي و التقاري 
 وا عا أماـ تطوير نماذج مشابية ن تعدـ في حميا نلس النتائي التي نحصؿ عمييا في ىذه المقالة.

 
 :طريقة البحث و مواده

. نطػور العديػد [3]منمػوذج الرياضػي لػتعمـ مشػكمة كمػا وصػؼ فػي لنقدـ في ىذه اللقري النمػوذج الرياضػي المعمػـ 
شػػبو  –لطػػريقتيف عػػدديتيف ىمػػا عوارزميػػة أولػػر و عوارزميػػة أولػػر  Matlabو  Maple مػػف التنليػػذات الحا ػػوبية بمغتػػي

 .المقالة والتي ليا تطبيقات ىامة المنحرؼ. كما نقدـ العديد مف النتائي اليامة التي تتضل ع ؿ عرض
 

 :المناقشةالنتائج و 
 (:of lModeMathematical  edGeneraliz (1)لتعمم مشكمة )المعمم النموذج الرياضي ( 1)

 ( بشكؿ عاـ بالصيغة التالية:1يمكف كتابة النموذج )
(2                                          )dL

L
dt
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 الحالات التالية: حيث تيعذ 
100: 1 الحالة   .1 . [3]رجع و لمزيد مف التلاصيؿ انظر الم. 
 التالي:الرياضي إلن النموذج ىذا التعميـ يقودنا . متغيري : 8 الحالة .2

(3                                          )  L F t L   
بتابع يتعمػؽ بػالزمف أ  أف  حيث ت تبدؿ F t  .( و قػد اعترنػا بعنايػة 3 ػنركز درا ػتنا عمػن النمػوذج )

( و لتوضػػيل  ػػموؾ الطرائػػؽ العدديػػة 3المتغيػػري وفػػؽ الحػػالات التاليػػة لتوضػػيل  ػػموؾ حػػؿ ) فائقػػة أمثمػػة عمػػن حالػػة 
 و يمكف م حظة ذلؾ مف ع ؿ عرض أفكار المقالة.  درو ةالم

1.    100sinF t t  أو   100sin 2F t t. 
2.    sinF t t  أو   sin 2F t t. 

ثػ ث طرائػؽ معتملػة لمتعامػؿ مػع المعػادلات التلاضػمية. ىػذه  فعاليػة( منا بة جدا لتوضػيل 3المعادلة التلاضمية )
و نتػرؾ  نركز اىتمامنا عمن بعض الطرائؽ العدديػة الطرائؽ الرمزية. الطرائؽ ىي: الطرائؽ البيانية و الطرائؽ العددية و 

 ( بالشكؿ التالي:3الطرائؽ اضعرل لتكوف موضوع المقالة القادمة. يمكف كتابة المعادلة )

(4                                    )
 

     

  0

,

0

dL t
f L t F t L t

dt

L L


  


 

 

 Generalized Mathematical Model of)عمـ مشػكمة لػتالمعمػـ لنمػوذج الرياضػي ا( 4تمثػؿ المعادلػة )

 . GCLMPو نرمز لو اعتصارا بالرمز ( Continuous)ي الحالة الم تمري ف ((1)
 
 GCLMP   (Analytical Solution of (4))الحل التحميمي لمنموذج  (8)

  لية:يعطن بالصيغة التا GCLMPالحؿ التحميمي لمنموذج الرياضي يمكف أف نجد و ب يولة أف 

(5                                         )   
0

1

t

s tL t F s e ds e 
 

  
 
 

لشرط الابتدائي و ذلؾ مف أجؿ ا  00 1L L   0حيثL  .ىي القيمة الابتدائية وىي قيمة مثبتة 
 
 (4تحميل الخطأ و التقارب العددي لمنموذج المعمم ) (0)

 معتملتيف ىما:عدديتيف بطريقتيف  GCLMPنناقش في ىذه اللقري تحميؿ التقاري لمنموذج 
I .( خوارزمية أولرEuler's Algorithm باستخدام )Matlab  وMaple. 

IIخوارزميووووة أولوووور .– ( شووووبو المنحوووورفEuler-Trapezoid's Algorithm باسووووتخدام )Matlab  و
Maple: 
 ( دون طريقة نيوتنWithout Newton Method .) 

 ( مع طريقة نيوتنWith Newton Method .) 
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( بمتتالية مف الح ابات التي تق ػـ 4شبو المنحرؼ عمن تقريي النموذج ) –أولر و أولر  تعتمد كمتا العوارزميتيف
اللتري الزمنية  0,T إلنK  ، بعطوي طولياجزءا T

h
K

 نبيف أف العطي النػاتي بيػذا النػوع مػف التقريػي يتنا ػي  .

 شبو المنحرؼ.  –في عوارزمية أولر  2hفي عوارزمية أولر و مع  hمع 
(I )أولر باستخدام  خوارزميةMatlab  وMaple. 

, التاليػػػة  بغػػػرض الت ػػػييؿ ن ػػػتعدـ الرمػػػوز   ,   ,  t tt t t L LL L L L f f f f       وفػػػؽ ىػػػذه الرمػػػوز .
 باللروؽ المنتيية: tLتتضمف ىذه الطريقة تقريي

(6                                              )
1k kL L

h

  

Tحيػػث
h

K
 وkL لػػػػ ىػػػو تقريػػي L kh و يقػػدر التػػػابعf فػػي النقطػػػة , kkh Lإذا لػػـ تكػػػف .T  محػػػددي

 ( إما بالمعادلة:4)ا تبداؿ ع اضعداد الصحيحة الموجبة. يمكف جمي Kتيعذ مثبتة و يمكف أف  hعندئذ  تكوف

(7                             )  
1

11 ,
k k

kL L
f k h L

h




   

 أو بالمعادلة:

(8                                      ) 
1

,
k k

kL L
f kh L

h

 
  

يػػر عطيػػة محتممػػة فػػي كػػؿ عطػػوي تكراريػػة. تػػدعن ( ىػػو اضب ػػط ضنػػو لا يتطمػػي حػػؿ م ػػيلة غ8العيػػار الثػػاني )
( بطريقػػػػػػػة أولػػػػػػػر. لػػػػػػػتكف 8الطريقػػػػػػػة الممثمػػػػػػػة بالعيػػػػػػػار ) L k  1أ  متجيػػػػػػػة مػػػػػػػف البعػػػػػػػدK   بالشػػػػػػػرط الابتػػػػػػػدائي

  00L Lتكوف  . L k غير قيما تقريبية لممتL   في زمف ي اوkh  :أ  أف ،  kL k L .عندئذ: 
 

 GCLMP (4( )(Euler's Algorithmالموافقة لمنموذج المعمم : خوارزمية أولر 1خوارزمية 
          1. 

T
h

K
  

          2.   00L L  

          3. for  k=0  to  K-1 

    ( 1)  ( )  ( , ( ))L k L k hf kh L k     

 End loop 

 (:4الحؿ العدد  لمنموذج )لإيجاد  Mapleنقدـ فيما يمي عوارزمية أولر بمغة 
 

ضجؿ (4الحل العددي لمنموذج )لإيجاد  Mapleخوارزمية أولر بمغة . 8 خوارزمية F t . 
 ) Algorithm 2. Maple Code For Finding Numerical Solution of (4) using Euler 

method( 
Input Data 

 t:='t': 

 L:='L': 

 f:=(t,L)->(F(t)-L);  

 t0:=0: 
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 L0:=1: 

 T:=30: 

 K:=100: 

Euler Procedure   

EULER:=proc(f,t0,L0,T,K) 

  t(0):= t0: 

  h:=T/K: 

  L(0):= L0: 

  for k from 0 to K do 

    L(k+1):= L(k) + h*f(t(k),L(k)): 

  t(k+1):= t(k) + h: 

  od: 

end: 

The Euler Procedure is Called for Different Mesh  

with(plots): 

EULER(f,0,1,30,100): 

LL:=[seq([t(n),L(n)],n=0..100)]; 

EULER(f,0,1,30,200); 

LLL:=[seq([t(n),L(n)],n=0..200)]; 

EULER(f,0,1,30,300); 

LLLL:=[seq([t(n),L(n)],n=0..300)]; 

L1:=
 

 
0

1

n

s nF s e ds e 
 

 
 
 ; (The Exact solution of (4)) 

L2:=unapply(L1,n); 
L3:=[seq([t(n),L2(n)],n=0..300)]; 

The Output is Graphed for the Three Mesh Choices: 

plot({LL,LLL,LLLL,L3},t=0..30, L=1..100, color=black); 

 لنبيف 300و  200و  100 لعدد نقاط التجزئةبيانيا مف أجؿ عيارات معتملة  2يمكف توضيل عرج العوارزمية 
 تيثيرىا عمن الحؿ العدد  كما ىو مبيف في الشكؿ التالي:

 
, 100. تقارب الحل العددي من أجل (1)الشكل   200 ,  300K   100و   8مية وفق الخوارز. 
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100مف نقطة التوازف ( يتقاري 4أف الحؿ العدد  لمنموذج المعمـ ) (1)يتضل مف الشكؿ  عندما تػزدادK 
و نبػيف فػي اضشػكاؿ التاليػة  ػموؾ الحػؿ العػدد  . بيانات الحؿ العدد  في مرتبة متزايػدي. 300إلن  200إلن  100مف 
410hمف أجؿ و   حالات معتملة لػ ( مف أجؿ4لمنموذج )التحميمي  الحؿ   2وفؽ العوارزمية . 

        
                   100                                       100sint L      

                 
          100sin 2 t L                                     sint L    

0.0001hمن أجل  8( وفق الخوارزمية 4لمنموذج )و التحميمي (. سموك الحل العددي 8الشكل ) . 
 

مػػف مقارنػػة مػػع الحػػؿ التحميمػػي ( 4لحػػؿ النمػػوذج ) 2تطبيػػؽ العوارزميػػة  العطػػي الحاصػػؿ مػػف الجػػدوؿ التػػالييبػػيف 
0.0001hعنػػػدما  لػػػػمعتملػػػة أجػػػؿ حػػػالات   30وt . ىػػػي تيف اضولػػػن و اضعيػػػري يتضػػػل مػػػف الجػػػدوؿ أف الحػػػال

 . Mapleوفؽ  2الملضمة لتنليذ العوارزمية 
 

  مختمفة لو حالات ( من أجل4لحل النموذج ) 8(. الخطأ الناتج من تطبيق الخوارزمية 1الجدول )
0.0001hعندما   30وt   باستخدامMaple. 

Error Leuler LExact  F t L  
0.0 100.0000000 100.0000000 

100 L  
3.857e-004 -57.1145394 -57.1141537 

100sint L  
1.5135e-003 -15.5238231 -15.5223096  100sin 2 t L   

3.9e-006 -0.5711454 -0.5711415 
sint L  
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(I.1 )تحميل الخطأ العددي (Numerical Error Analysis لطريقة أولر و فق )Matlab 
مػف بح ػاي العطػي المطمػؽ ( 4لحػؿ )طريقػة أولػر عػدديا و بيانيػا مػف تطبيػؽ فػي ىػذه اللقػري العطػي الناشػ  نحمؿ 

دد  فػي تمػؾ العطػوي. و الحػؿ العػ )التحميمػي( محدديف القيمة المطمقة لملرؽ بيف الحػؿ الػدقيؽأجؿ أطواؿ متغيري لمعطوي 
. فػإذا Leulerنقدر الحؿ الدقيؽ في نلس النقاط التي نقري فييا القيـ المح ػوبة بطريقػة أولػر التػي تعػزف فػي المتجيػة 

. نيػتـ فقػط Leulerو  L تمثؿ الحؿ الدقيؽ ، عندئذ لمقارنة القػيـ التقريبيػة ننظػر فػي اللػرؽ بػيف المتجيتػيف Lكانت 
متجية تحو  القيمة المطمقة لمعطي النػاتي فػي  L-Leulerالإشاري. يعطينا اضمر في في القيمة المطمقة لمعطي و ليس 

. و maxerror = L-Leulerعداـ اضمػػر كػػؿ عطػػوي مػػف تنليػػذ طريقػػة أولػػر. أعيػػرا، نح ػػي أكبػػر ىػػذه اضعطػػاء با ػػت
 maxerrorبيذا الشكؿ يمكف تنليذ طريقة أولر حيث نرل العطي فييا بيانيا و عدديا. نبيف فيما يمي كيؼ يتغير العطي 

 . 3بتنليذ العوارزمية  مقابؿ طوؿ العطوي
 

 .h كل بيانيا مقابلالخطأ عدديا و و توضيح  الأمثلطوة . تنفيذ خوارزمية أولر لإيجاد طول الخ3الخوارزمية 
%yplust is a function that represents the considered model 

%eul is a procedure that includes Euler's method 

h_vect = []; err_vect = []; h = 0.01; 

t = 0:.01:30; 

L =  
0

1

t

s tF s e ds e 
 

 
 
 ; (The exact solution of F(t)-L) 

for k = 1:8 

[teuler,Leuler] = eul(@yplust,[0,30],1,h); 

plot(t,L,teuler,Leuler,'.') 

legend('Exact','Euler',2) 

shg 

z =  
0

1

teuler

s teulerF s e ds e 
 

 
 
 ; 

maxerror = max(abs(z - Leuler)); 

h_vect = [h_vect,h] 

err_vect = [err_vect,maxerror] 

pause 

h = h/2; 

end 

loglog(h_vect,err_vect) 

xlabel('Step size') 

ylabel('Maximum error') 

title('Maximum error vs. step size for Euler''s method') 

grid 

axis tight 

ىػػػػػػو  ( فػػػػػػي جميػػػػػػع حػػػػػػالات 4تبػػػػػػيف لنػػػػػػا أف القيمػػػػػػة المثمػػػػػػن لإيجػػػػػػاد حػػػػػػؿ النمػػػػػػوذج ) 3بتنليػػػػػػذ العوارزميػػػػػػة 
0.0001h .  0.0001مػػف أجػػؿ  3تبػػيف اضشػػكاؿ التاليػػة  ػػموؾ العوارزميػػةh   مقارنػػة مػػع الحػػؿ التحميمػػي لإيجػػاد
 (.4حؿ )
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                    100sint L                                       100 L   

 
                     100sin 2 t L                                       sint L        

 
0.0001hمن أجل مقارنة مع الحل التحميمي  Matlab( باستخدام 4لحل ) 3الخوارزمية  (. تنفيذ3) لالشك . 

 
 لػػػمعتملػػة ( مػػف أجػػؿ حػػالات 4لحػػؿ النمػػوذج ) 3يبػػيف الجػػدوؿ التػػالي العطػػي الحاصػػؿ مػػف تطبيػػؽ العوارزميػػة 

0.0001hعنػػدما   30وt  وفػػؽ  3. يتضػػل مػػف الجػػدوؿ أف تنليػػذ العوارزميػػةMatlab  فػػي جميػػع الحػػالات فػػائؽ
  لتنليذىا. Matlabلذا ننصل با تعداـ  .لمغاية و أف العطي ي او  الصلر

 
 مقارنة مع الحل التحميمي ( 4لحل النموذج ) 0(. الخطأ الناتج من تطبيق الخوارزمية 8الجدول )

0.0001hعندما  جل حالات مختمفة لومن أ  30وt . 
0.0001 0.0002 0.0003 0.0006 .0013 0.0025 0.0050 0.0100 h Model 

0.e000 0.0014 0.0028 0.0057 0.0114 0.0228 0.0456 0.0912 Err. 100-L  
0.e000 0.0002 0.0039 0.0079 0.0158 0.0316 0.0632 0.1264 Err. 100sint L  

0.e000 0.0004 0.0083 0.0167 0.0334 0.0668 0.1336 0.2672 Err.  100sin 2 t L   

0.e000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0004 0.0008 0.0017 0.0033 Err. sint L  
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في حالة  3يمكف أف نوضل  موؾ العطي في طريقة أولر لدل تنليذ العوارزمية  100sin 2 t L  . مث 

 

 
في الحالة  0( وفق الخوارزمية 4(. سموك الخطأ لحل )4) الشكل 100sin 2 t L   0.0001من أجلh  

 
اضعظمػي مقابػؿ لوغػاريتـ طػوؿ العطػوي ىػو تقريبػا عطػي. فػإذا كػاف البيػاف عطيػا  حظ أف بياف لوغػاريتـ العطػي ن

 حقا ، عندئذ لدينا ع قة عطية بيف لوغاريتمات الإحداثيات كالع قة التالية مث :
    log10 maximum error =A+Blog10 step size 

 ىناؾ نوعاف مف اضعطاء:
 (.Accumulationأخطاء تراكمية ) .1

 (.Discretizationأخطاء ) .8

الصػيغةب Discretizationكف ح اي العطػي النػاتي عػف يم Discretization error = -k k

dE L L kh .
( وroundoff errors( دوف أعطاء تدوير )8ىو الحؿ الناتي مف تطبيؽ ) kLحيث  L hk  ىو الحؿ الناتي مػف

لع قػة با(. أمػا العطػي التراكمػي فيعطػن Exact Continuum Solution( )5الحػؿ الػدقيؽ الم ػتمر المعطػن فػي )
1Accumulation error = -kالتاليػػة  k k

rE L L1. حيػػث

kL  و لكػػف مػػع  1ىػػو الحػػؿ النػػاتي مػػف تطبيػػؽ العوارزميػػة
( كػػػػػػػػ  العطػػػػػػػػييف و يعطػػػػػػػػن بالصػػػػػػػػيغة التاليػػػػػػػػة overall errorأعطػػػػػػػػاء التػػػػػػػػدوير. يتضػػػػػػػػمف الحػػػػػػػػؿ الكمػػػػػػػػي )

1 - ( )k k k

d rE E L L kh ا يمي:كم . نحاوؿ فيما يمي أف نصؼ ىذه اضعطاء 
 
 الحدود المتعمقة بتحميؿ العطي ىي:: Discretizationتحميل الخطأ  .1

(9)                                                    tL kh F t L kh  
(10)                                                1k k kL L h F t L    

(11)                                       1

1 1 1 1

k k k

kL L h F t L R
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1kRحيػػث   ( ىػػو عطػػي التػػدوير الموضػػعيLocal roundoff error با ػػتعداـ مبرىنػػة القيمػػة الو ػػطن .)
 ( يكوف لدينا:10و بالا تلادي مف الع قة )( 9( مع الع قة )Extended mean theoremالمو عة )

 

           

 

1 1

2

1

2

1 1 1

- ( 1 )

  
2

     where   1 &
2

k k

d

k k

tt k

k

d k k tt k

E L L k h

h
L h F t L L kh h F t L kh L

h
aE b a h b L





 



  

 

 
         

 

     

 

1aلنلػػػرض أف  h r    1و أف 2kb M M   ن ػػػتعدـ تحمػػػي  مشػػػابيا لػػػذاؾ الم ػػػتعدـ مػػػف أجػػػؿ .

 عوارزمية اللروؽ مف المرتبة اضولن: 2 2
1 0

1

2 1 2

K

k k K

d d d

rh h
E r E M r E M

r




   


 . 

0لنلػػرض أف 0dE   1و أفr h  مػػف أجػػؿT
h

K
  نحصػػؿ عمػػن

2
1

1 1

2

K

k

d

T

K h
E M

h



  
   

    .

1فػػػػػػإف xعنػػػػػػدما تػػػػػػزداد

x
a

x

 
 

 
1تػػػػػػالي لػػػػػػدينامػػػػػػف اض ػػػػػػلؿ و بال aeتتقػػػػػػاري إلػػػػػػن  

K

TT
e

K

 
  

 
و بالنتيجػػػػػػة  

1 1
2

k T

d

h
E e M     معػػػص ىػػػذه النتػػػائي فػػػي المبرىنػػػة ن .تحميػػػؿ العطػػػي التراكمػػػيإجػػػراء . و بشػػػكؿ مشػػػابو يمكػػػف

التالية التي تبيف حؿ المعادلة التي مف الشكؿ  ,tL f t L. 
 (:Error Theoremمبرىنة حد الخطأ )
 يقبػؿ(. لنلرض أف م ػيلة القيمػة الابتدائيػة تممػؾ حػ  4عمن م يلة القيمة الابتدائية العامة ) 1لنطبؽ العوارزمية 

عمن المجاؿ متتالييف مشتقيف  0,T ليكف .   : 0, ,f T R     م تمرا وLf ر المشػتؽ بالن ػبة لممتغيػ
Lfالثػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاني يحقػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػؽ الع قػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة التاليػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة    إذا كػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاف .

 0 0 0, ,max ; 0, ,maxd r tt t

T
E E h L M t T R R

K
       مػػػػػػػػػػف أجػػػػػػػػػػؿ جميػػػػػػػػػػع قػػػػػػػػػػيـk عندئػػػػػػػػػػذ .

1 1k T

r

R
E e

h

      1و 1
2

k T

d

h
E e M     تقتػػػرح تقريبػػػات العطػػػي التراكمػػػي أنػػػو إذا ثبتنػػػا .T  و جعمنػػػا

K ( تػػزدادh  تتنػػاقص( عندئػػذ ي ػػتمر العطػػي التراكمػػي بالازديػػاد )النمػػو(. إذا زدنػػا الدقػػة ) تتنػػاقصR عندئػػذ يكػػوف )
مف أجؿ عوارزميػة أولػر و مػف  Discretizationونا في الجدوؿ التالي أعطاء د. hالعطي ككؿ محدودا بيزمنة ثابتة 

 شبو المنحرؼ التي نصليا فيما بعد: –أولر  ةأجؿ عوارزمي
 

 .Discretization: أخطاء (0)الجدول 
(ETrap. Err.)/h

2 
ETrap. Error (Euler Error)/h Euler Error K 

3.0350 3.035e-004 18.2863 18.29e-002 100 
3.04e-002 7.587e-005 1.8248 9.12e-002 200 
3.75e-002 3.372e-005 1.8420 6.08e-002 300 
3.04e-002 1.897e-005 1.8229 4.56e-002 400 
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لتوضػػيل  ػػموؾ الحػػؿ مقارنػػة مػػع الحػػؿ  Matlab( با ػػتعداـ 4نقػػدـ فيمػػا يمػػي عوارزميػػة لحػػؿ النمػػوذج المعمػػـ )
لأجل  (4ذه العوارزمية تنليذ طرائؽ أولر التقدمية و التراجعية و المعدلة لحؿ )تمثؿ ىالتحميمي.  F t . 

 
لأجل  Matlab( باستخدام 4) عمم. تنفيذ طرائق أولر لحل النموذج الم4خوارزمية  F t . 

Algorithm 4. Matlab Code for solving (4) using different Euler's methods. 

f=@(t,L) F(t)-L ;   

% Calculate exact solution 

g=@(t)  
0

1

t

s tF s e ds e 
 

 
 
 ; (The exact solution of(4)) 

xe=[0:0.01:30]; 

ye=g(xe); 

% Call functions 

[x1,y1]=euler_forward(f,0,1,30,100); 

[x2,y2]=euler_modified(f,0,1,30,100); 

[x3,y3]=euler_backward(f,0,1,30,100); 

% Plot 

plot(xe,ye,'k-',x1,y1,'k-.',x2,y2,'k:',x3,y3,'k--') 

xlabel('t') 

ylabel('L') 

legend('Analytical','Forward','Modified','Backward') 

axis([0 30 1 100]) 

% Estimate errors 

error1=['Forward error: ' num2str(-100*(ye(end)-y1(end))/ye(end)) '%']; 

error2=['Modified error: ' num2str(-100*(ye(end)-y2(end))/ye(end)) '%']; 

error3=['Backward error: ' num2str(-100*(ye(end)-y3(end))/ye(end)) '%']; 

error={error1;error2;error3}; 

text(15,20,error) 

 
100مػػػػف أجػػػػؿ الحػػػػالتيف  4بتنليػػػػذ العوارزميػػػػة  L    و 100sin 2 t L    نحصػػػػؿ عمػػػػن الشػػػػكؿ

نتيجػة ىػذا التنليػذ. بينمػا  (5)البياني الذ  يمثؿ ال موؾ العػدد  لطرائػؽ أولػر مقارنػة مػع الحػؿ التحميمػي. يوضػل الشػكؿ 
ا ػػػػػػتعداـ الصػػػػػػيغة و ذلػػػػػػؾ ب (4)اضعطػػػػػػاء الناتجػػػػػػة مػػػػػػف تطبيػػػػػػؽ طرائػػػػػػؽ أولػػػػػػر عمػػػػػػن النمػػػػػػوذج  (4)يوضػػػػػػل الجػػػػػػدوؿ 
( ) -

100
( )

kL k L
Error

L k
 . 
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100 L    

 

 100sin 2 t L   
 باستخدام طريقة أولر التقدمية و التراجعية و المعدلة و الحل التحميمي. (4). سموك النموذج(5)الشكل 

 
(I.2)  4مقارنة نتائج تنفيذ الخوارزمية (Comparison of the Results). 

لقد حصمنا عمن نتائي جيػدي حتػن مػف (. 4( و مدونة في الجدوؿ )5النتائي المح وبة موضحة بيانيا في الشكؿ )
و الجػدوؿ  (5)أجؿ قيـ كبيري ن بيا لحجـ العطوي و يمكف تح يف التقريػي بتعلػيض حجػـ العطػوي. وفقػا لمنتػائي: الشػكؿ 

و عاصػػة أولػػر  مقارنػػة مػػع الحػػؿ التحميمػػيمػػف العطػػي(  %1أقػػؿ مػػف جػػدا )جيػػدي جميػػع الطرائػػؽ تعطػػي نتػػائي فػػإف  (4)
 . المعدلةأولر التقدمية و 

 
15tعند  : مقارنة الحل الدقيق مع طرائق أولر(4)الجدول    100من أجل L  . 

 
Backward Modified Forward h 
-0.57232e-

009% 

-6.9917e-012% 9.2371e-012% 0.01 

(II) خوارزمية أولر– ( شبو المنحرفEuler-Trapezoid باستخدام )Matlab  وMaple :في الحالتين 
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 ( دون طريقة نيوتنWithout Newton Method .) 

 ( مع طريقة نيوتنWith Newton Method .) 

شػػػبو   –أولػػػر  عوارزميػػػة شػػػبو المنحػػػرؼ بمعػػػدلات تقػػػاري معتملػػػة. تعتمػػػد  –أولػػػر و أولػػػر  عػػػوارزميتيتتقػػػاري 
المنحػػرؼ، التػػػي يمكػػف أف تح ػػػي حػػؿ معادلػػػة تلاضػػمية بدقػػػة مػػػف المرتبػػة الثانيػػػة، عمػػن قاعػػػدي شػػبو المنحػػػرؼ لمتكامػػػؿ 

العدد . لاحظ أنو يمكف كتابة  ,tL f t L :كما يمي 

(12               )
 

       
 1 1

1 ,

k h k h

t

kh kh

L dt L k h L kh f t L t dt

 

     

 ( بالصيغة التالية:12عادلة )يعطن الشكؿ المتقطع لمم
(13                        )    1 1, 1 ,

2

k k k kh
L L f kh L f k h L     

1kLن حظ ظيور المجيوؿ   ( إنو تعقيد إضافي ين ي إلػن عوارزميػة أولػر. 13عمن الطرؼ اضيمف لممعادلة .)
1kLلإيجػػػاد المجيػػػوؿ  fsolveيػػػدعن  Mapleإجػػػراءا بمغػػػة  6ن ػػػتعدـ فػػػي العوارزميػػػة  .  ىنػػػاؾ فرقػػػاف ىامػػػاف بػػػيف

 شبو المنحرؼ ىما:  –عوارزمية أولر و عوارزمية أولر 
شػػبو المنحػػرؼ حػػد عطػػي  –بينمػػا تممػػؾ عوارزميػػة أولػػر h: تممػػؾ عوارزميػػة أولػػر حػػد عطػػي يتنا ػػي مػػع الأول .1

 .2hيتنا ي مع 
شبو المنحرؼ محقؽ مف أجػؿ   –ىو عدد  الي فإف حد العطي في عوارزمية أولر   Lf: في حالة أف الثاني .8

Tحيػث  Kو  1و لػػيس فقػط مػف أجػػؿ جميػع القػػيـ بػيف  kجميػع قػيـ 
h

K
 ىػػذا اللػرؽ ىػاـ جػػدا عنػدما يكػػوف .Lf 

 عددا  البا كبيرا. 

 
 (Euler-Trapezoid's Algorithmشبو المنحرف ) –: خوارزمية أولر 5خوارزمية 

      1. Choose h  

      2. 0   (0)L L   

      3. for  k = 1   to   maxk  do        

   ( , ( ))oldf f kh L k  

 Solve for   ( )  ( / 2)(   (( 1) , ))newL L k h oldf f k h newL     

               ( 1)  L k newL              

           end loop  

 
 fsolveالإجػراء  ياا تعدمنا فيالتي  شبو المنحرؼ –لتنليذ عوارزمية أولر Mapleنقدـ فيما يمي عوارزمية بمغة 

 .أطواؿ العطواتأيضا عددا معتملا مف  الحؿ الم يلة غير العطية المتعمقة بكؿ عطوي تكرار. ا تعدمن
 
 

 .fsolveالإجراء مع  شبو المنحرف  –لتنفيذ خوارزمية أولر  Maple: خوارزمية بمغة 6خوارزمية 
Maple Code for the Euler-Trapezoid Algorithm  

  Input Data: 
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t:='t': 

L:='L': 

f:=(t,L)->(F(t)-L); 

deq:=D(L)(t)= (F(t)-L); 

t0:=0: 

L0:=1: 

T:=30: 

K:=100: 

     init:=L(0)=1;          

     soln:=dsolve({deq,init}); 

     LL:=unapply(rhs(soln),t); 

     p[0]:=plot(LL(t),t=0..30,L=1..100,color=red): 

  Procedure EULERT is Defined: 

      EULERT:=proc(f,t0,L0,T,K) 

     t(0):= t0: 

     h:=T/K: 

     L(0):= L0: 

     for k from 0 to K do 

       oldf:=f(t(k),L(k)): 

       t(k+1):= t(k) + h: 

       fsolve(x=L(k) + (h/2)(oldf + f(t(k+1),x)),x): 

       L(k+1):=x: 

     od: 

     end: 

  Output Data: 

      with(plots): 

     EULERT(f,0,1,30,100): 

     LL:=[seq([t(n),L(n)],n=0..100)]: 

     p[1]:=plot(LLL(t),t=0..30,L=1..100,color=black); 

     display(p[0],p[1]); 

        
           100sin t L                                100 L         

0.0001hمن أجل مقارنة مع الحل التحميمي الموافق  6الخوارزمية ( وفق 4العددي لمنموذج )حل سموك ال. (6)الشكل  . 
شبو المنحرؼ قد تقاربػت أ ػرع بكثيػر مػف   –أف عوارزمية أولر ( 2و ) (1) يفومف الشكم (6)يتضل مف الشكؿ 

شبو المنحػرؼ   –لتوضيل التقاري ال ريع لعوارزمية أولر  Matlabة أولر. نقدـ فيما يمي عوارزمية با تعداـ عوارزمي
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وبالتػالي نت فػن حػؿ  عطوي الحؿ ىي معادلػة عطيػة ب ػيطة ي ػيؿ إيجػاد حميػافي ىذه العوارزمية (. 4منموذج المعمـ )ل
و ىػذا التطػػوير يلػػتل المجػػاؿ وا ػػعا أمػػاـ  Mapleعداـ با ػػت 6معادلػة غيػػر عطيػػة فػػي كػػؿ عطػوي تكػػرار فػػي العوارزميػػة 

 حؿ نماذج رياضية مشابية ممثمة بمعادلات تلاضمية عادية.
( ) ( / 2)( (( 1) , ))

( ) ( / 2)(( - ( )) ( - ))

newL L k h oldf f k h newL

L k h L k newL

   

    
 

نحميا بالن بة لممجيوؿ نجد أف 2 ( )
( ) ( / 2)

1
2

L k
newL L k h

h


 



. يمكف ح اي اضعطاء العددية مػف 

kk (Tلعدد نقاط التجزئةأجؿ قيـ معتملة 
h dt

kk
   و نقػارف الشػكؿ النػاتي الػذ  يبػيف العطػي  1( في زمػف ي ػاو

 شبو المنحرؼ مع الشكؿ المتعمؽ بالعطي في عوارزمية أولر.   –في عوارزمية أولر 
 

لأجل  منحرفشبو ال –لحساب الأخطاء العددية في خوارزمية أولر Matlab: خوارزمية بمغة 7خوارزمية  F t . 
Matlab Code for Learning Model (4) 

 clear; 

   i=0; 

  vec = zeros(12,1); 

  vect = zeros(12,1); 

  vecdt= zeros(12,1); 

  for kk=4:4:48 

      T  = 1.0; 

      dt = T/kk; 

      L0 = 1; 

      gamma  = F(t).; 

      Lk  = L0; 

      Lt  = L0; 

      for k = 1:kk 

          Lk = Lk +dt*(gamma -Lk); 

      Lex = The exact solution of (4)  

       % when gamma =100, we set Lex= gamma + (L0 -gamma)*exp(-k*dt); 

                Lt = (Lt +dt*gamma - dt*Lt/2)/(1+dt/2); 

                error = abs(Lk - Lex); 

                errort = abs(Lt - Lex); 

            end 

            i = i+1; 

            vect(i) = errort; 

            vec(i) = error; 

            vecdt(i) = 1/dt; 

        end 

        plot(vecdt,vect) 
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100من أجل شبو المنحرف  –خوارزمية أولرالخطأ في . (7)الشكل    0.0001وh  7الخوارزمية  وفق. 

 
شػػبو المنحػػرؼ أفضػػؿ بكثيػػر مػػف عوارزميػػة أولػػر لحػػؿ   –نجػػد أف عوارزميػػة أولػػر  (4)و  (7)بمقارنػػة الشػػكميف 

شػػبو المنحػػرؼ نل ػػو فػػي -ذ عوارزميػػة أولػػرممػػا  ػػبؽ و عنػػد تنليػػذ عيػػارات أعػػرل وجػػدنا أف تنليػػ(. 4النمػػوذج المعمػػـ )
Maple   وMatlab  0.0001و أف جميع اضعطاء ت او  الصلر مف أجؿh   . 

( با ػػتعداـ 4منمػػوذج المعمػػـ )لشػػبو المنحػػرؼ  –فػػي عوارزميػػة أولػػر  Discretizationنقػػدـ ا ف تحميػػؿ العطػػي 
 ( لدينا:2( و بالا تلادي مف الع قة )1)مبرىنة القيمة الو طن المو عة مع الع قة 

      

     

   

1 1 1

2

1

2
1

1

- 1 )
2

                                          
2

   1
2 2 2 2

k k k k k

c

k

tt k

k k

c tt k

h
E L L k h L L L

h
L kh h L L

h h h h
E L L kh L





  







             

 
     
 

 
     
 

 

  ن تعدـ مبرىنة القيمة الو طن
(14                        )                            11 t kL k h L kh L h    

بإيجاد الحؿ بدلالة  L kh ( نجد أف:14و التعويض في المعادلة ) 

(15                      )
    

    

1
2

1

1 1

2
1

1 1

1
2 2 2

1 1
2 2 2

kk k

c c c tt k t k

k k

c c tt k t k

h h h
E E E L L

h h h
E E L L

 

 



 



 

 
     
 

   
       

   

 

         
2 2

1

1 1

1
12

  ;  1 ,   
2 2

1 1
2 2

kk

c c tt k t k

h

h h
E aE b a b L L M

h h
 

 

 
         

   
    

   

 

 ن تعدـ ثانية التعويض التراجعي فنجد:
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2 2 1 2

1 1 0 1 0 1
... 1

2 2 1 2

k
k k k k k

c c c c

h h a h
E a E M a E a M a E M

a


   
       


 

0لنلرض أف  0cE   1و ن تعدـ حقيقة أفa  :لن تنتي أف 

(16      )                                                     
2

1 1

1 2

k

c

h
E M

a

 


 

 شبو المنحرف( -مبرىنة: )حد الخطأ في خوارزمية أولر
0مثبتػة و أف  h(. و لنلػرض أف 4عمػن النمػوذج المعمػـ ) شبو المنحورف -خوارزمية أولرلنطبػؽ  0cE إذا . 

مػػف  ( محققػػة16( عندئػػذ فػػإف )15معرفػػة كمػػا ىػػو مبػػيف فػػي ) aو  Mكػػاف المشػػتؽ اضوؿ والثػػاني محػػدوديف و كانػػت 
 . kأجؿ جميع قيـ 

 [2]شبو المنحرف   -ر ( في خوارزمية أولNewton's Algorithmخوارزمية نيوتن )
عوارزميػػػة نيػػػوتف ىػػػي إحػػػدل الطرائػػػؽ العدديػػػة اليامػػػة جػػػدا ضنيػػػا تحػػػت شػػػروط منا ػػػبة تممػػػؾ عػػػواص التقػػػاري 

( لتػػابع بمتغيػػر وحيػػد. Quadratic convergence( و التقػػاري التربيعػػي )Local convergenceالموضػػعي )
( قريبػا بقػدر كػاؼ Initial guessلحػؿ الابتػدائي )(: يعنػي أنػو إذا كػاف اLocal convergenceالتقاري الموضعي )

(: يعنػي أف العطػي فػي Quadratic convergenceمف الجذر فإف العوارزمية تتقاري إلن الحػؿ. التقػاري التربيعػي )
بمػػا أف النمػػوذج المػػدروس ىػػو مػػف شػػكؿ النقطػػة الثابتػػػة  العطػػوي التاليػػة يتنا ػػي مػػع مربػػع العطػػي فػػي العطػػوي الحاليػػة.

( )x g x  أو جػذر لممعادلػة( ) 0f x حيػثf  أوg تصػاغ عوارزميػة نيػوتف ) ،ىػي توابػع معطػايNewton's 

algorithm( مف أجؿ م يلة الجػذر )The root problemغتيا كم ػيلة ا( إلا أف م ػيلة النقطػة الثابتػة فػيمكف صػي
)جػذر بػيف نعػرؼ ) - ( )f x x g x اللكػري مػف عوارزميػة نيػػوتف ىػي أف نقػري التػابع .( )f x  فػي نقطػة معطػاي بعػػط

فػي ىػذه الطريقػة التكرارات المتابعػة بػم تقيـ. عندئذ نوجد جذر المعادلة المرتبطة بيذا العط الم تقيـ. يمكػف أف ن ػتمر ب
 طليؼ في الجذور التقريبية.  تلاوتن نصؿ إلن حت

)الصػػػػػػػػػػػيغة التكراريػػػػػػػػػػػة لإيجػػػػػػػػػػػاد جػػػػػػػػػػػذور معادلػػػػػػػػػػػة تعطػػػػػػػػػػػن  ) 0f x   بالصػػػػػػػػػػػيغة  عوارزميػػػػػػػػػػػة نيػػػػػػػػػػػوتفوفػػػػػػػػػػػؽ
1 ( )

= -
( )

m
m m

m

f x
x x

f x




 . ىناؾ معيار  توقؼ ميلوفيف لعوارزمية نيوتف ىما:

( الػذ  يتطمػي تكػراريف  The common absolute error) : ىػو عطػي القيمػة المطمقػة المشػترؾالخطوأ الأول
 متتالييف لتقريبو.

 : يقيس كـ  يكوف التابع قريبا مف الصلر. الخطأ الثاني
 

 ( Newton's Algorithm: خوارزمية نيوتن )8خوارزمية 
    1. Choose  ,  1 0 &  2 0xold eps eps   

    2. for m = 1  to  maxit  

                - ( ) / '( )xnew xold f xold f xold          

              
if | - | 1 &  | ( ) | 2 go to end

xold = xnew

xnew xold eps f xnew eps 
         

         End loop 
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 شبو المنحرف –: خوارزمية نيوتن في خوارزمية أولر 9خوارزمية 
Newton's Algorithm for Euler-Trapezoid's Algorithm  

    

   1    maxit

        ( ) ( / 2)( (( 1) , )) -

         ( / 2) (( 1) , ) -  1L

for m to

F L k h oldf f k h oldL oldL

FP h f k h oldL



   

 

 

 

- /

         | - |    

        

newL oldL F FP

if oldL newL eps go to end

oldL newL







          

 End loop 

لحػػؿ م ػػيلة النقطػػػة  Mapleشػػبو المنحػػرؼ مػػع عوارزميػػة نيػػػوتف با ػػتعداـ  –فيمػػا يمػػي عوارزميػػة أولػػػر نعػػرض
 الثابتة في كؿ عطوي تكرار:

 
 .9لتنفيذ الخوارزمية  Mapleبمغة أولر شبو المنحرف : خوارزمية 13خوارزمية 

Maple Code for Euler-Trapezoid's Algorithm with Newton Solver  

deq:=D(L)(t)=F(t)-L(t); 

init:=L(0)=1;          

soln:=dsolve({deq,init}); 

LL:=unapply(rhs(soln),t); 

p[0]:=plot(LL(t),t=0..30,L=1..100,color=red): 

t:='t': 

L:='L': 

f:=(t,L)->F(t)-L; 

fp:=(t,L)->-1; 

t0:=0: 

L0:=1: 

T:=30: 

K:=100: 

EULERTN:=proc(f,fp,t0,L0,T,K) 

 t(0):= t0: 

 h:=T/K: 

 L(0):= L0: 

 eps:=0.000001: 

 maxm:= 500: 

 for k from 0 to K do 

     oldf:=f(t(k),L(k)): 

     oldL:=L(k): 

     t(k+1):= t(k) + h: 

     test:=1: 

     for m from 1 to maxm while(test > eps) do 

         F:=L(k)+(h/2)*(oldf+f(t(k+1),oldL))-oldL: 

     FP:=(h/2)*fp(t(k+1),oldL)-1: 

   newL:=oldL-F/FP: 

    test:=abs(oldL-newL): 

    oldL:=newL: 

    od: 
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    L(k+1):=newL: 

  od: 

  end: 

 with(plots): 

 EULERTN(f,fp,0,1,30,100): 

 LLL:=[seq([t(n),L(n)],n=0..100)]: 

 p[1]:=plot(LLL(t),t=0..30,L=1..100,color=black); 

 display(p[0],p[1]); 
 

 

 
0.0001h من أجلو الحل التحميمي  13( وفق الخوارزمية 4العددي لمنموذج ) لالحسموك . (11)الشكل    100ولأجل . 

 
( مقارنػػػة مػػػع الحػػػؿ 4لإيجػػػاد الحػػػؿ العػػػدد  لمنمػػػوذج ) 01عوارزميػػة نبػػيف فيمػػػا يمػػػي العطػػػي النػػػاتي مػػػف تطبيػػػؽ ال

0.0001hمػػف أجػؿ  التحميمػي   با ػػتعداـMaple.  شػػبو المنحػرؼ منػػافس –يتضػل مػػف الجػدوؿ أف أداء طريقػػة أولػر
  قو  لطريقة أولر مقارنة مع الحؿ التحميمي. 

 
 ( 4لإيجاد الحل العددي لمنموذج ) 11مية (. الخطأ الناتج من تطبيق الخوارز 5الجدول )

0.0001hمن أجل مقارنة مع الحل التحميمي    باستخدامMaple. 
Model Exact trap-Euler Error 

100 L  100.00 99.999999999 1e-009 

100sint L  -57.1142 -57.1142 0.00 

sint L  -0.5711 -0.5711 0.00 

 100sin 2 t L   -15.5223 -15.5223 0.00 

 

-نعمـ أف  ( )
( )

'( )

x f x
g x

f x
  و لنبيف أف| '( ) | 1 g x  :كما يمي 

(17               ) 
2

2 2

'( ) - ( ) ''( ) ''( )
'( ) 1- ( )

'( ) ( '( ))

f x f x f x f x
g x f x

f x f x
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حػػ  لمم ػػيلة  xإذا كانػػت   0f x   و كػػاف f x  م ػػتمرا فإننػػا يمكػػف أف نجعػػؿ f x  صػػغيرا بالقػػدر

( إذا كػػػػػاف 17. فلػػػػػي )xقريبػػػػػا مػػػػػف  xالػػػػػذ  نريػػػػػد باعتيػػػػػار 
2

''( )

( '( ))

f x

f x
محػػػػػدودا عندئػػػػػذ  ػػػػػيكوف   g x  عػػػػػزولا

(Contractive مف أجؿ )x  في جوارx . 
 
 . متغيرة ( في حالة 4لحل النموذج )تجارب محاكاة عددية إضافية ( 4)

لتوضػيل  ػموؾ الحػؿ العػدد   Matlabأجرينا في ىذه اللقري تنليذات عدديػة عديػدي لطرائػؽ عدديػة معتملػة بمغػة 
. وجػػدنا مػػف التجػػاري العدديػػة التػػي hمقارنػػة مػػع الحػػؿ التحميمػػي و لتحديػػد القيمػػة المثمػػن لطػػوؿ العطػػوي ( 4لمنمػػوذج )

0.0001hأف القيمػػة المثمػػن لطػػوؿ العطػػوي ىػػي  أجػػؿ جميػػع حػػالات ( مػػف 4أجريناىػػا لحػػؿ النمػػوذج )  الطرائػػؽ .
 rk23 ، كوتػا مػف المرتبػة الرابعػة( –طريقة رانػي ) rk4 ،أولر المعدلة العددية التي در ناىا في ىذه اللقري كانت طريقة 

 ،rk2 , rk45  ،Embedded rk مع الحؿ التحميمي. دونا النتائي في الجدوليف التالييف: مقارنة 
 

،  rk23  ، rk4 , rk2 ،  rk45أولر المعدلة ، ( وفق الطرائق العددية 4(. الخطأ الناتج من إيجاد الحل العددي لمنموذج )6الجدول )
Embedded rk 0.0001من أجل  مقارنة مع الحل التحميميh   باستخدامMatlab. 

method 100-L sint -L 100sint-L 100sin2 t-L 

Mod. Eul. Sol. 100.00 -0.5711 -57.1141 -15.5223 

Error -1e-0010 3.5e-009 1e-008 0.00 

 

rk23 

Sol. 99.999999998 -0.5267 -57.1142 -15.5223 

Error 2e-0010 0.00 0.00 0.00 

 

rk45 

Sol. 99.999999999 -0.5711 -57.1142 -15.5223 

Error 1e-0010 0.00 0.00 0.00 

Embedded 

rk 

Sol. 99.999999999 -0.5711 -57.1142 -15.5223 

Error 1e-0010 9e-0010 0.00 0.00 

rk4 Sol. 99.999999997 -0.5711 -57.1142 -15.5223 

Error 3.e-009 0.00 0.00 0.00 

rk2 Sol. 99.999999697 -0.5711 -57.1142 -15.5223 

Error 3.03e-007 0.00 0.00 0.00 

Exact Sol. Solution 100.0000 -0.5711 -57.1142 -15.5223 

 
 :الاستنتاجات و التوصيات

. در ػنا  ػموؾ العطػي و التقػاري [3]الموصوؼ في في ىذه المقالة، قدمنا النموذج الرياضي المعمـ لتعمـ مشكمة 
شػػبو المنحػػرؼ بتطبيقيمػػا عمػػن النمػػوذج الرياضػػي النػػاتي.  –تيف عػػدديتيف ىمػػا عوارزميػػة أولػػر و عوارزميػػة أولػػر لطػػريق

. طورنػا Matlabو  Mapleلتوضيل  موؾ الحؿ و العطي طبقنا ىاتيف العػوارزميتيف عمػن النمػوذج المعمػـ با ػتعداـ 
وجػػػػػدنا عػػػػػدديا أف القيمػػػػػة المثمػػػػػن لطػػػػػوؿ العطػػػػػوي  برمجيػػػػػات لتنليػػػػػذ العػػػػػوارزميتيف المدرو ػػػػػتيف لحػػػػػؿ النمػػػػػوذج المعمػػػػػـ.

410hىػػي   و أف العطػػي المطمػػؽ الموافػػؽ ي ػػاو  الصػػلر. عػػ وي عمػػن ذلػػؾ، أجرينػػا تجػػاري محاكػػاي عديػػدي لطرائػػؽ
 rk2 , rk 23 , rk4 , rk45 , Embedded rk , Modified Eulerعدديػة معتملػة. كانػت أفضػؿ ىػذه الطرائػؽ 

(. تبػػيف مػػف التجػػاري العدديػػة أف القيمػػة المثمػػن لطػػوؿ العطػػوي ىػػي أيضػػا Runge-Kuttaىػػي اعتصػػارا مػػف  rk)حيػػث 
410h .  ،شػبو المنحػرؼ يػتمعص بتلػاد  حػؿ معادلػة غيػر عطيػة  –نا ىامػا عمػن عوارزميػة أولػر يأجرينا تح أعيرا



  موؾ التقاري العدد  و تحميؿ العطي لمنموذج المعمـ لتعمـ مشكمة با تعداـ 
 الكرد                                                   Mapleو  Matlab شبو المنحرؼ وفؽ –عوارزميتي أولر و أولر
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. ىػػذا التطػػوير يلػػتل المجػػاؿ fsolveوف الاعتمػػاد عمػػن الإجػػراء د Mapleفػػي كػػؿ عطػػوي تكػػرار عنػػد تنليػػذىا با ػػتعداـ 
شػػػبو  –شػػػبو المنحػػػرؼ فػػػي حػػػؿ المعػػػادلات التلاضػػػمية ضف التقػػػاري فػػػي عوارزميػػػة أولػػػر  –وا ػػػعا أمػػػاـ عوارزميػػػة أولػػػر

فػي حػؿ نمػاذج رياضػية مشػابية جميػع الطرائػؽ المدرو ػة فػي ىػذه المقالػة نوصػي بتطبيػؽ ، أعيػراالمنحرؼ ىو تربيعي. 
410hمف أجؿ  لمنموذج المدروس  . 
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