
9 

 8332( 4( العدد )03المجمد ) العموم الأساسيةسمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 

Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (30) No. (4) 2008 

 

 ةتعميم مسألة أولر إلى فضاء باناخ عمى الساحة العقدي
 

*حسن بدور الدكتور                                                              
 

 صديقة طربيو**                                                                                  
 ىناء سكاف  ***                                                                                    

 عروبة حمادة  ****                                                              
 

 (01/08/2008ل لمنشر في ب  ق   . 8332/  03/  03تاريخ الإيداع )
 

 الممخّص  
 

 مييعالج ىذا البحث المسألة  القصوى الشرطية الآتية: أوجد القيمة الصغرى لمدالي التكام
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 من النوع إضافيةتحت شروط 
      

    0Bbf  ,0Aaf   

   ,0dzz'f,zfFref 11



 



 

 تابع معرف في فضاء باناخ لمتوابع التحميمية في قرص الواحدة .   fحيث 
 دلات التفاضمية لممسألة  أعله فإنو يحقق  المعا حلً  fلقد تم البرىان عمى أنو إذا كان 
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  ABSTRACT    

 

This paper deals with the following conditional external problem:  find the minimum 

value of the integral functional 
      dzz'f,zfFref 00 



  

under some boundary conditions and additional constraints 

      

    0Bbf  ,0Aaf   

   ,0dzz'f,zfFref 11



 



 

where f   is some function defined in Banach Space of  holomorphic functions in 

unit disc.  

It has been shown that the solution 
f  of the above  problem satisfies the  

differential equations 
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and   is the Lagrange Multiplier. 
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 :مقدمة
عدة  في ذلك الحين أولر . فقد وضع القرن السابع عشرإلى  ائل القصوى عمى الساحة الحقيقيةدراسة المس تعود

( ويمكان  Calculus of Variationsت )اسايا  العمام المعاروف بحسااب التحاولامساائل مان ىاذا الناوع ظيار عماى أس
 :ت كما يميالكلسيكية في حساب التحولاالتعبير عن المسألة 

 أوجد القيمة الصغرى الشرطية لمدالي:

   dx'y,y,xFyJ
b

a
 

 :بشرط أن يكون

        Bby  ,Aay   ,ldx'y,y,xGyI
b

a

  

 ومشتقاتيما. Gو  Fمع بعض الشروط الإضافية الأخرى عمى 
 إضاافة بعاض الشاروط عماى قايم التاابع ىذه المسألة عممت أكثر من مارة وفاي اتجاىاات مختمفاة . فقاد أدت ماثلً 

 xy ومشتقاتو بالنسبة لمدالي yI المثموياات الحمول المثماى ) أو نظرياة إلى ما يعرف اليوم بنظرية the theory 

of optimization  ) .  لمساائل القصاوى عماى السااحة تباين أناو بالإمكاان اساتخدام الطارق الحقيقياة فاي دراساة اوعندئذ
ومنياااا المساااألة  ت إلاااى السااااحة العقدياااة حاااولام المساااائل المعروفاااة فاااي حسااااب التالعقدياااة . وكاااذلك أصااابت ممكنااااً تعماااي

ويمكن طرح  . وميروف(ختي -مبدأ القيمة القصوى )يوفيثم إيجاد الشرط اللزم لوجود الحل من خلل  المطروحة أعله
 كما يمي:التي سنعالجيا ب لممسألة ىذا المبدأ بالشكل المناس

m,...,2,1j ,0jبشاااارط أن يكااااون   0أوجااااد القيمااااة القصااااوى الصااااغرى لماااادالي  ,  ىااااذه عمماااااً أن
 )باناخ مثلً( . ويمكن أن تطرح ىذه المسألة باختصار كما يمي: Xفي فضاء ما  معرفةالداليات 
 

 حل المسألة: .0ة مسأل
  Xx  , minx00  

  .m,...,2,1j     ,0xjj  
 

 إذا كاان  [5] 1لممساألة  ( دالاة قصاوىحالً )تعاد  xناذكر أن    xx 00  
 xمان أجال كال دالاة   

  :وكان xواقعة في جوار    m,...,2,1j,0xj  . 

ىاو صاف التواباع الشاتقاقية مان المرتباة الأولاى 1C (1Cالصف تنتمي إلى  xأن  فرضب المسألةحل ىذه يتم 
 الآتي:تابع لاغرانج بناء  ثممع فرض أن المشتق مستمر بالنسبة لمنظيم ( 

   x,xLL j

m

0j
j 



 

mحيث تعرف  ,...,,  ل:ريب لاغارانج وتكتاب اختصااراً بالشاكبمضا 10 m10 ,...,,    . وعندئاذ
 إذا كاااااااان مشاااااااتق فريشااااااايو لتاااااااابع لاغااااااارانج معااااااادوماً  1حااااااالً لممساااااااألة  xبحساااااااب مبااااااادأ القيماااااااة القصاااااااوى  تكاااااااون 

 أي إذا كان: 
                                    Xh       , 0h,xL *

x   
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 .(Lagrange Condition )يعرف ىذا الشرط بشرط لاغرانج 
 

 :أىمية البحث وأىدافو
العقدياة وخصوصاااً  ياتاللادفاي المساائل القصاوى المتعمقااة با تنباع أىمياة البحاث ماان كوناو متابعاة لدراساات سااابقة

 فاي دراساة ,متمثمة بنظرية الحمول المثماى,استخدام الطرق الحقيقية   -كما ذكرنا في المقدمة  –كان بعد أن أصبت بالإم
 تعماايمك احة العقدياة الساوفاي ىاذا السااياق نيادف فاي ىااذا البحاث إلاى دراسااة المساائل الشارطية عمااى  المسااائل. مثال ىاذه
 . تحولاالمسائل المعروفة في حساب الت لبعض

 
 ومواده:طريقة البحث 

مبااادأ القيماااة ( وقاااد تااام تحدياااداً اساااتخدام OPTIMIZATIONطريقاااة البحاااث المتبعاااة ىاااي طريقاااة المثموياااات ) 
فاي سابيل إيجااد حماول ( The Extremum Principle of Ioffe- Tickhomirov وميروفخاتي -القصاوى )ياوفي

 بعض المسائل الشرطية
 

 المناقشة والنتائج:
 :القيمة الصغرى الشرطية لمدالي لوجود اللزم أن الشرطفي حساب التحولات  من المعموم

   dx'y,y,xFyJ
b

a
 

ىو تحقيق xy   :لمعادلة أولر الآتية: 

.0 '
'y

'
y F

dx

d
F 

مان خالل البحاث عان القيماة  طارح مثال ىاذه المساألة عماى السااحة العقدياة بالإمكاانوىنا يتسااءل المارء إذا كاان 
 دالي :القصوى لم

      dzz'f,zfFref 


 

 شابيو مع بعض الشروط الإضافية. أو ما
طرح المسألة المناسبة في  تقدم عمى مابناء  فقد تم .مبدأ القيمة القصوى  موقد تبين فعلً أن ذلك ممكن باستخدا

بواسااطة معادلااة مشااابية   (1( وتاام إيجاااد الشاارط الاالزم لوجااود القيمااة القصااوى )النظريااة 8 ةفضاااء باناااخ ) وىااي المسااأل
أولر السابقة ولكنيا أكثر عمومية . وكنتيجة لياذه النظرياة تام عارض بعاض التطبيقاات التاي تباين كيفياة البحاث  لمعادلة 

 عن حل المسألة.
 

 :عرض المسألة في فضاء باناخ
 الواحدة التوابع التحميمية في قرص  فضاء E لكن 1zD   ولايكنE  فضااء بانااخ. ولنبحاث عان القيماة

 صوى الصغرى لمداليقال
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      dzz'f,zfFref 00 


 

 أن يكون بشرط
           Bbf  ,Aaf   ,ldzz'f,zfFref  



 11 

10ماااع العمااام أن مشاااتقات التاااابعين  F  ,F   بالنسااابة لااااf و'f  و مساااتمرة مااانحن نظاااامي فاااي القااارصD 
  معادلتو:

  Dz,t,tzz:        
 نفارض ىناا ىذه المسألة مرادفة لممسألة الكلسيكية في حساب التحولات التي عرضناىا في المقدمة . و نساتطيع

0l أن   0أوl   :دون التقميل من عمومية المسألة . بذلك يمكن طرح المسألة ىذه باختصار بالشكل 
 
 حل المسألة: .8مسألة   

       Ef   ,mindzz'f,zfFref 00  


                1 

          ,0dzz'f,zfFref 11  


                                 2 

    0Bbf  ,0Aaf                                              3 
 التمييدية الآتية: الاستفادة من سوف نحتاج فيما بعد إلى

 إذا كان .0تمييدية zG  تابعاً مستمراً في قرص الواحدة  وكان 

     0dttzhtzGre
1

0

00  

 محقااق لمشاارط Ehع ماان أجاال كاال تاااب    0tzh0h 0    حيااثDzo   فااإن  0zG   ماان
 . 0zو  0الواقعة عمى القطعة المستقيمة الواصمة بين  z أجل كل النقاط

. إذا كاناااات ىااااانالبر  zG تساااااوي الصاااافر عمااااى القطعااااة المسااااتقيمة المااااذكورة فإنااااو يوجااااد نقطااااة مااااا مثاااال  لا
'tz'z 0  حياااث 1,0't   بحياااث يكاااونو   0'tzreG 0  لنفااارض جااادلًا أن .  0'tzreG 0   إذا كاااان (

  0'tzreG 0   فإن البرىاان مشاابو( . فاي ىاذه الحالاة يوجاد مجاال جزئاي 21, tt  ضامن المجاال 1,0  يكاون فياو
  0'tzreG 0   . 

ضمن المجال  gلنعرف الآن التابع  1,0 :بالعلقة 
 

 
      

 








21

2121

t,tt,0

t,tt,t1ttttt
tg

   

  
 

نستنتج وجود متتالية من كثيرات الحدود  [5] من نظرية وايرشتراس tWn

 المتقاربة بانتظام نحو التابع: 0

 
    

 








21

2121

0
t,tt,0

t,tt,tttt
tg

   

  
 

 ومنو نستنتج تقارب المتتالية 
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     t1ttWtW 0
nn   

نحاو التاابع  tg . حااظ أن متتالياة كثيارات الحاادود العقدياة فااي ىاذه الحالاة نل   0zzWtP nn   حقيقيااة
ضافة إلى ذلك: 0zو  0الواصمة بين ة المستقيمة ععمى القط  وا 

    EP     ,00PzP nn0n  
 لذلك وبحسب الفرض سيكون

         dttWtzGredttzPtzGre0
2

1

t

t

n0

1

0

0n0   

 نحو اللنياية سيكون كذلك: nبا  وبالتناىي 

       0dtt1ttttttzreG 21

t

t

0

2

1

 

وىذا مستحيل لأن المقدار المكامل موجب دائماً ضمن المجال  21 t,t  وعميو  0tzGre 0   . 
بمحاكمااااة مشااااابية نبااااين أن   0tzGim 0    وبالتااااالي  0tzG 0   فااااي كاااال نقاااااط القطعااااة المساااااتقيمة

 المذكورة وىو المطموب.
 

 :الشرط اللازم لوجود الحل
  :يحقق  المعادلات التفاضمية ىذا الحل فإن  8حلً لممسألة  fإذا كان  .0نظرية

0
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                 4 

 مضاريب لاغرانج. ىو أحد  حيث
 نلحظ أن الشرطين الإضاافيين  .البرىان      3 ولكاي يكوناا مناسابين لشاروط مبادأ مقاادير عقدياة يظياران ب

 لاشكالقيمة القصوى نضعيا بالأ
     
       0Bbfim  ,0Bbfre 

 0Aafim  ,0Aafre 



 

 يكافؤىا أو ما
         
           0Bbfim f       ,0Aafimf 

 0Bbfref        ,0Aafre f

54

32












 

 الشكل:إلى  في ىذه الحالة 8لممسألة  لاغرانج يختصر تابعيمكن أن و 

         dzz'f,zfFredzz'f,zfFre 1100  


  


5

0j
jj f  ,fL 

            Bbfim AafimBbfre Aafre 4432    

         أو الشكل  

 ,fL            dzz'f,zfFdzz'f,zfFre 1100
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              Bbf AafimBbf Aafre 5432    

 

 مباادأ القيمااة القصااوىبحسااب الآن و   يكااون f  ً510إذا وجاادت أعااداد   ليااذه المسااألة حاال ,...,,  لا 
   :تحقق شرط لاغرانجو تساوي الصفر دفعة واحدة 

   h,fL f  0 

 المساواة وىذا يعني أن . Eمن  hبالنسبة لمعنصر 

dz'h
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F
h
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          0bhahim bh ahre 5432    

hfولكن وبماا أن التزاياد .  fمحققة في نقطة القيمة القصوى -   افإننا الابتدائياةيجاب أن يحقاق الشاروط 
 نستطيع أن نفرض أن    0bh  ,0ah  . 

 وعندئذ 
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   h,fL f  

0 قطعة مستقيمة واصمة بين  والآن وبدون التخمي عن العمومية نستطيع اعتبار المنحني  معادلتيا: 0zو  
1z,1t0,tzz: 00        

 وبالتالي 

        0dtztz'h
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F
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F
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F
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بالتكامل بالتجزئة آخذين بالحسبان أن     0zh   ,00h 0   المساواة: نحصل عمى  
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 نحصل عمى المعادلة  1من التمييدية
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نستنتج  1Fو0F. من تحميمية التابعين   0zو  0الواصمة بين الصحيحة في كل نقطة من القطعة المستقيمة 

01فاااإذا وضاااعنا صاااحة العلقاااة الساااابقة فاااي كااال قااارص الواحااادة.     0أن  آخاااذين بالحسااابان  ن عااامختمفاااة
 :في النياية عمى المعادلة التفاضمية  حصمنالصفر ا
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 وىو المطموب.
القيماااة القصاااوى بدقاااة  . باساااتخدام الشااارطين الإضاااافيين نساااتطيع إيجااااد ثاااابتي التكامااال وبالتاااالي تحديااادملاحظاااة
 لممسألة المعطاة

 
 :ونتائج تطبيقات

 حل المسألة الآتية: E.  في فضاء التوابع التحميمية  0مسألة 
    Ef   ,mindz 'ffref 22

0  


 

   

    0Bzf  ,0A0f   

   ,0dzf'ref

0

2
1



 



 

1z  ,1t0  ,tzz: 00  

 

 يجب أن تحقق الدالتان:  0حلً لممسألة  fلكي يكون  الحل.
2

1
22

0 'fF         ,'ffF  
المعادلة التفاضمية  (1ب النظرية سبح) 4. 

 ب المشتقات:في سبيل ذلك نحس

''f2
'f

F

dz

d
 

f

F
 ''f2

'f

F

dz

d
   ,''f2
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F
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''f2f2
'f

F

dz
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11011
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ض في المعادلةنعو ثم  4 يكونف: 

  0''f2''f2'f2  


































'f

F

dz

d
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F

'f

F

dz

d

f

F 1100  

 يحقق المعادلة التفاضمية الآتية: fأن الحل  نستنتج من ذلك
      0z'fz''f1   

 ىو: -كما نعمم-وحل ىذه المعادلة
.  z 

2
z 

1 ececzf   

01لإيجااااد الثاااابتين   c,c نساااتفيد مااان الشااارطين الإضاااافيين     Bzf  , A0f 0   بعاااد حساااابات فنجاااد
 أن: بسيطة 

 
zcosh

Be A
c       ,

zcosh

Be A
c  

0

z

2
0

z

1

00 





 

 

مع العمم أن   11. 
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فإننا نعوض كال مسااواة بمتاراجحتين  ,كما سبق ورأينا سابقاً  ,وليس بمتراجحةالمسألة مشروطة بمساواة  إذا كانت
. كمثااال عمااى ذلااك لنأخااذ المسااألة 1ونعماام النتيجااة ماان خاالل النظريااة ,ثاام نسااتخدم مباادأ القيمااة القصااوى ,مكااافئتين ليااا

 السابقة بعد استبدال شرط المتراجحة بمساواة أي المسألة: 
 

 :حل المسألة.   4ألة مس
    Ef   ,mindz 'ffref 22

0  


 

 

    0Bzf  ,0A0f   

   ,0dz'fref

0

2
1



 



 

1z  ,1t0  ,tzz: 00  

 

 المساواة شرطنضع في ىذه الحالة الحل.    0f1 ىما بواسطة شرطين مكافئين لو: 
       ,0dz'fref-   ,0dz'fref 2

1
2

1  


 

 : يجب أن تحقق الدوال 4مسألة حلً لم fلكي يكون وعندئذ و  
2

2
2

1
22

0 'fF     ,'fF   ,'ffF  
 :المعادلة التفاضمية  -1النظرية  اعتماداً عمى-

0
'f

F

dz

d

f

F
''

'f

F

dz

d

f

F
'

'f

F

dz

d

f

F 221100 


















































 

21ولكن وبما أن FF فإن 





































'f

F

dz

d

f

F

'f

F

dz

d

f

F 2211 

 ولذلك

  0
'f

F

dz

d

f

F
'''

'f

F

dz

d

f

F 1100 


































 

'''بوضع    حياث نساتطيع أن نحساب  0يختمف شكلً عن حال المساألة  لا 4المسألة  نلحظ أن حل
 من الشرط    0f1   نفسو. 
 

 :والتوصيات تالاستنتاجا
تعماايم المسااألة إلااى فضاااءات أخاارى وبااداليات متعااددة المتحااولات حيااث يمكاان الحصااول عمااى تعميمااات  بالإمكااان
 حساب التحولات مثل مسألة لاغرانج ومسألة أولر بواسون . أخرى لمسائل في
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