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 الممخّص  

 
فدي هدذا الملالدة   النماذج الرياضية لمتنافس بين الأنواع هي من بين المسائل الهامة لديناميكا السكان بعددة نندواع 

لإعطدددداص تبندددر عددددن لاالدددة التعددددايش بدددين نددددوعين  Matlabبأشدددكال بيانيددددة باسدددت دا  نجدددري تلامدددديا رياضددديا موضددددلاا 
لوتكا بنمدو لوجيسدتي باسدت دا   –لوتكا بنمو لوجيستي  كما نلد  تلاميل الاستلرار لنظا  فولتيرا  –ي ضعان لنظا  فولتيرا 

وو جديددداً ي ددص النمددوذج المدددروس  طريلتددي ليددابونوو الأولددا وال انيددة  نلتددرح فددي طريلددة ليددابونوو ال انيددة تدداب  ليددابون
لتوضدي  سدموا النظدا  المددروس  Matlabنجري العديد من تجارب الملااكاة اللااسوبية باست دا  نظدا  جبدر اللااسدوب 

 عما المدى الطويل  
 
 لوتكا   طريلة ليابونوو   تلاميل الاستلرار  –: نظا  فولتيرا حيةكممات المفتاال
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  ABSTRACT    

      

The mathematical models of competition between species are one of the most 

important problems for population dynamics with multi species. In this paper, we give 

stability analysis for a Lotka-Volterra system with logistic growth by Lyapunov methods. 

We also present new Lyapunov functions for second Lyapunov method. Many numerical 

simulations have been carried out on computer algebra system: Maple and Matlab to 

illustrate the behavior of the considered system for a long time.   
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 :مقدمة
( Predatorالمفتدرس ) ( عنددما تعدزل عدنLogistic modelلوجيسدتي ) اً ( نموذجدPreyيمكن نن تتب  الفريسدة )

باسددتهاا اددذاص  ممددا كمكانيددة النجدداةيلأن المفتددرس لا      مددن جهددة ن ددرى  يتاشددا المفتددرس عندددما لا توجددد فددرائس[1]
المفتددرس والفريسددة موجددودين فددي نفددس البيئددة فدد ن معدددل التلدداط الفريسددة مددن  بددل المفتددرس  :آ ددر  كذا كددان كددا النددوعين

ة  في هذا الملالة  نلااول نن ندرس هذا السدموا لمندوعين فدي لادال نمدو الفريسدة لوجيسدتيا يتناسب م  ك افة نعداد الفريس
ف نه يزداد نسيا ني نن معدل نموا  tك افة عددا في الزمن  xو نمو المفترس نسيا  كذا وجد نوع لولادا في منطلة تم ل

ا النسددبي  ابددت  وهكددذ  0

rtdx
rx x t x e

dt
    0لايددثx  0هددو ك افددة الفريسددة فددي الددزمنt  كذا كددان النددوع  

فدد ن ( Carrying capacity)ب اسددتيعا Kهددو  ابدت و لديكن xمليددا بعوامدل بيئيددة بلايدث نن  ددرة البيئددة عمدا الندوع 
0xعنددما  rمعددل النمددو النسدبي  ددد يكدون تابعددا متنا ندا  طيددا يتدراوح مددن   عنددما  2كلدداx K [2]  و هكددذا 

1
dx x

r
dt K

 
  

 
 ويدعا النموذج الموجيستي   

  لدراسة التعايش بين [3,4]تنافس بين نوعين من الكائنات  ديمة و  د ونفت نماذج م تمفة لفه  آليتها مسألة ال
 :[5,6] ( نأ ذ النموذج التاليGroup defenseجماعيا )الفريسة والمفترس عندما تبدي الفريسة دفاعا 

(9)                      

   

  

,
dx

rG x K yP x
dt

dy
y m Q x

dt

 

  

 

0Kهي تواب  لمزمن و تم ل ك افتي نعداد الفريسة والمفترس عما الترتيب  و  yو xلايث   هدو  ددرة البيئدة
0mعما استيعاب الفريسة و     هو معدل وفيات المفترس  يم ل التاب ,G x K  معدل النمو الملاددد لمفريسدة فدي

 لاال اياب المفترس و يفترض نن يلالق الشروط التالية:

(0 )            
     

       

, 0 , 0, 0 , lim 0,

, 0 , , 0 , , 0, lim , 0

K

x K xK x
K

G K K G K G K

G x K G x K G x K G x K





   

   
 

0و ذلددددا مددددن نجددددل  , 0x K    يلالددددق   , 1
x

G x K r
K

 
  

 
(  يرمددددز التدددداب  0) طجميدددد  الشددددرو  

 P x ( كلا تاب  رد المفترسPredator response function:و يفترض نن يلالق الشروط التالية ) 
(0       )                               0 0 , 0 , for 0P P x x   

0Mلنمذجة الدفاع الجماعي يفترض نن يوجد  ابت   ( بلايث9كما هو مبين في الشكل ) :نن 
 

0    , 0

0    ,

x M
P

x m
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(. تابع رد المفترس 1الشكل ) P x. 

 
يلالق التاب  P x bx ( يونو معدل تلاول الفريسة كلا مفترس بالتاب  0الفرضيات  ) Q x ففدي هدذا  

الملالة لدينا    Q x bP x  0من نجل  ابت ماb   يفترض  نن يمما التاب   Q x :ال واص التالية 
   

 

0 0 , 0 , for 0

0     , 0

0     ,

Q Q x x

x M
Q x

x M

  

  
 

 

 

0Mوجددود    هددو بالضددبط الفرضددية التددي تنمددذج الدددفاع الجمدداعي  عدداوة عمددا ذلددا  يفتددرض نن تكددونM 
نفسها في كا التابعين  P x  و Q x  لأن تلاول الفريسة كلا مفترس  دد يدزداد و يتندا ص عنددما يدزداد و يتندا ص

 استهاا الفريسة  
 

  :أىمية البحث و أىدافو
والإندددابة المتعدددددة فدددي بيولوجيدددا السدددكان   الشدددبكات العندددبونية   نظدددرا لتطبيلدددات نمدددوذج التعدددايش بدددين الأندددواع 
لوتكدا بنمدو  –نلد  فدي هدذا الملالدة تلاميدل الاسدتلرار لنمدوذج فدولتيرا  بالأمراض )العدوى( و التفاعات الكيميائية و ايرها

  ت ض  لمنموذج المدروس لوجيستي لإعطاص توضيلاات تبين لاالة التعايش بين الأنواع
 

  :بحث و موادهطريقة ال
لوتكدا بنمدو لوجيسدتي و نجدري العديدد مدن تجدارب الملااكداة  -نلد  في هذا الفلرة النيااة الرياضية لنموذج فدولترا

لتوضي  لاالة التعايش بدين ندوعين ي ضدعان لمنمدوذج المددروس  عداوة عمدا ذلدا  نلدد   Matlabاللااسوبية باست دا  
  ي ص النموذج  اً تي ليابونوو و نلترح تاب  ليابونوو جديدتلاميل الاستلرار لمنموذج المدروس وفق طريل

 
 :النتائج و المناقشة

 لوتكا بنمو لوجيستي   –صياغة نموذج فولتيرا ( 1)
 (Math. Analysis for Lotka –Volterra Model with Logistic Growth) 

( و المفتددددددرس Preyة )( عددددددادة مددددددن نددددددوعين مددددددن الكائنددددددات همددددددا الفريسددددددEcosystemيتددددددألو النظددددددا  البيئددددددي )
(Predator لنفددددرض نن  )x  هددددو ك افددددة الفريسددددة وy ( هددددو ك افددددة المفتددددرس  افتددددرض فددددولتيراVolterra نن عدددددد )

   هدذا يلودندا[7] الفريسة ينمدو نسديا فدي لادال ايداب المفتدرس بينمدا يتندا ص عددد المفتدرس نسديا فدي لادال ايداب الفريسدة
 كلا النموذج الرياضي التالي:
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dx
rx

dt

dy
my

dt



 

                                                           (4)  

0لايدددث  & 0r m  كذا كدددان     0 2 & 0 0.2x y  ( تعطدددا بالملااكددداة 4فددد ن لامدددول المعادلدددة )
 ( ننددده فدددي لادددال ايددداب المفتدددرس )الفريسدددة( فددد ن ك افدددةtrajectories  تبدددين المسدددارات )0و  0ن اللااسدددوبية فدددي الشدددكمي

( مدن نجدل 4عمدا الترتيدب(  يعطدا اللادل التلاميمدي لممعادلدة ) m) rالفريسة )المفترس( تزداد )تتنا ص( نسيا بمعامدل 
0tجمي    :بالنيغة التالية 

(5)                                                      
   

   

0

0

rt

mt

x t x e

y t y e 




 

لايددث   00x x  و  00y y  هددي الشددروط الابتدائيددة لمنظددا   هددذا يعنددي نندده كذا كانددت ك افددة الفريسددة نو
اوي النفر ف نها ستبلا في النفر طيمة الو ت  في لاال اياب الفريسة ف ن المفترس سينلرض و فدي لادال المفترس تس

( ننده لديس هندداا تعدايش بدين المفتدرس والفريسددة  5ايداب المفتدرس فد ن عددد الفريسددة سدينمو نسديا  يتضد  مددن المعادلدة )
كتداب  لك افدة المفتدرس و يدزداد عددد المفتدرس  طيدا  لتم يل التعايش بينهما افترض فولتيرا نن عدد الفريسة يتنا ص  طيا

كتاب  لك افة الفريسة  كذا ن ذنا بعين الاعتبار هذا الفرضيات ف نه يمكن نيااة النموذج الرياضي الذي ينو التعايش 
 :[3,4,8]بين النوعين بالمعادلة التالية 

(6                                           )
dx

rx axy
dt

dy
my bxy

dt

 

  

 

,لايددددث  , ,a b r m ( بنمددددوذج فددددولتيرا 6هددددي  وابددددت موجبددددة  تعددددرو المعادلددددة )–  لوتكددددا الرياضددددي دون تنددددافس
(Competitionو يدنص هدذا النمدوذج نندده فدي لادال ايدداب المفتدرس فد ن عددد الفريسددة يدزداد نسديا كمددا هدو مبدين فددي  ) 

(  و ن يدرا يندو اللاددين 0مفترس يتنا ص نسيا كما هدو مبدين فدي الشدكل )( و في لاال اياب الفريسة ف ن ال2الشكل )
 axy  و bxy   التناد  بين الفريسة والمفترس الذي هو مناسب لممفترس و  اتل لمفريسة 

 
(. يمثل كثافة الفريسة8الشكل ) x t عندما 0 2x  1والثابت ىوr   ثانية. 03من أجل 
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(. يمثل كثافة المفترس3الشكل ) y t  عندما 0 0.2y   2والثابت ىوm   ثانية. 03من أجل 

 
لمنمدددوذج  اً سدددتجابة الزمنيدددة لددد اث لادددالات م تمفدددة  كذا نجريندددا تلاميدددل اسدددتلرار  طيددد( الا6)-(4تبدددين الأشدددكال ) 

( ف ننا نرى نن هناا سموا اهتزاز واض  في لامول 6الرياضي ) x t  و y t  في البيانات الموضلاة فدي الأشدكال
(4)- (6 ) 

 

 
فريسة (. يمثل كثافة ال4الشكل ) x t  و المفترس y t  في الشروط الابتدائية والمسارات 0 0.3x  و 0 1y  

,1والوسطاء ىي  1, 1, 1r a b m   . 
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(. يمثل كثافة الفريسة 2الشكل ) x t و المفترس y t  0في الشروط الابتدائية والمسارات 2x  0و 2y   والوسطاء ىي

 1,  2 ,  4 ,  3r a b m   . 

 

 
(. يمثل كثافة الفريسة6الشكل ) x t و المفترس y t  0في الشروط الابتدائية والمسارات 4x  0و 7y   والوسطاء ىي

 6,  3 ,  1 ,  2r a b m   . 



 الكردي                                        لوتكا بنمو لوجيستي باست دا  طريلتي ليابونوو –الاستلرار لنظا  فولتيرا تلاميل 
 

 06 

 ( بالشكل:6يمكن كتابة )

(7                   )
 

 

1 1 ;

1 1 ;

dx a a
rx y rx y

dt r r

dy b b
my x my x

dt m m

 

 

 
     

 

 
       

 

 

وع عمددا ار ددر  لندددرس ارن اللاالددة التاليددة: كذا كددان النوعددان فددي ( تددأ ير كددل ندد6) –( 4لالاظنددا فددي الأشددكال ) 
*لاالددددة تددددوازن عندددددما  *,x x y y  عندئددددذ  

* *

1 1
0, ,

dx dy

dt dt y x
    ( 7  وبالتددددالي يمكددددن كتابددددة )

 بالشكل التالي:

(8                                         )
*

*

1

1

dx y
rx

dt y

dy x
my

dt x

 
  

 

 
   

 

 

dxنن  واضددد 
>0

dt
y*عنددددما   y  و سدددالب عنددددما*y y تغيدددرات  y  لادددول*y  تسدددبب التغيدددرات فدددي

dxكشارة 

dt
dyالتي تغير بددورها كشدارة  

dt
( لادا 8وبالنتيجدة هدي اهتدزازات لادول التدوازن  لسدوص اللادظ لا تممدا المعادلدة ) 

  y*و  x*ارتيابددات نددغيرة لاددول  2nو  1nو لددذلا نبلاددث عددن لامددول تلريبيددة  كذا كانددت  yو  xتلاميميددا بدلالددة 
*عندئذ *

1 2,n x x n y y   ( نجد نن:8  من ) 

(9                        )

* *

1 1
2 2* * *

* *

2 2
1 1* * *

1

1

dn nx x
rn rn

dt y x y

dn ny y
mn mn

dt x x x

    
        

    

    
      

    

 

  انية نجد نن:( في معادلة والادة و لال المعادلة التفاضمية من المرتبة ال9بدمج معادلتي )

   

   

*

1 *

2

sin

cos

r x
n t c rm t

m y

n t c rm t

 
  

 



 

و بشددكل  دداص  yو xمددن الشددروط الابتدائيددة  و هكددذا اسددتنتجنا معمومددات لاددول العا ددة بددين  cلايددث تتلادددد
 التلاميل التلريبي يولاي وضولاا بوجود اهتزاز  

جددا ( ونفا مبسطا لمتعدايش بدين الفريسدة والمفتدرس  مدن المهد  6لوتكا المم ل بالمعادلة ) –نموذج فولتيرا  يعطي
(  رنينددا نن Logistic Growth ارجيددة ن ددرى كددالنمو الموجيسددتي مدد ا ) نن ندددرس مدداذا يلادددث عندددما نضدديو عددواماً 

tعنددما  ( تنمو نسديا فدي ايداب المفتدرس و هدذا ايدر وا عدي لأنده6المعادلة )   فد ن x t   لجعدل النظدا  
( ب ضددافة اللاددد 6نك ددر وا عيددة نضدديو النمددو الموجيسددتي لممعادلددة الأولددا فلددط ني كلددا الفريسددة فددي المعادلددة الأولددا مددن )

1
x r r x

K

 
 

 
0Kلايددث     يدددعا  دددرة( البيئددة لاسددتيعابCarrying capacityوالددذي )  ينددو الاسددتيعاب
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المفتدرس بدالنموذج البيئي لمفريسة في لاال اياب المفترس  يدعا النمدوذج النداتج والدذي يندو الفريسدة فدي لادال ايداب 
 ( و يعطا بالنيغة التالية:Logistic Modelالموجيستي )

(92                                         )     1dx
x r r x

dt K

 
  

 
 

 ( بالنيغة التالية:92يعطا اللال التلاميمي لممعادلة )

 
 
0

0 1

rt

rt

Kx e
x t

K x e


 
 

tعندددددما    فدددد ن x t K  ن عدددددد الفريسددددة لايتجدددداوز  دددددرة البيئددددة عمددددا كو هددددذا بددددالطب  وا عددددي ني
( يعطددا النمددوذج 92توضددي  سددموا اللاددل عمددا المدددى الطويددل كمددا يمددي: بالاسددتفادة مددن المعادلددة ) الاسددتيعاب  و يمكددن

 الرياضي الجديد لمتعايش بين الفريسة و المفترس بنمو لوجيستي لمفريسة بالنيغة التالية:

(99)                                        
 

1dx
x r r x ay

dt K

dy
y m bx

dt

 
   

 

  

 

 7( ك افة الفريسة و المفترس بشروط ابتدائية ووسطاص م تمفدة  الفدرق الرئيسدي بدين الشدكل 9)-(7تبين الأشكال )
0 يمدددا بلايدددث نن  7( هدددو ننددده تأ دددذ ال وابدددت فدددي الشدددكل 9( و )8و الشدددكمين )

rbK mr

K


  و مدددن نجدددل الشدددكمين

0المتبليين لدينا 
rbK mr

K


 من الملالة و نتناولها بالتفنيل في فلرة تلاميل التوازن  ةاسيالتي هي الفكرة الأس 

 

 
(. يمثل كثافة الفريسة 7الشكل ) x t و المفترس y t  0في الشروط الابتدائية والمسارات 1x  0و 1y  ي والوسطاء ى

 1,  1 ,  1 ,  1 , 0.334r a b m K    . 
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(. يمثل كثافة الفريسة 8الشكل ) x t  و المفترس y t  0في الشروط الابتدائية والمسارات 2x  0و 2y   والوسطاء ىي

 1,  2 ,  4 ,  3 , 1r a b m K    . 

 

 
(. يمثل كثافة الفريسة 9الشكل ) x t و المفترس y t  0في الشروط الابتدائية 1x  0و 1y   والوسطاء ىي

 6,  3 ,  1 ,  2 , 3r a b m K    . 
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لمفتدرس كلدا الندفر و فدي الشدكمين المتبليدين ف نهدا تدوول كلدا  دي  م تمفدة ( تدوول ك افدة ا7لالاظ ننه فدي الشدكل )
عن النفر  ينب  سبب ذلا واضلاا في تلاميمنا لاستلرار  يمكن نن نعطي تبنرا عن سموا النظ  من المرتبة ال انيدة 

تجددارب (  لتوضددي  هددذا النلطددة نجددري  دداث Phase planeبطريلددة ن ددرى بددأن نرسدد  نددورا طوريددة )مسددتوي الطددور 
 ( 90)-(92ملااكاة عددية لمستويات الطور كما هو مبين في الأشكال )

 
0لوتكا بنمو لوجيستي وفق الشروط الابتدائية  –(. مستوي الطور لنموذج فولتيرا 13الشكل ) 0..6x  0و 0..6y   والوسطاء ىي

 6,  3 ,  1 ,  2 , 3r a b m K    . 
 

 

 
0لوتكا بنمو لوجيستي وفق الشروط الابتدائية  –(. مستوي الطور لنموذج فولتيرا 11الشكل ) 2.5x  0و 1..5y   والوسطاء ىي

 6,  3 ,  1 ,  2 , 3r a b m K    . 
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0بتدائية لوتكا بنمو لوجيستي وفق الشروط الا –(. مستوي الطور لنموذج فولتيرا 18الشكل ) 1 , 1.2x  0و 1.2 , 0.7y  

,6 والوسطاء ىي   3 ,  1 ,  2 , 3r a b m K    . 
 

نلد  فيما يمي شكمين كضافيين يم ان مستوي الطور في شروط ابتدائية م تمفة ووسطاص م تمفدة لنعطدي توضديلاا 
 Matlabا مددن  ددال تطددوير بددرامج لااسددوبية باسددت دا  كضددافيا عددن سددموا النظددا  المدددروس عمددا المدددى البعيددد و ذلدد

 لملانول عما البيانات المبينة في الشكمين التاليين:
 
 
 

 
0لوتكا بنمو لوجيستي وفق الشروط الابتدائية  –(. مستوي الطور لنموذج فولتيرا 10الشكل ) 1 , 2x  0و 0.7 , 2y   والوسطاء

,1 ىي   2 ,  4 ,  3 , 1r a b m K    . 
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0لوتكا بنمو لوجيستي وفق الشروط الابتدائية  –(. مستوي الطور لنموذج فولتيرا 14الشكل ) 1 ... 2x   0و 1 ...2y   

,6 والوسطاء ىي   3 ,  1 ,  2 , 3r a b m K    . 
 

كلددا تلاميددل نلدداط تددوازن  Matlabة لااسددوبية باسددت دا  ننتلددل بعددد هددذا التفندديل النظددري المدددعو  بتجددارب ملااكددا
 (  92)-(8النموذج الملترح لتوضي  ما يجري في مستويات الطور المبينة في الأشكال )

 
  (Stability Analysis of System (11)( )11تحميل الاستقرار لمنظام )

تعملددددة بدددده نأ ددددذ التدددداب  ( و عددددن مسددددتويات الطددددور الم99لملانددددول عمددددا نددددورة عامددددة وواضددددلاة عددددن النظددددا  )

 , 1
x

G x K r
K

 
  

 
و التاب    Q x bx و P x ax    

 (Stability of fixed pointsاستقرار النقاط الثابتة )(. 1)
(  بالتلاديدد نريدد Long timeكن نلاد المسائل الأساسية هو معرفة سموا النظا  الديناميكي عما المدى الطويل )

(  Stability( ن  لا  كلا نننددا نريددد نن نعددرو نولا مدداذا يعنددي الاسددتلرار )Stableنن نعددرو فيمددا كذا كددان اللاددل مسددتلرا )
النظدا  الدديناميكي كلدا  ( بتلاويدلFixed pointيمكدن نن نلدرن معمومدات ك يدرة مدن اسدتلرار تددفق فدي جدوار نلطدة  ابتدة )

ال ابتدة  ندتمعن عدادة فدي النلطدة ال ابتدة و نريدد نن نعدرو مداذا يلاددث كذا بددننا بداللرب مدن نظا   طي فدي جدوار النلطدة 
 النلطة ال ابتة  

 (: Fixed point) الثابتة النقطة (:Definition)9 تعريف
F:ليكن  A A تابعا  ابا لممفاضمة  لايثA الأعداد اللاليلية  نلول عن النلطدة  هي مجال عما مجموعة

a A  كذا تلالق نقطة ثابتةكنها F a a  
لمتداب   0xنلدول عدن نلطدة  ابتدة (: Stable fixed point) المسةتقر  الثابتةة النقطةة: 0 تعريف f x كنهدا 

مسددددتلرة كذا كدددددان مدددددن نجدددددل ني جدددددوار معطدددددا  0U x  يوجددددد جدددددوار آ دددددر 0V x   بلايدددددث نن ني لادددددل يبددددددن فدددددي
   0 0V x U x  يبلا في 0U x   0من نجل جميt    
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نلدول  (:Asymptotically stable fixed pointالنلطة ال ابتدة المسدتلرة بالتلدارب ) :(Definition) 0تعريو 
لمتاب   0xعن نلطة  ابتة  f x  بالتلارب كذا:كنها مستلرة 

 مستلرة  0xكانت النلطة ال ابتة  .1

وجد جوار  .8 0U x بلايث نن: 
(90                            )   0 0lim , 0 , for all

t
t x x x U x


    

 منفوفة مربعة من المرتبة ال انية و لتكن  A: لتكن [4]( Theorem) مبرىنة
(90                        )     2 , , detAP tr A A         

 :Aزة  تكون المنفوفة ك يرة لادوديتها الممي
0( كذا كان Hyperbolic) زائدية .1    

0و فلددددددط كذا كددددددان  ( كذاAsymptotically stable) مسةةةةةةتقر  بالتقةةةةةةار  .8   0و   لالاددددددظ نن(
  1 2tr A       و  1 2det A     ) 

( كذا لد  يكدن الجدزص اللاليلدي Hyperbolicكنهدا زائديدة ) 0xينتج مدن المبرهندة مدا يمدي: نلدول عدن النلطدة ال ابتدة 
 ( مساويا لمنفر  Linearized systemالموافلة لمنظا  الملاول  طيا ) Aلأي  يمة ذاتية لممنفوفة 

 (:Equilibria(. التوازن )8)
0(  نض  99نوجد نولا نلاط توازن النظا  الملادد بالمعادلة ) & 0x y   :ني نن   

(94                                  )
 

0

0

r
x r x ay

K

y m bx

 
   

 

  

 

يمكدددن نن ندددرى نن هنددداا نلطدددة تدددوازن هدددي النلطدددة المبتذلدددة    
1 1
, 0,0e ex y  هدددل هنددداا نلددداط ن دددرى  كذا  

0yوضعنا    عندئذ لديناx Kوهكذا هناا نلطة توازن ن رى تتلادد بالشكل     
2 2
, ,0e ex y K في لاالة  

0 & 0x y  يددددة الأ دددرى هدددي ف نندددا نجدددد نلطدددة التدددوازن الولا 
3 3
, ,e e

m rbK mr
x y

b abK

 
  
 

  بدددالطب  هدددذا 

0rbKنلاي  فلط في اللاالة عندما  mr  5  يمكن نن ندرى ذلدا بسدهولة فدي مسدتوي الطدور المبدين عمدا الشدكل 
من نجل  ي  الوسدطاص التدي تعطدي    

3 3
, 2,0.667e ex y جدل نلطدة التدوازن   سدننا ش  انيدا تلاميدل الاسدتلرار مدن ن

 
3 3
,e ex y يمكدن كنجداز دراسدة اسدتلرار النلداط ال ابتدة بمسداعدة تلنيدة الاسدتلرار ال طيدة  (Linearized stability 

technique ) 
 
(I( طريقة ليابونوف الأولى .)Lyapunov First Method:) 

  كلادى الطرائق لتلاميل نلطة التوازن    
3 3
,e ex y    كلا نظا   طي المدروس هي تلاويل النظا(Linearize 

the system )( لاول نلطة التوازن    نجري تلاميدل الليمدة الذاتيدةEigenvalue analysis )  لنفدرض ننده لددينا معادلدة
 اير  طية من الشكل:

(95                                              ) v f v  
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لايددث  f v ( هددو تدداب   ابددل لممفاضددمة باسددتمرارContinuously Differentiable يمكددن تم دديص تلنيددة  )
 كما يمي:وفق ال وارزمية التالية ( Linearizationتلاويل النظا  كلا  طي )

 
 (.Linearization of systemخوارزمية تحويل النظام إلى نظام خطي ) .1خوارزمية 

 ( وفق ال طوات التالية:Linearizationلتلاويل النظا  كلا نظا   طي ) 9تعطا ال وارزمية 
 كيجاد نلاط توازن النظا  بوض  .1

(96                                         )  0ef v  

( لمتدداب  Jacobianنأ ددذ منددفوفة جدداكوبي ) .8 f v ي نرمددز لهددا ا تنددارا بددالرمز التددJ و نلدددرJ  فددي كددل
  evنلطة من نلاط التوازن 

evتغييددر الإلادددا يات بطريلددة بلايددث نن  .0 v   ( التددي تلتضددي نننددا بندددد دراسددة مسدداراتTrajectories )
v  بالنسبة لمموض  ال ابتev  

 من نجل كل توازن نكتب معادلة  طية جديدة من الشكل: .4

(97                                         ) eJ v   
  2ة ( لمنظا  الجديد في النلطOrbitsو بعدئذ نلامل سموا المدارات )
بدأن نأ دذ المشدتلات الجزئيدة  9الدوارد فدي ندص ال وارزميدة  J( لابدد مدن تلاديدد99فمن نجل النمدوذج المددروس )

 ( كما يمي:99في المعادلة ) yو xبالنسبة لممتغيرين

(98)                   
     

r r
x r x ay x r x ay

K K

x yJ

y m bx y m bx

x y

       
            

       
  
 

      
   

 

في النلطة  J   نلدر  
3 3
,e ex y( من نجل 98  بلاساب المشتلات الجزئية في ) 

3 3
,e ex y :نلانل عما 

(99   )              3 3

3 3

3

,

0 0

e e

e e

e

rm m
r a

x ax bK b
J J x y K

rbK mr
by

aK

 
          
   
     

 

 مي:نلاول النظا  كلا كلادا يات ال طأ كما ي

(02                                               ) 3

3

x e

y e

e x x

e y y

 

 
 

 ينب  النظا  في الإلادا يات الجديدة بالشكل التالي:

(09                                    )
 

x x x y

y x y x

m r
e e e ae

b K

rbK mr
e be e e

abK
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فددددي النلطددددة Jتلالددددق اللددددي  الذاتيددددة لمنددددفوفة جدددداكوبي 
3 3
,e ex y ( 90المعادلددددة المميددددزة المعطدددداة بالندددديغة  )

 لنلاسب 

(00                        )
  

  

3 3 3

3 3 3 3

1 2

1 2

, 0

det , 0

e e e

e e e e

r
tr J x y x

K

J x y abx y

 

 


     

    

 

الجددزص اللاليلدددي لملددي  الذاتيدددة  
1 2,   0هددو موجدددب دومددا لأنندددا افترضددنا ننrbK mr  مدددن هددذا التلاميدددل  

نستنتج نن نلطة التوازن  
3 3
,e ex y  هي نلطة توازن مستلرة بالتلارب و ذلا وفلا لممبرهنة نعاا 

 
(II( طريقة ليابونوف الثانية .)Lyapunov Second Method) 

ونوو كلددا تدداب  جديددد يائدد  التددي تتندداول كيجدداد تدداب  ليدداب [10-1]تونددمنا بعددد دراسددة عميلددة لعدددد مددن الأبلادداث 
 ( و يعطي تبنرا واضلاا عن تلاميل الاستلرار  يعطا التاب  الملترح بالنيغة التالية:99النموذج )

(00    )  3 3

3 3

3 3

, ln ln
x e y e

x y x e y e

e e

e x e y
X e e b e x a e y

x y

    
      

   
   

 

 هذا التاب   ابل لممفاضمة باستمرار  لنفرض نننا عرفنا:

(04                             )

     

 

 

3

3

3

3

3

3

1 2

1

2

,

ln

ln

x y x y

x e

x x e

e

y e

y y e

e

X e e bX e aX e

e x
X e b e x

x

e y
X e e y

y

 

 
  

 
 

 
  
 
 

 

 يساوي: 2كذا لاممنا تاب  ليبانوو الملترح يمكن نن نرى نن التاب  الملدر في 

(05                      )  3 3

3 3

3 3

0,0 ln ln 0
e e

e e

e e

x y
X bx ay

x y
    

نلامل ارن 1 xX e  بشكل مشابه لمتلاميل من نجدل 2 yX e  لأنده فدي كمتدا اللادالتينxe  وye  همدا موجبدان
ن يلامددان ي( العننددرين الرئيسدديين المددذ95تمامددا والتوابدد  فددي شددكمين متشددابهين  يمكددن نن نددرى مددن الشددكل ) 1 xX e  

 ا نلو  بالتلاميل التالي:لفه  لماذا هذا التاب  متزايد دوما مما يجعمه تاب  ليبانوو المرش  لمتلاميل لذ
0xeنعم  ننه من نجل جمي   : 

(06                                                )3 0

x

e

e

x
e  

 باست دا  منشور تايمور لمتاب  الأسي في جوار النفر نلانل عما:

(07                                    )33

3

2

1 ...
2!

x

e

x
e

ex x

e

e

xe
e

x

 
 
 
     

0xeبما نن   :ف ن جمي  اللادود موجبة دوما وبالتالي لدينا 
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(08                              )33

3 3

1

x

e

e

x e xx

e e

x ee
e

x x


   

 الطبيعي لمطرفين نلانل عما:  بأ ذ الموااريت

(09                                             )  3

3 3

ln
e xx

e e

x ee

x x

 
  

 
 

 

0xeهذا يلتضي ننه كذا كان   :ف ن 

(02                                   )  3

3

3

1 ln 0
x e

x x e

e

e x
X e e x

x

 
   

 
 

 

يمكددددن كجدددددراص نفدددددس التلاميددددل مدددددن نجدددددل  2 yX e بالنتيجددددة لددددددينا   , 0x yX e e  جددددوار مدددددا لمنلطدددددة  فدددددي
 ,x ye e 0  لنبين ارن ننX   كذا ن ذنا مشتق  X  عما طول( مساراتTrajectories النظا ) :نلانل عما 

(09 )

 

   

 

3 3

3 3

3 3 3 3

3 3

,

                     

                     

             

x e y e

x y x y

x e y e

y y e e y y e e

x e y e

x y x y x

e x e yd
X e e b e a e

dt e x e y

e e x x e e y y
b a

e x e y

r
a e ae e ae be

K

    
       

       

       
    
    
   

 
    

 

2

        

                     x

x y x y x

r
b e abe e ae be

K

r
b e

K

    

  

 

 
كذا  , 0x y

d
X e e

dt
 و مندددده   , 0x yX e e   0فلددددط عندددددما & 0x ye e  نسددددتنتج نن نلطددددة  

التدوازن    , 0,0x ye e   هددي نلطددة مسددتلرة بالتلدارب  لا يمكددن نن نلددول كنهددا مسدتلرة بالتلددارب عمومددا لأننددا افترضددنا
x&نن  ye e  هي موجبة تماما  
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ن المذان يحملان ان الرئيسيا. العنصر (12الشكل ) 1 xX e يمثل الخط الغامق .xe  

3بينما يمثل 

3

3

ln
x e

e

e

e x
x

x

 
  

 
 

 .الخط المتقطع. 

 

  :والتوصيات تالاستنتاجا
 

لإعطددداص تبندددر عدددن لاالدددة  Matlabفدددي هدددذا الملالدددة  نجريندددا تلامددديا رياضددديا موضدددلاا بأشدددكال بيانيدددة باسدددت دا  
لوتكددا بنمددو لوجيسددتي  كمددا  دددمنا تلاميددل الاسددتلرار لنمددوذج  –التعددايش بددين نددوعين مددن الكائنددات يلاللددان نمددوذج فددولتيرا 

لوتكدددا بنمدددو لوجيسدددتي باسدددت دا  طريلتدددي ليدددابونوو الأولدددا وال انيدددة  طورندددا فدددي طريلدددة ليدددابونوو ال انيدددة تددداب   –فدددولتيرا 
لتوضددي   Matlabي ددص النمددوذج المدددروس  نجرينددا العديددد مددن تجددارب الملااكدداة اللااسددوبية باسددت دا   اً ليددابونوو جديددد

تطبيلدات  سموا النظا  المدروس عما المدى البعيد في ونو كائنات ن رى تتعايش معا و هذا يفدت  المجدال واسدعا فدي
 عديدة مشابهة في م تمو العمو    
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