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 الممخّص  
 

 ل لمسو ال بمتحو ل  احود دمحدبو   الح و -بوو تعمومم بعوا الاتو ال المتع  و  دراسو    الهدف من هذا البحث هو  
صووو  ف الووود ال   ع وووH ه  سووود رف -م عووورة ذ إذ اعووورف مسووو    -الح ووو ل لمسووو ال بمتحووو لمن د محدبووو  -إلووو  

Hه  سوووووووووووود رف - مسوووووووووووو   اعوووووووووووورف الم عوووووووووووورة  موووووووووووو  -المحدبوووووووووووو 
 لمسووووووووووووت ب ل وووووووووووور رة صوووووووووووو  ف د ال   ع وووووووووووو ~

من أجل المتت لم     ذ م عرة-محدب 











NnRYXLLn  م  طعالادرس ت  رب هذه المتت لم  بدلال  ت  رب ,:;

)أن هن ابووور ثوووم   ، هوووالم ا  ووو  ل )nLاحووو  ت  ربوووم  L  مسووو      إلوووب لاسوووب- إذا    وووط إذا   اوووت متت لمووو   ه  سووود رف
)المجم عوو ت  arg min max )nL   المجم عوو    مت  ربوو  احوو( argmin max )L    مسوو      إلووب لاسووب- 
 مغ  وو  معر وو  ع وو  م عوورة -لوود ال محدبوو  اموو  الت   وو ت الجز  -احصوول ع وو  اتوو ال متوو به  تتع وو    ذ  ه  سوود رف

 .   ءات ب ا خ 
 

 .     49J45الث اي  :          46B20الأ ل :          AMSالتصامف الرم  ي لهذا الم   ع 
 
 

  -مث مووو تأ -الح ووو ل --ا ووو ط سووورجم  م طوووع دالووو ،  -م عووورة– د ال محدبووو  - ووو   البمووو ن: الكمماااات المحتاحياااة
 ذ الت    ت الجزام  - -ه  سد رف -مس    
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  ABSTRACT    

 

The aim of this paper is to study and generalize some results concerned with the  - 

solutions of one variable (convex) problems to the  - solutions bivriables  

(convex-concave) problems. We define the  - Housdorff distance H on the classes to 

convex-concave functions and the  - Housdorff  distance 
~

H  on the classes not necessary 

convex-concave functions. For the sequence 











NnRYXLLn ;:, ; We study the 

convergence of this sequence in terms of level sets convergence, and we show that the 

sequence ( )nL is  - Housdorff distance to  L if and only if for each 0   the sequence of 

sets ( arg min max )nL   is  - Housdorff distance convergent to ( argmin max )L  . An 

analogous result holds for  - Subdifferential of convex-concave closed functions defined 

on a Banach space. 
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                                           Secondary :  49J45. 
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 مقدمة:

لووود ال  (minimization problems)   بمووورة  وووي دراسووو  مسووو ال ال وومم الووودام  أهممووو البمووو اي   ووو   التح مووول ب وو 
حمث  ، ذلك م  را  ب لتح مل ال  سم ي،  (epi-graph)بمتح ل  احد من خ ل الخص اص التي متمتع به      البم ن 

 وووووي دراسووووو  مسووووو ال ال ووووومم الع مووووو    أهممووووو  تح مووووول تحوووووت  البمووووو اي لالووووود ر الأس سووووويذ  بتووووو ل ماووووو  ر  ووووو ن  ب ووووو البمووووو ن 
(maximization problems) البم ن  تحت ل الخص اص التي متمتع به  من خ(hypo-graph)ذ   

البمووو اي لمتووومل  ووو  التح م ووومن السووو ب من  معووو لل مسووو ال  ال ووومم الووودام  الع م    - مووون ثوووم  هووور التح مووول     تحوووت
(minimization-maximization problems)  أ  م مسووم  مسوو ال الا وو ط السوورجم (saddle points)  لوود ال

 ذلووك ل  وودان الت رمووب الهادسووي المتوو    ووي  ،  ت هوور صووع ب ت أس سووم   ووي دراسوو  مسوو ال الا وو ط السوورجم  هاوو ,بمتحوو لمن
الود ال ال رمامو    جل التغ وب ع و  هوذه الصوع ب ت  و ن لابود مون العمول ع و أمس ال ال مم الدام   مس ال ال مم الع م   من 

أحوودهم     الوود ال الحدموو  الوودام   تح موول المسووأل  إلوو  مسووألتمن ع وو  الوود ال الحدموو  الع موو م وو   أالمحدبوو   ال رماموو  الم عوورة   
 د موو     ووي الح لو  الع موو  لام جوود بمو  أاوو  تودخل  وومن التح موول  و   البموو اي  توودخل الأخوري  وومن التح موول تحووت البم ايذ

:دمود مون الرم  وممنقبول العالح و ل مون  -بم ه م  الاهتم ملابد من   ن  م ت ث مح  ل لمس ال الأ 12,13,15,16  ذ
    ي هذا البحث سادرس هذا الم ه م  من  جه  ا ر مترم  ب لاسب  لمس ال الا  ط السرجم  ذ

 

 :وأىدافو البحث ةأىمي
مون د ف ه  سو -مسو    دلالو  مهدف البحث إل  دراس  بعا مس ال الا  ط السرجم   من  جه  ا ور مترمو  ب

ا ورا   الح و ل لمسو ال  ال ومم الودام  الع م   - دراسو  م هو مم عورة    بتو ل خو ص  –د ال ذات متح لمن د محدب   أجل
لوو  إ بمتحوو لمنذلووك بعوود تح موول المسوو ل  الح وو ل تتوو ل د موو   مجم عوو  ةموور خ لموو   مووتم  -لأهممتوو  التطبم موو   ل وو ن 

 ذ الح  ل ل ل مس ل  من هذه المس ال -م عرة  استخدام  الأخري محدب    أحدهم  مس لتمن 
 

  ده :ق البحث وموائطرا
ة  ووي مجوو ل التح موول  وو   البموو اي  مجوو ل تعتموود هووذه الدراسوو  ع وو  بعووا الم وو همم  التعوو رمف الأس سووم  المعتموود

التوي تبا هو  العدمود مون  ه  سد ف  -دمس     الطرم   المترم   ي دراستا  هذه خدمتالبم اي  است -التح مل     تحت
 الب حثمن  ي أعم ل مخت    2,4,6,7,17,.... 

 

 : تعاريف ومحاىيم أساسية
, X*      ووو ءا ب اووو خ  X, Yسوواعتبر   *Y   اي   ووو ء مهمووو  الثاوو ممن ع ووو  الترتموووب،  سوووارمز لتووو ل ثاووو

  ءمن  الخطم  ل  *, XX، *,YY  ب ل ع   حده     ذ.,.
 (convex analysis) ابدأ بتذ رة بعا عا صر التح مل المحدب 1,11,14,18. 

f:ت ن ل  X R   دال  معر   عX  تأخذ قممه   ي 


Rذ 
 ب لع ق :   fepi  بو مرمز ل   fل دال   (epi-graph)     البم ن  اعرِّف -
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 ( , ) : ( )epi f x X R f x     
RX وووووووي  مجم عووووووو  محدبووووووو  fepi محدبووووووو  إذا   اوووووووت f الدالووووووو إنا ووووووو ل  -     إنا ووووووو ل f إذا  م عووووووورة

)(  ات f محدب  ذ 

نمجم عوو  مغ  وو     fepi إذا   اووتمغ  وو  دالوو   f إنا وو ل  -  fepi  اووتإذا  (proper) دالوو  خ صوو  f ا 
 حمث :   fdomمجم ع  ةمر خ لم  أ  إذا   ن المج ل ال ع ي

 : ( )dom f x X f x    

RXfف الدال  المرا    عرِّ ا - :*   ل دالf :  ب لع ق 

 Xxxfxxxf  );(,sup)( *** 

 
 fminargبوووو التوووي مرموووز لهووو   fل دالووو   الح ووو ل - مجم عووو   اعووورِّف،  0جووول  ووول  أمووون  -

  لع ق :ب
1

arg min : ( ) sup inf ,f x X f x f 


  
       

  
 

 finf ع ر ووت ب لتوو ل السوو ب ، ا وورا  ل وو ن الم وودار  مجم عوو  د موو   ةموور خ لموو  fminargا حوو  أن د
 احصل ع   مجم ع  الح  ل 0من أجل،    )(مم ن أن مس  ا

 arg min : ( ) inf ( ),f x X f x f x x X   ذ 
(  f ل دالو  f تحت الت   ول –  اعرِّف - subdifferential f  fdomx وي ا طو )  0   و  
 : الآتيب لت ل  التح مل المحدبم ه م 

 0 0( ) : ( ) ( ) , ;of x x X f x f x x x x x X             
 : ( ) ( ) , ;x X f x f x x x x X            

 fتحووت الت   وولاحصوول ع وو   0موون أجوولمحدبوو ،    fلوو ت وو ن هووذه المجم عوو  محدبوو  إذا   اووت الدا   

بو ارمز ذfل دال 
X

R


R تأخذ قممه   ي  Xلمجم ع  الد ال المعر   ع    


 ذ

 (convex -concav analysis)الم عووووووور-بوووووووبعا عا صووووووور التح مووووووول المحووووووودب راات ووووووول الآن لاوووووووذ   
اا ر 6,7,19,20ذ 

ا  ل عن الدال    - 
_

: RYXL     م عرة د -إاه  محدبConvex-concav   إذا   ات محدب   ب لاسب  
 الث ايذلمتح ل ا  إللمتح ل الأ ل  م عرة  ب لاسب  ا  إل

F: (convex parent)  المحدب     رما لدال  الا اعرِّف - X Y R    ل دالL ب لع ق:    
(1)                 * *( , ) ( , ) ,

y Y

F x y Sup L x y y y


    

G: (concave parent)     عرةالم  رما الدال  ال  اعرِّف X Y R     ل دالL ب لع ق:    
                        (2)                              * *( , ) ( , ) ,

x X
G x y Inf L x y x x


    

YX*دال  محدب  ع    F ن أمن ال ا ح          G     دال  م عرة عYX *  ذ 
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*)(اووووت إاهوووو  مغ  وووو  إذا    Lا وووو ل عوووون الدالوووو   - GF   )( *GF  حمووووث ،** , FG   هووووي الوووود ال
FGل وود ال المرا  وو   ن إذا  وو ن لهموو  ا ووس الوود ال توو م عوورتمن أاهموو  مت   ا- ا وو ل عوون دالتوومن محوودبتمن ذع وو  الترتمووب,

  ذاال رم
 :  حمث domLإذا   ن مج له  ال ع ي  (proper)إاه  خ ص   Lا  ل عن الدال   -

LdomLdomdomL 21                                              
   : ( ,.) : (., )x X L x y Y L y        

supre marginal  :MدM الدال  الحدم  الع م    اعرِّف -  X R   ل دالL ب لع ق   : 
(3)                               ( ) ( , );M x Sup L x y y Y  

lower marginal  :Gدm  الدام الدال  الحدم  ا اعرِّف - Y R   ل دالL ب لع ق   : 
(4)                            ( ) ( , );m y Inf L x y x X  

ت وو ن   m الدالوو   Xع وو ت وو ن محدبوو   Mن الدالوو  إم عوورة  وو-محدبوو  L مبوورهن بسووه ل  ااوو  إذا   اووت الدالوو  
  ذYع   م عرة

 : 3تعريف 

 التوووووووووووي مرموووووووووووز لهووووووووووو   Lالا ووووووووووو ط السووووووووووورجم  ل دالووووووووووو  - مجم عووووووووووو   اعووووووووووورِّف،  0جووووووووووول  ووووووووووول  أمووووووووووون 
Lmaxminargلع ق :ب  

arg min max ( , ) : ( , ) ( , ) ( , ) ; ( , )L x y X Y L x y L x y L x y x y X Y  
      

 
           

  

   (5) 

 ي   Lmaxminarg قد تم تعرمف المجم ع   13، 16   ب لاعتم د ع   الد ال الحدم  الع م   الدام
 :  الآتم   لص رة ب

(6)      ( , ) : arg min , arg maxx y X Y x M y m 
    

 
      

  

  =Lmaxminarg 

 حمث:

(7)                     

 

 

1

1

arg min : ( ) ,

arg max : ( ) inf sup ,

M x X M x Sup InfM

m y Y m y m





 

 

 

 

 
 

      
  

 
 

      
  

 

      
 ل وود بوورهن  وويد 16  ااوو  ع وو  مجم عوو  صوو  ف الوود ال المح  وو  ل توورط   (2.4) مبرهاوو   SupmInfM  

 ذ  ن    اتمت (6) ، (5)ن  ت  ن الع قت
0 بأخذ argاحصل تم م  ع   مجم ع  الا  ط السرجم  (6)  ي الع ق    min max L   ل دالL ذ 
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:  2تعريف  18 
(  L تحت الت   ل ل دال  –  اعرِّف subdifferential L   :  الآتي    م ه م ر     لار  ب لت ل ) 

            (8)                         ))),(((),(),( ,2,1 yxLyxLyxL   

LLحمث   ,1,2 ,   ه- تحت الت   ل ل دال L ع و  الترتموب أا   ل الثو اي متح ل الأ ل  المتحل لاسب  ب
 ن:     أ

(9)            * * ( , ) ( , ) , ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , ;

L y L x y x x X
x y L x y

L x L x y y y Y


   

   





       
  

      
 

 قد برهن  ي أعم ل عدة اذ ر ماه    16,18  ع    ج د ع ق  ت   ؤ بمن -محدب   لدال  تحت الت   ل- 
 :الآتم  ع ق معط ة ب ل  F    G ل رما ا ه د اللتحت الت   ل  - L    م عرة

 (10)           * * * * * *( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y L x y x y F x y x y G x y         
 

 ذ L دال  ل L احصل تم م  ع   تحت الت   ل  (9) ي الع ق   0من أجل  

 
  (  ع الدالة)مقط  : 1تعريف 

الدلم من الح م ممن  اذ Lم طع الدال   اعرِّف S   ب مرمز ل   ,
L

 ,
 ب لع ق  الت لم : 

(11)                          
,

: ( , ) : ( ) , ( )
L

x y X Y M x m yS 
      

S ت وووووووووووووووو ن
L

 ,
 ةموووووووووووووووور خ لموووووووووووووووو  إذا  م عوووووووووووووووورة-محدبوووووووووووووووو   L  اووووووووووووووووت الدالوووووووووووووووو مجم عوووووووووووووووو  محدبوووووووووووووووو  إذا  

inf  ات M  supm ذ 

  بوأخمرا ارمز  
YX

R


YX لمجم ع  الد ال المعر   ع        تأخذ قممه   ي R


 ذ  
 

  .ىاوسدورف -ρمسافة   : 4ف تعري 4,5 
  (مسافة - ىاوسدورف عمى X:   
عوورف ا X ووي  Cذ مون أجوول  وول مجم عوو  جزاموو   Xالمعوورف ع وو   .دالوو  المسوو    الم لوودة بوو لا مم     dلوت ن

                               ب لع ق  : C بمن المجم ع   xالمس    بمن العاصر
 CyyxInf  , =:),( Cxd                ،، دإذا   اتC   ت  ن),( Cxd  

B  ب، ارمز 0من أجل  ل    ل  رة المغ     يX    التي مر زه  الص ر  اصف قطره ،ول ل  C  وي 
X ف:ر اع 

BCC  : 
  (L'exce de Haussdorof)ه  سوود رف  موودي تجوو  ز، اعوورف X ووي   C    Dموون أجوول أا مجموو عتمن

 ب لع ق : Dع    C  ل 
 CxDxdDCe  );,(sup:),(              ، دب عتب رe=0  إذا   ات C  
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 ب لع ق : C   D مس    ه  سد رف بمن المجم عتمن-عرفا  
 

 ),(;),(),( CDeDCeSupCDhaus   
NnnDا وو ل عوون متت لموو  موون المجم عوو ت  )(   إاهوو  مت  ربوو  احوو  المجم عووD   ووي X    مسوو   لب لاسووب - 

lim),(0,0:          إذا    ط إذا   ن ه  سد رف 


 DDhaus n
n

 

  (مسافة - ىاوسدورف عمى
X

R


 : 

من    f    gبمن الدالتمن  ه  سد رف - مس    اعرف
X

R


 ب لع ق  : 
 

),(:),;(0                     32د   epigepifhausgfh 
RXن  ي  ن جزامت مجم عت  epif      epigحمث      معرفB   ي RX  :  ب لع ق 

 ( , ) : ;X RB x X R x          

Nnnfمتت لموووو  موووون الوووود ال  أموووو  ا وووو ل عوووون )(   إاهوووو  مت  ربوووو  احوووو  الدالووووf  ووووي 
X

R


 مسوووو     إلووووب لاسووووب   
 - إذا    ط إذا   ن ه  سد رف : 

0;0),(lim 


 ffh n
n

 

 ر ماهم  اذ تبا  ه العدمد من الرم  ممن  ي دراس ت مخت       ي    البم ا -مس   ب هذا الم ه م سمي
  : 5 مبرىنة 8 

 NnRXffn  مون  اصف المسوتمرة مون الأداو   الخ صو  ذ عاداوذ  من الد ال المحدب  متت لم  ,:;
((لدما   0أجل  ل  iii   : حمث 

0),() lim 


ffhi n
n

 

0),() lim 



ffhii n
n

 

 دال  م عورة f   ات  إذا اأب عتب ر  د ال م عرة  اصف مستمرة من الأع    خ ص  المبرها  صحمح  من اجل 
)(  إن f   محدب  ذت  ن دال 

ىاوسدورف عمى - مسافة)  : 6 تعريف
YX

R


  : 
 ذاك ل  دااووو   ،الم عووورة-محدبووو  اجووو  صوووع ب ت  وووي تطبم  تووو  ع ووو  الووود ال ال ي ووو   البمووو ا -ن م هووو م مسووو   إ

المعاووو  المعاوو  الهادسووي م  راووو  ب لوود ال المحدبووو  أ  الم عوورة حموووث اسووتطمع الوووت  م عوون المعاووو  الهادسووي ل ووو   البموو ن   
صوو  ف الوود ال   ع وو ه  سوود رف - مسوو   لتحووت البموو ن،  رةووم ت ووك الصووع ب ت اسووتطعا  إعطوو ء تعرمووف الهادسووي ل
 المحدب  له   م  م ي:  ال رمالم عرة معتمدمن ع   الد ال ا-المحدب 
 

  من K , L  مس    ه  سد رف بمن الدالتمن - اعرِّف،  0من أجل  ل  
YX

R


 ب لع ق  : 
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),(),(                             31د  FhKLH  
ع وو  الترتمووبذ   وو ن لهووذه المسوو    أهمموو   بووري  ووي   L   Kل دالوو   المحدبوو   اوو رمهووي الوود ال ال F حمووث 

الم عرة داا ر -دراس  است رارم  الا  ط السرجم  ل د ال  المحدب  3,8 .(  ا  ل عن متت لمو  مون الود ال NnnL )(   إاهو

 ي Lمت  رب  اح  الدال  
YX

R


 إذا    ط إذا   ن: ه  سد رف - مس   لب لاسب   
0;0),(lim 



 LLH n
n

. 

 وي إعطوو ء تعرمووف  السوورجم  أهمموو   ووي حول بعووا مسوو ال الا و ط ل ود  وو ن لاسوتخدام الوود ال الحدموو  الع مو   الوودام  
 م عرة ب لع ق  الآتم : -د ال لمست ب ل ر رة محدب  ع   ص  ف Hه  سد رف  -مس   أخر ل

),(),(),(                   31د 2121

~

mmhMMhKLH   
12حمث  , MM12د ,mmل ل من   ي الد ال الحدم  الع م دالدام    هL    K ذ ع   الترتمب 

NnnL  ي هذه الح ل  ت  ن المتت لم   )(   مت  رب  اح  الدال L :إذا    ط إذا   ن 

0;0),(
~

lim 


 LLH n
n

 

 
 النتائج والمناقشة:

H   Hبمن    الع ق  Hالمس     خ اصابدأ بإعط ء بعا 
 ذ~

  3مبرىنة
:;3,2,1لووووت ن  



iRYXLi ذ عاداووووذالم عوووورة-الوووود ال المحدبوووو  ثوووو ث موووونH  تح وووو    31د ووووي
  :الآتم الخ اص 
3   H : 0  م جب),( 21 LLH   ذ 
2    H :متا  رة ),(),( 1221 LLHLLH   
3    H   ل ل  المث ث:تح   متب ما 3,2,1),0(max  iepiFd i :م  ن  

),(),(),( 32321331 LLHLLHLLH   
iL ال   ل د محدب   اقرمد ال هي  iFحمث        1,2,3i ذ  

4    0;0),( 211   LLHL   2م   ئL ذ 
 

مب تووورة  تاوووتل   ووود    3، أمووو  الخ صوووم    31دماوووتل مب تووورة  مووون التعرموووف    2  ،1إن برهووو ن الخووو اص   البرىاااان:
 ووي  2.1بتطبموو  المبرهاوو   2 تعرمووفلطوورف الأمسوور موون  ع وو  ا Hنب عتبوو ر أن أا دالمتووم  4 تاووتل الخ صووم    ذ 

بطرم وو  متوو به   ا سووه   الم عوورة المحدبوو  اوو مال ر الوود ال لهموو      ووط إذا  وو ن مت وو  اتمن إذا  نم عوورتمن ت  اوو  –محوودبتمن 
Hاستاتل أن 

 ■  ذ1.3مبرها  تح   التر ط الأربع   ي ال ~
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  2مبرىنة 
NnnLالم عورة -إذا   اوت متت لموو  الود ال المحدبوو  )(   مت  ربوو  احوL    ب لاسوبH   إاهوو  ت و ن مت  ربوو  ب لاسووب 

H
~

 ذ
اسوتطمع   1  د  )1د الحدمو  المعر و    ويالود ال    (2)   (1)ال رماو  المعر و   وي مون تعرموف الود ال ا   البرىان:

 ن ا تب :أ
*( ) ( ,0) ( )( , )DM x F x F x y   

),)((),0()( *
* yxGyGym

D
 

 حمث  :
   * * * * * *( , ) : 0 , ( , ) : 0D x y X Y y D x y X Y x        

C    الدال  المتمرة  تدل ع(the indicators function)     ل مجم عC :  تعرف ب لع ق  










Cx

Cx
xC

;

;0
)( 

سب تعرمف  ح
H

~

 اجد:  )31د  ي 

),(),(),(
~

mmhMMhLLH nnn   
),(),( ** DDnDDn GGhFFh    

(15)                    ),(),( GGhFFh nn   
بم  ان الد ال  ( ) ;n n NL L  نإم عرة  مغ     -محدب :   

FG*                   16)د                                            *

nn FG   
 احصل ع  :  (15) ي الع ق  16) د تع ماب

                            (17)                ),(),(),( **
~

FFhFFhLLH nnn   
lim),(0بموو  أن  



LLH n
n

    0 ووإن),(lim 


FFh n
n

  م وو ن    4.5هاوو  مبر حسووب ال ب لتوو لي

0),(lim 


FFh n

n
   0أن   استاتل  ما),(

~

lim 


LLH n
n

      ه  المط  ب .   ■  

مووده لهووذه الوود ال  ووي مجوو ل دمعر وو  صوو  ت جبمتحوو ل  احوود أ  بمتحوو لمن  أهمموو   ووي   ال  م وو طع الووددراسوو  إن ل
سوووبمل المثووو ل    وووي دراسوو  الم ووو طع اوووذ  ر موواهم ع ووو عدمووودة أعموو لالت وو رب أ  التحووودبذذذذالج  ت جووود  2,10,17,20 

 ذه  سد رف - المبرها  الآتم  تعطي ت  رب متت لم  من الد ال بمتح لمن بدلال  ت  رب م  طعه  ب لاسب  لمس    
 

  : 1 مبرىنة

لت ن











NnRYXLLn MMالد ال بمتح لمن،  لوت ن متت لم  من,:; n mmn د, الحدمو     الود ال,

LLn  ول موون الع مو  دالوودام   ل R لوت ن ذع و  الترتمووب ,   مون أجوول  وول Minf   msupحمووث ب ,
0    م  ن لدما: 
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),(0 إذا   ات1)  
~

lim 


LLH n
n

    0     إن),( ,,lim 


LL

n

SShaus n

 

MM إذا   ات 2) n infinf    mmn supsup    0   ات),( ,,lim 


LL

n

SShaus n

إن  

0),(
~

lim 


LLH n
n

. 

 
 : 1))نابرى  : البرىان

 ن: أاجد  (11) يمن تعرمف الم طع  
 

,
: ( , ) : ( ) , ( )

L
x y X Y M x m yS 

      
   : ( ) : ( )x X M x y Y m y       

                                                                   mM SS 

        
mSد MSحمث  م طع الدال   ي  ه M دm   من أجل  ل   ه ا س طرم   ل بذ ع   الترتمبذn   ت  ن: 

nnn mML
SSS


   ذ  ,
 لدما :    0إذا من أجل  ل 

),(),( ,,

mMmMLL
SSSShausSShaus nnn 





   
(18)           ),(),( mmMM

SShausSShaus nn

  
),(0بم  أن  

~

lim 


LLH n
n

 0  إن  ل من),(  
nn MMh

   0),(  
nn mmh 

 ي  3.1  المبرها   ي 1) بتطبم  ما   17   احصل ع   (18)ع   حدا الطرف الأممن  ي المتراجح : 
0),(  

n

MM
SShaus n

        0),(  
n

mm
SShaus n

  أن   هووووووووذا معاووووووووي: 
0),( ,,  

n

LL
SShaus n

ذ 
,: بمووو  أن (2)برىاااان  ,lim ( , ) 0nL L

n
haus S S    


مسووو   الم طوووع  تعرموووف  حسوووب تعرموووف عاداوووذ - 

lim م ووو ن  31 ووويد ه  سووود رف ( , ) 0nM M

n
haus S S  


    0),(lim 



mm

n
SShaus n

  لمووو   ووو ن 

MMبوو ل را n infinf    mmn supsup    ووي  3.1  المبرهاوو   ووي  2) بتطبموو  إاوو  17 ل ع وو  احصوو
0),(lim 


MMh n

n
   0),(lim 


mmh n

n
 المط  بذ  ه ■ 

 
  4مبرىنة 

 :  من أجل  ل 1.1تحت ا س تر ط المبرها   
nn   

nn ي R:  لدما 

),(0 إذا   ات1)  
~

lim 


LLH n
n

    0     إن),( ,,lim 


LL

n

SShaus n

nn  
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MM إذا   ات  2 n infinf    mmn supsup    ات    
0),( ,,lim 



LL

n

SShaus n

nn إن :  

0),(
~

lim 


LLH n
n

 

 ■ ذ5.3المبرها     5.2ماتل مب ترة من المبرها    البرىان :
 

  5 مبرىنة

 لوووت ن











NnRYXLLn MMمتحووو لمن،  لوووت ن متت لمووو  مووون الووود ال ب,:; n mmnد,   الووود ال ,

LLn ل الحدم  الع م  دالدام     بحمث م  ن: ,
                 (19)                      SupmInfM            nn SupmInfMNn  , 

0 ل ل  0 ل  ل   لدما : 
),(0إذا   ات 1)  

~

lim 


LLH n
n

   إن    

0)maxminarg,maxminarg(lim 


LLhaus n
n

 

MM  إذا   ن   2 n infinf  ,mmn supsup   ن    

0)maxminarg,maxminarg(lim 


LLhaus n
n

  0  إن),(
~

lim 


LLH n
n

 ذ                              

 لبرىانا 
 ن ا تب:أاستطمع  (6) التعرمف     (19) ال را بم جب

n

nn

L

nnn SmML  ,:maxargminargmaxminarg  

,arg min max arg min arg max : LL M m S         
 حمث  

   

   

1 1

1 1

, ; ,

(20)

inf sup , ; inf sup ,

n n

n n

Sup InfM Sup InfM

m m

 

 

   

   

     

       

 

 
: هن أن م  وووووووووي أن ابووووووووور   1.1 ب لتووووووووو لي حسوووووووووب المبرهاووووووووو   Minf   msupا حووووووووو  أن 

 
nn   

nn ذ  لبرهووو ن 
nn وووي R  م  وووي برهووو نMM

nn infinf   مووون 
أجووول ذلوووك لوووم ن  لاأخوووذ     0 لوووم ن )10(0 )minarg( nMx ،  عاداوووذ مووون أجووول  ووول

Nn : م  ن 
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  xInfMxM nn        ما ذ )(;
1

)(),(  nn fepiInfMx   حمث : 
 1inf,1inf,1  MMMax n 

),(Mepi، م جد 0من أجل  ل    32د ي   h حسب تعرمف    : بحمث م  ن 

             (21)                               

1

( , )

inf ( , )

n

n n

x h M M

M h M M

 

 

 

  

  

   
 

أن    (21)  ماتل من الع ق    ),(inf
1

MMhM nn   

 بم  أن   )(M  : استاتل    ),(inf)(inf
1

MMhMMM nn  
 ما  :                                      ),(infinf

1
MMhMM nn 

)0( إاووو  بجعووول  0  0جحووو  صوووحمح  مووون أجووول  ووول بمووو  أن هوووذه المترا   )0(  
 استاتل أن: 

),(infinf
1

MMhMM nn  
MM  ل من  بجعل n    :احصل ع   Nnم عب د ر الآخر من أجل  ل ,

),(infinf
1

MMhMM nn  

),(0 لم    ات 
~


nn LLH      0 إن),(

1


nn MMh   ما MM
nn infinf  

mm بطرم   مت به  ابرهن أن    
nn supsup   أا أن 

nn ذالمط  ب بذلك متم ■ 
 

   6 نتيجة
NnnLن  أ،  ب وورا  ه ب   ا سووالسوو  مبرهاوو تحووت توور ط ال )( عاداووذ موون أجوول  وول ;م عوورة -محدبوو مت لموو  د ال

0  0،  من أجل  ل  :  لدما 
lim),(0إذا   ات 1)  



LLH n
n

 إن   

0)maxminarg,maxminarg(lim 


LLhaus n
n

. 

MMإذا   ات    2 n infinf  ,mmn supsup    

0)maxminarg,maxminarg(lim 


LLhaus n
n


lim),(0   ووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووإن  



LLH n
n


                         ذ

 ■  ذ 5.5 لمبرها  ا 5.3ماتل مب ترة من المبرها      البرىان : 

 
 وي    مث مو تأهممو   بمورة  وي ا رمو  الأم عورة -أ  محدبو   لود ال محدبو أن لدراسو  موؤثرات الت   و ت الجزامو  

 - مسوووو   لب لاسوووب   م عووورة-لووود ال محدبوووو  الت   ووو ت الجزامووو -المبرهاووو  الت لمووو  اعطوووي اتمجوووو  ه مووو   وووي دراسوووو  
 ذه  سد رف

 
 7مبرىنة  
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لت ن 











NnRYXLLn   ن         أا را الم عرة المغ     الخ ص ذ  ل-متت لم  من الد ال المحدب ,:;

(22)                            0,0),(lim 


 LLH n
n

 

 :م  ن  0عاداذ  من أجل  ل  
(23)                           0),(lim 



LLhaus n
n

 

 البرىان
 ن ا تب :   أ استطمع  (10)حسب الع ق   

(24)                   ),( FFhaus n       ),( LLhaus n  
FFn حمث LLnالمحدب  ل د ال     رماهي الد ال ال  , LLn  بم  أن  ل منع   الترتمبذ  , -دال  محدبو  ,

FFn إن  ل من    Nnمغ     خ ص  ل ل  م عرة  وي   3.11بتطبمو  الاتمجو  دال  محدب  مغ     خ صو  ، إذا    ,
 3   احصل ع   :   (24)ع   الع ق 

( )( , ) ( , ) ( , )n nhaus L L c haus F F         
(25)               ),(),( )( LLHc n                 = 

)حمث   , )c       ث بت متع,    و    متع     ط ب لث بتذ 
 ■ .   (23) احصل ع    (22) ب لاعتم د ع   ال را nعادم   (25)أخذ اه م  طر ي المتراجح  ب
 

  8 مبرىنة

 لووووت ن











NnRYXLLn  لووووت ن  الخ صوووو  المغ  وووو   الم عوووورة -المحدبوووو الوووود ال متت لموووو  موووون ,:;

MM n mmnد, LLn ل   الد ال الحدم  الع م  دالدام   ,  ذع   الترتمب ,

                                ب را    
~

( , ) 0lim n
n

H L L



 

 :عاداذ 
( (0,0); (0,0)) 0 ; 0 ; 0lim n

n

haus L L    


       

 لدما  :  9د    4حسب الع ق  د  البرىان
  1, 2,(0,0) , : (0,0) , (0,0)L x y X Y x L y L  

             

 

 

: ( ,0) (0,0) , ;

: (0, ) (0,0) , ;

x X L L x X

y Y L L y Y

   

   

  

  

         

       
 

 

 

: ( ) (0) , ;

: (0) (0) , ;

x X M M x X

y Y m m y Y

   

  

  

  

         

       
 

        22د   : (0) ( ) : (0) ( )x X M M x y Y m m y                
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Mداوو   خ صوو   ووإن لأمحدبوو   اصووف مسووتمرة موون ا M بموو  أن M   ووذلك  m  م عوورة  اصووف مسووتمرة موون
m إن     خ ص الأع  m  اا ر 11,14  اجد :  22د ما  ب لتع ما  ي 

 
    : (0) ( ) : (0) ( )x X M M x y Y m m y                (0,0)L  

   : ( ) ( ) ; : ( ) ( ) ;x X M x M X y Y m y m Y                               

argmin argmaxM m     

arg min arg maxn nM m   (0,0)nL  
 أن :  بطرم   مت به  ابرهن

   عاد اذ م  ن لدما  
    

( (0,0), (0,0)) ( arg min arg max , arg min arg max )n n nhaus L L haus M m M m              

( arg min , arg min ) ( arg max , arg max ) (27)n nhaus M M haus m m                

 بم  أن    
~

( , ) 0n n
H L L  وإن ( , ) 0n n

h M M    ( , ) 0n n
h m m    بحسوب المبرهاو 

)م  ن  4.3 , ) 0n n
h M M

    ( , ) 0n n
h m m

    [17] وي 1.3من المبرها     3 ذ  ما  بتطبم  
 احصل ع  :

( arg min , arg min ) 0
(28)

( arg max , arg max ) 0

n n

n n

haus M M

haus m m





 

 

 

 

   


   

 

 ■   احصل ع   المط  بذ24 ب ستخدام الع ق ت د nعادم    23دالمتراجح   طر ي  بأخذ اه م  
 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
مون  همم   ي دراس  مس ال الا و ط السورجم أ الدام   ل د   ن ل د ال ال رما  المحدب   الم عرة   الد ال الحدم  الع م 

  إذا   اوت متت لمو  ا وأ 1.3 تبومن المبرهاو  هممو  عون الدراسو  التب ل جمو  أالدراسو  المترمو  لات ول إن  جه  ا ر تب ل جم ذ 
  الود ال الحدمو  الع مو   متت لمو  الود ال ه  سود ف  وإن متت لمو -مسو      إلوالمحدبو  مت  ربو  ب لاسوب   ا مال ر من الد ال 

متت لموو  الوود ال  السووؤال الووذا مم وون طرحوو  إذا   اووت  ه  سوود ف -مسوو      إلووالحدموو  الوودام  مت  ربوو  أم وو  ب لاسووب  
 مو  هو  التورط الوذا مجوب أن تح  و   ه  سود ف -الحدم  الع م   متت لم  الد ال الحدم  الدام  مت  ربو  ب لاسوب  لمسو    

 ذا الم هو مهو ه  سود ف ا صوي ب سوتخدام -مسو      المحدبو  حتو  ت و ن مت  ربو ذ  ا ورا  لأهممو  م هو م اوالد ال ال رم
 ذ م عرة-محدب لد ال  الح  ل الحدم -لدراس  
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