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 ممخّص  
 

إذا وفقػط إذا اػاف اقػاطي  يس ميػاقيـ  ،إنها محدبة إحداثياً  ثلاثي البعد الإقليدي الفضاءفي  Aيقاؿ عف مجموعة 
oZoYoXالإحداثية وراموازٍ لأيٍّ مف المح  فػي Aويقػاؿ عػف مجموعػة  بػارة عػف مجموعػة محدبػة مي المجموعة ع ,,

فػي ذػذا المجموعػة بحيػث ااػوف  a يضػاً إنهػا مجموعػة نجميإػة إذا وفقػط إذا وجػدت نقطػة ثلاثي البعػد  الإقليدي الفضاء
جميي القطي المياقيمة  xa,  مف  جػؿ اػؿx  مػفA واقعػة فػيA(   ف جميػي نقػاط المجموعػة  يA  مرئيػة ااػوف

  aوعندئذ يقاؿ عف ذذا المجموعة إنها نجميإة بالنيبة للنقطة  ( Aضمف  aمف النقطة 
 :يةالآا ةفي ذذا البحث يوؼ نبرذف النظري

ػػة ومحدإبػػة إحػػداثياً فػػي A " إذا اانػػت   Aعندئػػذ: ااػػوف المجموعػػة  ثلاثػػي البعػػد الإقليػػدي الفضػػاءمجموعػػة ماراةإ
 Aبحيػػث ااػػوف اػػؿإ نقطػػة جبهيػػة لػػػ ربػػي نقػػاط   A فػػي إذا وفقػػط إذا وجػػد  نجميػػةربػػي مجموعػػات اجاماعػػاً لأ

  "النقاط على الأقؿإ  ذذا مف إحدى Aرئية ضمف م
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  ABSTRACT    

 

Let A be a set in R
3
. A is called a coordinate convex set ,if and only if ,any parallel 

line to any coordinate axes oX ,oY ,oZ was intersected with A is convex set . A is called a 

starshaped set   ,  if and only if ,a point existed in A as (a) ,so that ,every line segment[a,x]  

for all xA lies in A,(it means every point in A was visible via A from a) in this case  this 

set is starshaped with respect to   (a) .  
In this research we will prove the following theorem:  

" If the set A is compact and coordinate convex set in R
3
  then: The set A is union of  

four starshaped sets ,if and only if ,it existed four points in the set A as    ,so that , 

each boundary point of A will be visible via A from one of the points    at least  
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 مقدمة:
فػي  aوجػدت نقطػة  وفقػط إذا إنهػا مجموعػة نجميػة إذاثلاثػي البعػد الإقليػدي  الفضػاءفػي  Aيقاؿ عف مجموعة 

بحيػػث ااػػوف جميػػي القطػػي الميػػاقيمة  ،ذػػذا المجموعػػة xa, مػػف  جػػؿ اػػؿ x  مػػفA  واقعػػة فػػيA  ف جميػػي )  ي
 وعندئذ يقاؿ عػف ذػذا المجموعػة إنهػا نجميػة بالنيػبة للنقطػة (aمف النقطة  Aمرئية ضمف ااوف  Aنقاط المجموعة 

a   ويقػػاؿ عػػف مجموعػػةA ا مجموعػػة محدبػػة إذا وفقػػط إذا اػػافالإقليػػدي إنهػػ الفضػػاءفػػي   Ayx ,  مػػف  جػػؿ اػػؿ
yx, مفA   

اػاف اقػاطي  يس ميػاقيـ مػوازٍ لأيٍّ  وفقػط إذا إذاموعػة محدبػة إحػداثياً بأنهػا مج الفضػاءفػي نفػس  Aاما يقػاؿ عػف
oZoYoXةور الإحداثيامف المح  عبارة عف مجموعة محدبة   Aمي المجموعة ,,

ػ رؤية خطية ػ إذا وفقط إذا اانت  Aضمف   yارى النقطة  xويقاؿ إف النقطة   Ayx ,  
، بحيػػث إف Nمثػػؿ  3Rفػػي  yإذا وجػدت مجػػاورة لػػػ Aبوضػػوض ضػػمف   yاػػرى النقطػػة  xويقػاؿ إف النقطػػة 

ANالمجموعة  Aارى ضمف  xالنقطة    
nإف ميألة إيجاد الشروط اللازمة والاافية لاػوف مجموعػة ماراةػة مػا فػي الفضػاء

R اجاماعػاً مناهيػاً لمجموعػات
فػي اايػة الأذميػة فػػي نظريػة المجموعػات النجميػة  وذػذا مػا جعػػؿ الاثيػر مػف البػاحثيف يهػاـ بدرايػػاها  نجميػة، العػب دوراً 

يػػواءً فػػي حالػػة ثلاثػػي البعػػد  والفضػػاء الإقليػػدي ،فقػػد امػػت درايػػة ذػػذا الميػػألة فػػي حػػامت اثيػػرة فػػي الميػػاوي الإقليػػدي
  :ادور في فلؾ ذذا الميألةؿ المثاؿ فالأعماؿ الاالية على يبيالمفهوـ الخطي للنجمية  و في حالة المفهوـ الماري لها ،و 

[3]-[9]-                     -[31]-[31]-[17]  
لعدد المجموعات المشالة للاجامػاع وذػي  ففي المياوي الإقليدي بعد  ف اوقفت جميي الدرايات عند قيمة عظمى

 [ 31ربي مجموعات نجمية في العمؿ ]   ثلاث ثـ ثلاث مجموعات نجمية ، اياطعنا إثبااها مف  جؿ اجاماع
[ حيػػث  ثباػػت مػػف  جػػؿ اجامػػاع مجمػػوعايف 8 مػػا فػػي الفضػػاء الإقليػػدي ثلاثػػي البعػػد ،امػػت مناقشػػاها فػػي العمػػؿ ] 

 يراد مثاؿ يبيف عدـإنجميايف ولاف بإضافة شرط الرؤية بوضوض بدمً مف الرؤية العادية   ما في حالة الرؤية العادية فاـ 
 [   39اجاماع مجموعايف نجميايف وذلؾ في العمؿ ] احققها مف  جؿ

ولاننػػا بعػػد  ف اعاملنػػا مػػي ةػػؼ خػػاص مػػف المجموعػػات الماراةػػة ذػػي المجموعػػات الماراةػػة المحدبػػة إحػػداثياً 
فػػي  امانإػػا مػػف إثبااهػػا مػػف  جػػؿ اجامػػاع مجمػػوعايف نجمياػػيف ثػػـ ثػػلاث مجموعػػات نجميػػة وذلػػؾ فػػي حػػاؿ الرؤيػػة الخطيػػة

  مف  جؿ  ربي نقاط ذذا العمؿ ينثباها وفي، [ 17]العمؿ 
 الرموز الاي ينياخدمها في ذذا البحث:  -
  Aيعني داخلية   int(A(الرمز -A        9يعني جبهة  Abd)(الرمز  -3
الرمز  -A       4ارجية يعني خ  Aext)(الرمز -1 ba,  يعني القطعة المياقيمة الاي طرفاذاba,   
الرمز  -1 ba, يعني القطعة المياقيمة باياثناء طرفيهاba,  
),(الرمز -1 bal  قطايف يعني المياقيـ المار مف النba,   
  Aوذو  ةغر مجموعة محدإبة احوي  Aيعني الغلاؼ المحدإب لػ Aconv)(الرمز -8
ker)(الرمػػػز -9 An  يعنػػػي نػػػواة المجموعػػػةAمجموعػػػة جميػػػي النقػػػاط مػػػف  : وذػػػيA ،  والاػػػي ااػػػوفA  نجميػػػة
  اؿ منهابالنيبة ل

 أىمية البحث وأىدافو:
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شػػاؿ  ذػػذا البحػػث يػػدرس ايفيػػة ااابػػة مجموعػػة محدبػػة إحػػداثياً وماراةػػة فػػي الفضػػاء الإقليػػدي ثلاثػػي البعػػد علػػى
    اجاماع لأربي مجموعات نجمية

 
 ق البحث ومواده:ائطر 

والمفهػػػوـ ا مػػػاعامػػد طريقػػػة البحػػػث علػػػى اميػػػافادة مػػػف مفهػػػوـ نجمػػػة نقطػػػة  و المجموعػػػة النجميإػػػة بالنيػػػبة لنقطػػػة 
 الخطي للرؤية 

 
 النتائج والمناقشة :

 نظرية:
ػػة ومحدإبػػة إحػػداثياً فػػي A إذا اانػػت   Aعندئػػذ: ااػػوف المجموعػػة  ثلاثػػي البعػػد الإقليػػدي الفضػػاءمجموعػػة ماراةإ

dcbaنقاط   ربي Aفي  إذا وفقط إذا وجدمجموعات نجمية  ربياجاماعاً لأ مرئيػة  Aيػة لػػبحيث ااوف اؿإ نقطة جبه ,,,
dcbaمف إحدى النقاط   Aضمف   على الأقؿإ  ,,,

 البرىان:
 برىان لزوم الشرط:

4321     3    اااػػػب بالشػػػاؿ الآاػػػي :Aلنفػػػرض  فإ  AAAAA   4321حيػػػث ااػػػوف ,,, AAAA 
 مجموعات نجمية  

ػػػػة وبالاػػػػالي مغلقػػػػة وذػػػػذا يقاضػػػػػي  فإ  Aلاػػػػوف Axفػػػػإفإ  Abd)(مػػػػف  xعندئػػػػذ نجػػػػد  فإ : يإػػػػاً اػػػػاف ماراةإ
AAbdياوف )(  . ًإذا        

4321)( AAAAxAxAbdx  
 وذذا يعني  نإه:

  AAxaAa  11 ,:    1A  1&نجميةAxeither  
  AAxbAb  22 ,:   2A     2&نجميةAxor  
  AAxcAc  33 ,:   3A     3&نجميةAxor  
  AAxdAd  44 ,:   4A     4&نجميةAxor  

dcbaنقاط   ربي  وذذا يعني وجود مف  Aمرئية ضمف  مف الايفية   xنقطةالبحيث ااوف  Aفي ,,,
،لأنإػػه إذا انامػػت إحػػدى ذػػذا النقػػاط علػػى 4321إلػػى  اثػػر مػػف مجموعػػة مػػف المجموعػػات xالأقؿإ ,,, AAAA  ااػػوف مرئيػػة

dcba لأربيمف  اثر مف نقطة مف النقاط ا ,,,    
 :برىان كفاية الشرط

dcbaنقػاط   ربػينفرض وجود  مػف إحػدى ذػذا  Aمرئيػة ضػمف Aبحيػث ااػوف اػؿإ نقطػة جبهيػة لػػ  Aفػي ,,,
   ولنضي: ()النقاط على الأقؿإ 

                                         
     

     AxdAxAAxcAxA

AxbAxAAxaAxA





,::&,::

&,::&,::

43

21 
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فػػإفإ  1Aمػػف xلأنإػػه  يإػػاً اانػػت aمجموعػػة نجميػػة بالنيػػبة لػػػ1Aااػػوف  1Aنلاحػػظ  نإػػه بحيػػب اعريػػؼ المجموعػػة
  1, Axa  432  وبالطريقة نفيها نجد  فإ ,, AAA بالنيبة لػ ات نجميةمجموعdcb  على الارايب   ,,

 
 : 4321                           وحاى ياإـ المطلوب  يجب  ف نبرذف  فإ AAAAA        
4321مف اعريؼ المجموعات  ,,, AAAA   : نلاحظ  فإ 

                                                    AAAAAAAA  4321 &&&          
AAAAA   3                       وبالاالي ياوف:       4321                                                                                               

 برذاف امحاواء العايي:
   int(Ax( و   Abdx)(نإه  مإا  ف ياوف: فإ  Aمف xمف  جؿ اؿإ 

مػػػػػف إحػػػػػدى Aمرئيػػػػػة ضػػػػمف xالنقطػػػػة  ااػػػػػوف -()بحيػػػػب الفػػػػػرض -عندئػػػػػذ  :Abdx)(إذا اانػػػػت   -
dcbaالنقاط   وبالاالي : 4Ax و  3Ax و  2Ax و  1Ax ا  ف ااوفعلى الأقؿإ لذلؾ فإنإه إمإ  ,,,

I        4321)( AAAAAbd  
ا إذا اانت  -  حامت : خمس :  فإنإنا نميإزint(Ax( مإ
    الأربعةحالة اطابؽ النقاط  -3
                  حالة اطابؽ ثلاث نقاط مف النقاط الأربعة -9
   لأربعةحالة اطابؽ نقطايف مف النقاط ا -1
 (  [ 17]( في العمؿ 9القضية محققة ضمف ذذا الحامت ) انظر النظرية )و 
4-  dcbax ,,,  : ففي ذذا الحالة لدينا 

                           





















43214

43213

43212

43211

AAAAxAxdxor

AAAAxAxcxor

AAAAxAxbxor

AAAAxAxaxeither

  

   4321)int( AAAAA    وبالاالي احقإقت النظرية ضمف ذذا الحالة 
dcbaالحالة العامإة وذي حالة اوف -1    مي dcbax ,,,   
4321 نفرض جدمً  فإ :ل AAAAx      ()   
dcbaمف  يإ مف النقاط Aة ضمف اير مرئي xيعني  فإ  وذذا    ي :           ,,,

                                         AxdAxcAxbAxa  ,&,&,&,.  
 وذذا يعني  نإه: 

                              

     
     
     
      .,&,:,)(,

.,&,:,)(,

.,&,:,)(,

.,&,:,)(,

2121

2121

2121

2121

AxdAddxdAbddd

AxcAccxcAbdcc

AxbAbbxbAbdbb

AxaAaaxaAbdaa









 

بملاحظة  فإ :   Aaa 2,   لااف :  احقؽ اير ذلؾ لولأنإه 
                                                      AxaAxaaaxa  ,,,, 22  
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 dcbaconvx ,,, 

d2

 

a 

'L 

"L 

L 

x 

1a 

2a 

b 1b 

2b 

2c 

1c 

c 

d 

1d 

d2

 

a 

'L 

"L 

L 

x 

1a 

2a 

b 1b 2b 

2c 
1c 

c 

d 
1d (9الشكل)  جموعةالميمثل 

 المبينة في الحالة
 
 
 

بالاالي:   ()وذذا اناقض مي الفرض   Aaa 2,    فعلًا 
وبالطريقة نفيها نجد  فإ   Abb 2,      &  Acc 2, &    Add 2,  

 والآف ينناقش حالايف رئيييايف :   
  

         حالة 
 نلاحظ  ف:

),(&),(&),(

&),(&),(&),(

dblxdalxcalx

dclxcblxbalx



 

dcbaوذلؾ مهما ااف اوضي النقاط    [ 17]العمؿ  مف (3وياـ ذلؾ بشاؿ مشابه لما اـ في النظرية ) ,,,
 عية:ضمف ذذا الحالة لدينا عدة حامت فر 

dcba النقاط ثلاث نقاط مف-3 ,',"اقي علػى المحػاور الإحداثيػة  ,,, xLxLxL  مػا النقطػة الباقيػة فاقػي فػي ،
بحيث ااحقؽ العلاقة LxLL'" حد  ثماف الجملة  dcbaconvx ,,,  

 : وبدوف المياس بعمومية الميألة نفرض  فإ 
 اقي  و xLاقي على المحور a النقطة
 فاقي  dبينما   على و  على 

 في الثمف اليابي 
 وذنا نميإز ثلاث حامت فرعية:  
 إحدى النقاطdcba  ارى ,,,

 مف اط نقثلاث  Aضمف  
2222النقاط  ,,, dcba  

 بعمومية دوف المياس  ولنفرض
  (3الشكل)                                                                     الميألة  ف :

 المجموعة المبينة في الحالة يمثل

     
      AadAbaAcb

AdcAbcAac





222

222

,&,&,

&,&,&,
                     

                                                           (  3ؿ  )انظر الشا
 مف جهة ثانية:

بما  ف :
 

 
   
    AcaAax

AxbAbc





,&,

&,&,

22

22  

 الاي جبهاها  Bفإف محيط المجموعة  
),,,,( 22 caxbc محاوى فيA 

 فإفمحدبة إحداثياً  Aوبما  ف 
ولدينا     Acc 21,  
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a 

'L 

L 

x 

1a 
2a 

b 
1b 

2b 

2c 
1c 

c 

d 
1d 

"L 

   مي اوف
  إف اناقض لذلؾ ف وذذا

         4321 AAAAx   
 النقاط  إحدىdcba  ارى  ,,,

2222مف النقاط ايف نقط Aضمف  ,,, dcba  الميألة  ف: ولنفرض دوف المياس بعمومية 
          AcdAdaAdbAbcAac  22222  ( 9انظر الشاؿ),&,&,&,&,

 مف جهة ثانية:
بمػػػػػػا  ف :         AcaAaxAxbAbc  ,&,&,&, الاػػػػػػي  Bفػػػػػػإف محػػػػػػيط المجموعػػػػػػة  2222

),,,,(جبهاها  22 caxbc محاوى فيA وبما  فA  ولدينا   محدبة إحداثياً فإف  Acc 21,  مي
4321               إفوذذا اناقض لذلؾ فاوف AAAAx   

   اؿ نقطة مف النقاطdcba 2222مف النقاط نقطة واحدة   Aارى ضمف  ,,, ,,, dcba   
  ف: ةبعمومية الميألولنفرض دوف المياس 

        AadAcaAdbAbc  2222 ,&,&,&, 
 ( 1انظر الشاؿ)

:  عندئذ نجد  فَّ

),(&),(

&),(&),(

dblxdalx

calxcblx



 

 وياـ الاحقؽ مف ذلؾ اما ذارنا في  
  نه ياـ بطريقة مشابهة بداية البرذاف 

  [  17]( مف العمؿ3النظرية )لما اـ في 
  ينبرذف الآف  ف 

 لأنه لو احقؽ  إف 
 وذذا لااف اير ذلؾ 

 (1الشكل )                                                 المنطبؽ يعني  ف المياقيـ
          المجموعة المبينة في الحالةيمثل                               ياقاطي مي المجموعة  على المحور 

A بالمجموعةB :حيث  ف           

 
   نياطيي إيجاد النقطايف  وذذا المجموعة لييت محدبة لأننا

 وبػنفس   محدبػة إحػداثياً لػذلؾ فػإف  Aمػي اػوف المجموعػة  وذذا اناقض بحيث  ف
  الطريقة نبرذف  فَّ 

 مف جهة ثانية:
د القطعػة الميػاقيمة ة فإنإنا نياطيي  ف نمػدإ ها ماراةإ محدودة لأنإ Aو ف المجموعة  int(Ax(بما  فإ  xd ,2 

  ) الواقعة في الثمف الأوؿ (Aلػ 3dحاى نحةؿ على نقطة جبهية xجهة  مف
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 :فنلاحظ  
  [  17]( مف العمؿ3الاحقؽ مف ذلؾ بطريقة مشابهة لما اـ في النظرية )وياـ   

 
 جبهاهػػػػػػػػا الاػػػػػػػػي Bلاػػػػػػػػاف محػػػػػػػػيط المجموعػػػػػػػػة لأنإػػػػػػػػه لػػػػػػػػو فرضػػػػػػػػنا  فإ  امػػػػػػػػا  فإ  

لاػػػػػف لػػػػػدينا و  محدبػػػػػة إحػػػػػداثياً فػػػػػإف  Aوبمػػػػػا  ف المجموعػػػػػة   Aمحاػػػػػوى فػػػػػي 
  Acc 21,     فعلًا    وذذا اناقض بالاالي   مي اوف 

            وبنفس الطريقة ياـ البرذاف على  ف:
dcbaف  يٍّ مػف النقػاطمػ Aاير مرئيػة ضػمف  3dذي Aجبهية لػنقطة في ذذا الحالة وجدنا  وذػذا انػاقض  ,,,

:      (مي الفرض ) 4321 لذلؾ فإفإ AAAAx    
dcbaنقطااف مف النقاط  -9 ، والنقطااف الباقياػاف اقعػاف LxLL'"اقعاف على محوريف مف محاور الجملة  ,,,

لمذاورة مي مراعاة احقؽ العلاقةمعاً في  حد  ثماف الجملة ا dcbaconvx ,,,  
وحاػى ااحقػؽ   اقػي علػى  و xLاقػي علػى المحػور aولنفرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ :النقطػة 

العلاقػػػػة dcbaconvx ,,, ي فػػػػي   اف الباقياػػػػاف معػػػػاً علػػػػى نفػػػػس ميػػػػاوي النقطاػػػػيف يجػػػػب  ف اقػػػػي النقطاػػػػ 
 31]لميػاوي وذػي حالػة مدرويػة فػي العمػؿوبذلؾ نعود بالدراية إلى حالة ا مف الربي الثالث منه حاماً ، xLL'المياوي

  ] 
dcbaنقطاػػػاف مػػػف النقػػػاط  -1 ، والنقطاػػػاف LxLL'"ر الجملػػػة الإحداثيػػػة اقعػػػاف علػػػى محػػػوريف مػػػف محػػػاو  ,,,

 ثماف الجملة المذاورة مي مراعاة احقؽ العلاقة مف الباقيااف اقعاف في ثمنيف مخالفيف   dcbaconvx ,,,  
لنقطػة (  مي الفرض دوف المياس بعمومية الميألة  فإ ا3بمناقشة مشابهة لالؾ في الحالة )دراية ذذا الحالة ااـ 

a اقي على المحورxL  النقطة  ما   اقي على  النقطة وc فاقي في الثمف الثالث وd  في اليابي 
dcbaإحػػدى النقػػاط  -4 الثلاثػػة المابقيػػة فااػػوإزع علػػى  مػػا النقػػاط ،LxLL'"اقػػي علػػى  حػػد محػػاور الجملػػة  ,,,

  احقؽ العلاقةثلاثة  ثماف مخالفة مف  ثماف الجملة المذاورة مي مراعاة  dcbaconvx ,,,  
: النقطػة 3إف دراية ذذا الحالػة اػاـ بشػاؿ مشػابه للحالػة ) ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ

a ور اقي على المحxL  النقطة وb الرابي وفي الثمف اقيc الثالث و الثمف فيd  الثمف اليابي في 
dcbaإحػػدى النقػػاط  -1 ع علػػى ، مػػا النقػػاط الثلاثػػة المابقيػػة فااػػوإز LxLL'"اقػػي علػػى  حػػد محػػاور الجملػػة  ,,,

ثمنيف مخالفيف مف  ثماف الجملة المذاورة مي مراعاة احقؽ العلاقة   dcbaconvx ,,,  
: النقطة3إف دراية ذذا الحالة ااـ بشاؿ مشابه للحالة )  a( وذلؾ بعد الفرض دوف المياس بعمومية الميألة  فإ

 الثمف اليابي في  dو اقعاف معاً في الثمف الرابي cو bنقطااف الو  xLاقي على المحور 
dcbaإحدى النقاط  -1 فػي   مػا النقػاط الثلاثػة المابقيػة فاقػي معػاً ، LxLL'"اقػي علػى  حػد محػاور الجملػة  ,,,

ي احقػػػؽ العلاقػػػة حػػػد  ثمػػػاف الجملػػػة المػػػذاورة مػػػ dcbaconvx ,,, ولنفػػػرض دوف الميػػػاس بعموميػػػة الميػػػألة  فإ  
وحاى ااحقؽ العلاقة  xLاقي على المحور aالنقطة  dcbaconvx ,,, الػثلاث طايجب  ف اقػي النقػdcb فػي  ,,

،وبػذلؾ نعػود بالدرايػة إلػى حالػة بحيػث ااواجػد فػي الربػي الرابػي منه xLL'ولياف  aفيه النقطة نفس المياوي الذي اقي 
 [   31المياوي وذي حالة مدروية في العمؿ ]
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1c 2c 

a 

 (4الشكل )
 المجموعة المبينة في الحالة يمثل

 

b  

d c

x 

L 

"L 

'L 

1a 

2a 

1d 
2d 

1b

2b 

1c
2c 

a 

 (1الشكل )
 المجموعة المبينة في الحالةيمثل 

 

dcbaالنقػػػاط  -7 ،بحيػػػث ااحقػػػؽ العلاقػػػة  LxLL'"ااػػػوزع علػػػى  ربعػػػة  ثمػػػاف مخالفػػػة مػػػف  ثمػػػاف الجملػػػة  ,,,
 dcbaconvx ,,, النقطة: اقػي فػي bالنقطػة و  فػي الػثمف الأوؿاقػي  a ولنفرض دوف المياس بعمومية الميألة  فإ

 الثمف الثامف في  dفي اليادس و cالثالث و
 ة نميإز ثلاث حامت فرعية:ولدراية ذذا الحال

  إحدى النقاطdcba   Aارى ضمف  ,,,
2222نقاط مف النقاط ثلاث  ,,, dcba  

   ولنفرض دوف المياس بعمومية الميألة  ف :

 
   
   
    AcdAbc

AabAda

AcaAba







22

22

22

,&,

&,&,

&,&,

                       

                                                           (  4انظر الشاؿ  )
 مف جهة ثانية:

بما  ف :
 

 
   
    AabAbx

AxdAda





,&,

&,&,

22

22  

 الاي جبهاها  Bفإف محيط المجموعة  
),,,,( 22 abxda محاوى فيA 

 محدبة إحداثياً فإف Aوبما  ف 
ولدينا     Aaa 21, وذذا اناقض لذلؾ فإف   مي اوف:  

                              4321 AAAAx   
  إحدى النقاطdcba 2222نقطايف مف النقاط  Aارى ضمف  ,,, ,,, dcba   

 الميألة  ف:ولنفرض دوف المياس بعمومية 
   
   
  Acd

AacAcb

AdaAba







2

22

22

,

&,&,

&,&,

 

 ( 1انظر الشاؿ)
 مف جهة ثانية:

 : بما  فإ 

    
    AabAbx

AxdAda





,&,

&,&,

22

22 

 الاي جبهاها  Bفإف محيط المجموعة  
),,,,( 22 abxda محاوى فيAوبما  ف 
 A  محدبة إحداثياً فإف  
نا ولدي   Aaa 21, مي اوف 
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 (1الشكل )
 المجموعة المبينة في الحالة يمثل
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a 

 (7الشكل )
 عندما المجموعة المبينة في الحالة يمثل

 
 
 

3c

 وذذا اناقض
4321               :      لذلؾ فإفإ   AAAAx   
   اؿ نقطة مف النقاطdcba 2222مف النقاط  نقطة واحدة Aارى ضمف  ,,, ,,, dcba   

  ف: ةولنفرض دوف المياس بعمومية الميأل

         AcdAacAcbAba  2222  ( 1انظر الشاؿ),&,&,&,
:  عندئذ نجد  فَّ

),(&),(

&),(&),(

calxdclx

cblxbalx



 

 وياـ الاحقؽ مف ذلؾ اما ذارنا في  
 بداية البرذاف  نه ياـ بطريقة مشابهة 

  [  17]( مف العمؿ3لما اـ في النظرية )
  ينبرذف الآف  ف 

 فمف  جؿ ذلؾ ينفرض جدمً  و 
 )بهذا الحالة اقي النقطة 

d  )في الثمف الخامس مف الفراغ 
 ( 7انظر الشاؿ ) 
 و ف المجموعة int(Ax(بما  فإ  

A ة فإنإنا نياطيي  محدودة لأنإها ماراةإ
 ف نمدإد القطعة المياقيمة xc  مف  2,

 حاى نحةؿ على نقطة جبهيةxجهة 
 3c لػA (الرابي) الواقعة في الثمف  

    وبمناقشة مشابهة لما اـ في الحالة
 :فنلاحظ  الأولى  

   
    .,&,

&,&,

33

33

AcdAcc

AcbAca



 

 
  Aنقطة جبهية لػفي ذذا الحالة وجدنا 

 مف  يٍّ  Aاير مرئية ضمف  3cذي
dcbaمف النقاط  وذذا اناقض مي  ,,,
      بالاالي(  الفرض )

 وبنفس الطريقة ياـ البرذاف على  ف:
    

 ( 1مف جهة ثانية: بالعودة للشاؿ )
 Aو ف المجموعة int(Ax(بما  فإ 
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 dcbaconvx ,,, 

ػػة فإنإنػػا نيػػاطيي  ف نمػػدإد القطعػػة الميػػاقيمة محػػدودة لأنإهػػا ماراةإ xc حاػػى نحةػػؿ علػػى نقطػػة xمػػف جهػػة  2,
   ) الواقعة في الثمف الرابي (Aلػ 3cجبهية 

 :فالأولى نلاحظ   وبمناقشة مشابهة لما اـ في الحالة
        .,&,&,&, 3333 AcdAccAcbAca   

dcbaمػف  يٍّ مػف النقػاط Aايػر مرئيػة ضػمف  3cذي Aنقطة جبهية لػفي ذذا الحالة وجدنا  وذػذا انػاقض  ,,,
:مي الفرض ) 4321 (   لذلؾ فإفإ AAAAx    

dcbaالنقاط  -8 ،بحيػث اقػي ثلاثػة نقػاط مػنهـ فػي LxLL'"ااوإزع على ثمنػيف مخالفػيف مػف  ثمػاف الجملػة  ,,,
ثمف واحد معاً والنقطة المابقية اقي في ثمفٍ  مخالؼ ، مي مراعاة احقؽ العلاقة   dcbaconvx ,,,  

:( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس 7ذذا الحالػة بطريقػة مشػابهة لدرايػة الحالػة )ااـ دراية    بعموميػة الميػألة  فإ
dcb النقاطو  في الثمف الأوؿاقي  aالنقطة   معاً في الثمف اليابي  اقي  ,,
dcbaالنقػػػاط  -9 ،بحيػػػث ااحقػػػؽ العلاقػػػة  LxLL'"لفػػػة مػػػف  ثمػػػاف الجملػػػة ااػػػوإزع علػػػى ثلاثػػػة  ثمػػػاف مخا ,,,

 dcbaconvx ,,,  
: 7ااـ دراية ذذا الحالػة بطريقػة مشػابهة لدرايػة الحالػة )  ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ
 في الثمف الثامف  فاقعاف معاً  ,dcفي الثالث  ما النقطايف bالنقطة و  في الثمف الأوؿاقي  aالنقطة 

dcbaالنقاط  -30 ،بحيػث ااجمػي اػؿ نقطاػيف منهػا LxLL'"ااوإزع على ثمنيف مخالفيف مف  ثماف الجملػة  ,,,
في ثمف بحيث ااحقؽ العلاقة   dcbaconvx ,,,  

: 7ااـ دراية ذذا الحالػة بطريقػة مشػابهة لدرايػة الحالػة )  ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ
ًً في الثمف اليابي  ف ,dcاقعاف معاً في الثمف الأوؿ ، ما النقطااف  ,baالنقطااف   اقعاف معاً

       
         حالة 

 
 ضمف ذذا الحالة ينميإز عدإة حامت فرعية ، وضمف اؿإ ذذا الحامت لدينا: 

                              ),(&),(&),(

&),(&),(&),(

dblxdalxcalx

dclxcblxbalx
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 المجموعة المبينة في الحالة يمثل

 

d2

 

a 

'L 

L 

x 

1a 

2a 

b 1b 

2b 

2c 

1c 

c d 

1d 

 (9الشاؿ)
 المجموعة المبينة في الحالة يمثؿ

 

"L 

dcbaالنقاط ثلاث نقاط مف  -3 '"الإحداثيػة  الجملػة محاور اقي على ,,, LxLL بحيػث اقػي اػؿ نقطػة علػى( 
 ما النقطة المابقية فاقي في  حد  ثماف الجملة المذاورة بحيث ااحقؽ العلاقػة  محور( dcbaconvx ,,,   ولنفػرض

 دوف المياس بعمومية الميألة  فإ 

 على bو xLاقي على المحور aالنقطة
 'xL وc على"xL  ما النقطة d فاقي في 
  الثمف الأوؿ 
 مف  جؿ دراية ذذا الحالة نميز ثلاث و 

 حامت فرعية:
  إحدى النقاطdcba  ارى ضمف ,,,

 A 2222مف النقاط ثلاث نقاط ,,, dcba  
 ض دوف المياس بعمومية ولنفر 

 : الميألة  فإ 
      AcdAbdAad  222 ,&,&, 

 (  8انظر الشاؿ )
وبما  فإ     AcxAxb  22 ,&, 

 
),,,,(فػػػػػػػإف محػػػػػػػيط المجموعػػػػػػػة الاػػػػػػػي جبهاهػػػػػػػا  22 dcxbd محاػػػػػػػوى فػػػػػػػيA وبمػػػػػػػا  فإA محدبػػػػػػػة إحػػػػػػػداثياً و

  Add 21,  : 4321فإننا ناوةؿ إلى اناقض لذلؾ فإفإ AAAAx    
 إحدى النقاطdcba  ارى ضمف ,,,

 A 2222نقطايف مف النقاط ,,, dcba  
 ولنفرض دوف المياس بعمومية  

 الميألة  فإ :
    AbdAad  22 ,&, 

 (  9انظر الشاؿ )
وبما  فإ     AaxAxb  22 ,&, 

 فإف محيط المجموعة الاي جبهاها 
),,,,( 22 daxbd محاوى فيA وبما  فإ 

A محدبة إحداثياً و  Add 21,  
:  فإننا ناوةؿ إلى اناقض لذلؾ فإفإ

     4321 AAAAx    
 ؿ نقطة مف النقاط اdcba  ارى  ,,,

 نقطة واحدة مف النقاط  Aضمف 
2222 ,,, dcba  ولنفرض دوف المياس   
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 (30الشكل)
 المجموعة المبينة في الحالة يمثل

 

3d 

"L
 بعمومية الميألة  ف:

   
    .,&,

&,&,

22

22

AcdAbc

AdbAca



 

 ( 30انظر الشاؿ)
  ف نمدد بأيلوب مشابه لما يبؽ نياطيي

القطعة   xd  حاى نحةؿ xجهة مف2,
 )الواقعة في الثمف 3dجبهية  على نقطة

 ياوف طوؿ القطعة بحيثAلػاليابي (
 32 ,dd ًعظميا  

 اير مرئية ضمف  3dونلاحظ  فإ النقطة 
A النقاط  مف  يٍّ مفdcba  وذذا ,,,

 ( مي الفرض ) اناقض
4321لذلؾ فإفإ  AAAAx    

dcbaنقطاػػػػاف مػػػػف النقػػػػاط  -9 اػػػػاف والنقط LxLL'"اقعػػػػاف علػػػػى محػػػػوريف مخالفػػػػيف مػػػػف محػػػػاور الجملػػػػة  ,,,
 ثماف ذذا الجملة مي مراعاة  ف  احد مفالباقيااف اقعاف معاً في ثمف و  dcbaconvx ,,,  

: 3لحالػة )لدرايػة اإف دراية ذذا الحالة اػاـ بشػاؿ مشػابه  ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ
 ثمػػاف فػػي الػػثمف الأوؿ مػػف  اف معػػاً فاقعػػ ,dc النقطاػػاف  ما xL'المحػػور علػػى bو xLاقػػي علػػى المحػػور  aالنقطػػة 

 الجملة المذاورة 
dcbaنقطاػػػػاف مػػػػف النقػػػػاط  -1 والنقطاػػػػاف  LxLL'"اقعػػػػاف علػػػػى محػػػػوريف مخالفػػػػيف مػػػػف محػػػػاور الجملػػػػة  ,,,

لى ثمنيف مخالفيف مف  ثماف الجملة المذاورة  مي مراعاة  ف الباقيااف ااوزإعاف ع dcbaconvx ,,,  
: 3إف دراية ذذا الحالة اػاـ بشػاؿ مشػابه لدرايػة الحالػة ) ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ

فاقػي فػي الػثمف الثػاني  c مػا  اقػي فػي الػثمف الأوؿ dوالنقطػة xL'علػى المحػور bو xLاقي على المحور  aالنقطة 
 مف  ثماف الجملة المذاورة 

dcbaإحػدى النقػػاط  -4  مػػا النقػػاط الػػثلاث المابقيػػة فااػػوإزع علػػى ، LxLL'"اقػػي علػػى  حػػد محػػاور الجملػة  ,,,
احقؽ العلاقةثمنيف مخالفيف مف  ثماف الجملة المذاورة بحيث ا dcbaconvx ,,,   

فػػي bالنقطػػة و xLعلػػى المحػػور aمػػي وضػػي النقطػػة( 3لحالػػة )لدرايػػة اإف درايػػة ذػػذا الحالػػة اػػاـ بشػػاؿ مشػػابه 
cdالنقطاػػاف الػػثمف الأوؿ  مػػا الميػػاس بعموميػػة وذلػػؾ دوف الثػػاني مػػف  ثمػػاف الجملػػة المػػذاورة فػػي الػػثمف فاقعػػاف معػػاً  ,

  الميألة 
dcbaإحػػدى النقػػاط  -1 لاث المابقيػػة فااػػوزإع علػػى  مػػا النقػػاط الػػث،LxLL'"اقػػي علػػى  حػػد محػػاور الجملػػة  ,,,

بحيث ااحقؽ العلاقة ثلاثة  ثماف مخالفة dcbaconvx ,,,  
: النقطػة 3إف دراية ذذا الحالػة اػاـ بشػاؿ مشػابه للحالػة ) ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ

a  اقي على المحورxL والنقطةb وفي الثمف الأوؿc  و الثمف الثانيفيd  في الثمف الثالث  
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dcbaإحدى النقاط  -1 ، ما النقاط الثلاث المابقية فااجمإي معػاً فػي LxLL'"اقي على  حد محاور الجملة  ,,,
 حد  ثماف الجملة المذاورة  بحيث ااحقؽ العلاقة dcbaconvx ,,,  

: النقطػة 3إف دراية ذذا الحالػة اػاـ بشػاؿ مشػابه للحالػة ) ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ
a  اقي على المحورxL ما النقاط dcb  فاقي معاً في الثمف الأوؿ   ,,

dcbaالنقاط  -7    LxLL'"الجملة معاً في  حد  ثماف  يجمإ اا ,,,
النقػاط ( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ 3اذلؾ ااـ دراية ذذا الحالة بشاؿ مشابه للحالة )

dcba ,,,  ًً    ثماف ذذا الجملةفي الثمف الأوؿ مف  ااجمإي معاً
dcbaالنقاط  -8 بحيػث اقػي اػؿ نقطاػيف معػاً فػي  LxLL'"ااوزإع على ثمنيف مخالفيف مػف  ثمػاف الجملػة   ,,,

ثمف  مي مراعاة احقؽ العلاقة  dcbaconvx ,,,   
 طاػيف  فإ النقبعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة وذلػؾ ( 3بشاؿ مشػابه للحالػة )وااـ الدراية لهذا الحالة 

ba,  ًو النقطايف في الثمف الأوؿ اقعاف معاdc, اقعاف في الثمف الثاني مف الجملة المذاورة  
dcbaالنقاط  -9 مػنهـ معػاً بحيػث اقػي ثلاثػة نقػاط  LxLL'"مػف  ثمػاف الجملػة  ثمنيف مخالفيفااوزإع على  ,,,

احقؽ العلاقة ةفي  حد الأثماف مي مراعا dcbaconvx ,,,   
النقػػاط ( وذلػػؾ بعػػد الفػػرض دوف الميػػاس بعموميػػة الميػػألة  فإ 3واػػاـ الدرايػػة لهػػذا الحالػػة بشػػاؿ مشػػابه للحالػػة )

cba  فاقي في الثمف الثاني  dمعاً  ما النقطة اقي في الثمف الأوؿ  ,,
dcbaالنقػػػػػػاط  -30 بحيػػػػػػث ااحقػػػػػػؽ  LxLL'"ااػػػػػػوزإع علػػػػػػى ثلاثػػػػػػة  ثمػػػػػػاف مخالفػػػػػػة مػػػػػػف  ثمػػػػػػاف الجملػػػػػػة  ,,,

العلاقة dcbaconvx ,,,   
( وذلػؾ بعػد الفػرض دوف الميػاس بعموميػة الميػألة  فإ النقطاػيف 3وااـ الدراية لهذا الحالة بشاؿ مشػابه للحالػة )

ba,  اقعاف في الثمف الأوؿ معاً  ما النقطةc فاقي في الثمف الثاني وd  في الثالث 
dcbaالنقػػػػػػاط  -33 بحيػػػػػػث ااحقػػػػػػؽ  LxLL'"ااػػػػػػوزإع علػػػػػػى  ربعػػػػػػة  ثمػػػػػػاف مخالفػػػػػػة مػػػػػػف  ثمػػػػػػاف الجملػػػػػػة  ,,,

العلاقة dcbaconvx ,,,   
 a( وذلؾ بعد الفرض دوف المياس بعمومية الميػألة  فإ النقطػة 3ة بشاؿ مشابه للحالة )وااـ الدراية لهذا الحال
 في الرابي  cفي الثالث و dفي الثاني و bاقي في الثمف الأوؿ والنقطة 

 
: و     فومػػف مناقشػػة الحػػالايف الرئييػػياي 4321بجميػػي حاماهمػػا الفرعيػػة نجػػد  فإ AAAAx  

)int(4321 فإ :             نجد Ax)int(الايفي لػ وبمراعاة امخايار  AAAAA     II 
:       IIو   Iومف   4321نجد  فإ AAAAA        9     
:      9و      3ومف   4321نجد  فإ AAAAA      محققة 

4321ذػػيمجموعػػات نجميػػة ربػػي اااػػب بشػػاؿ اجامػػاع لأAوبهػػذا الحالػػة وجػػدنا  ف المجموعػػة  ,,, AAAA بحيػػث
 : ياوف 

).(ker&)(ker&)(ker&)(ker 4321 AndAncAnbAna  
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 الاستنتاجات والتوصيات:
، لأربػي مجموعػات نجميػة اجاماعػاً 3Rاثياً وماراةػة فػي مجموعػة محدبػة إحػدلقد اوةلنا إلػى إيجػاد معيػار لاػوف 

  المياقبلي ذو اعميـ ذذا المعيار مف  جؿ خمس مجموعات  و  اثروذدفنا 
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