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 ممخّص  
 

وكذلك قابمية الرصد للأنظمة  الخطية  ،قابمية التحكم بالمخرجات دراسة مسألةفي ىذا البحث عرض تم 
 والتي تكتب عمى النحو التالي: الثابتةالمتقطعة ذات الأمثال 
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في قابمية  الجديدة ستنتاج بعض النتائجوكذلك تم ا .يجاد صيغة مكافئة لمنظام الموجود أعلاهإلى إوتم التوصل 
من من نقل النظام  تمكنناالتي ديدة لإيجاد أقل عدد من الخطوات ضع خوارزمية جوكذلك تم و  .التحكم بالمخرجات

وضع خوارزمية وأخيراً تم  .لقابمية الرصد الجديدة استنتاج سمسمة من النتائجكما تم  .الخرج الابتدائي إلى الخرج النيائي
 .x(0)لإيجاد الحل الأمثل لمتجية الحالة الابتدائية 

 
   ل الأمثل.قابمية التحكم بالمخرجات، قابمية الرصد، الأنظمة الخطية المتقطعة، الح   :مفتاحيةالكممات ال

 
 
 
 

                                                 
  سورية -اللاذقية –جامعة تشرين  -كمية العموم –قسم الرياضيات  -أستاذ. 
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  ABSTRACT    

 
In this research, we investigate a problem of controllable and observable output for 

linear discrete-time systems of type: 
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We have founded an equivalent formula for the linear discrete-time system. 

Moreover, new results of controllable output are presented. We put out a new algorithm to 

find the minimum number of steps that can enable us to move the output vector from the 

primary stage into the final one. On the other hand, necessary and sufficient observable 

conditions for system are derived. Finally, we put out a new algorithm to find the optimal 

solution for vector state x(0).  

 

Key words: Controllable, Observable output, Linear Discrete-Time Systems, optimal 

solution.  
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 مقدمة: 
ىذين المفيومين من قبل  تعريفقابمية التحكم والرصد مفيومان أساسيان في نظرية التحكم الحديثة، فقد تم 

فعمى الرغم من أن معظم  وذلك بغية التعرف عمى مدى إمكانية مراقبة النظام والتحكم بو.R.kalman [7],[3]العالم 
الأنظمة قد لا يتصف  تيا ،لكن النموذج الرياضي الذي يعبر عن ىذهوكذلك مراقب  ،الأنظمة الطبيعية يمكن التحكم  بيا

الحالة متجية انتقاء متغيرات  مراعاة اختيار أو  يجب عمينا في نظام ما ، لذلك ولتحقيق ىذا المفيومبيذه الصفات
لنيائية من عممية يحقق الغاية ا تحكمقياسيا أو مراقبتيا وذلك لمبدء في تصميم نظام  عمى أن يكون بالإمكانلمنظام 
 التحكم.

 

 أىمية البحث وأىدافو: 
وكذلك رصد  ،تأتي أىمية البحث في الحصول عمى معايير لقابمية التحكم بالمخرجات لمنظم الخطية المتقطعة

 .يحقق اليدف المطموبىذه المخرجات لتصميم نظام تحكم 
 

 : هموادطرائق البحث و 
لنتائج والخوارزميات مدعومة بالأمثمة لإظيار صحة ىذه تم عرض نظريات مشيورة واستنتاج سمسمة من ا

 .المعايير
 

 نتائج البحث وتطبيقاتو:
 قابمية التحكم بمخرجات النظام:-أ

 ليكن النظام معطى عمى النحو التالي:
x(t+1)=Ax(t)+Bu(t+1)   ;t=0,1,2,3,……..T       (1) 

y(t)=Cx(t)                                                          (2) 

x(0)=x0=constant,                                               (3) 

 x(T)=xT=constant                                              (4) 

nRtxنسمي  )(  متجية الحالة لمنظام وmRtu )(  متجية التحكم وpRty )( متجية مخرجات
  pxnو  nxmو  n x nالترتيب  عمىمصفوفات عددية أبعادىا  Cو  Bو   Aالنظام. 

 (4-1)بالنظام  (4)وحتى (1)العلاقات من نسمي  ملاحظة:

الخرج البدائي ذا تمكنا من نقل النظام من إ ،قابل لمتحكم بالمخرجات 1)-(4ن النظام : نقول إ0تعريف
y(0)=Cx0  ج النيائي إلى الخرy(T)=CxT.[7],[2] 
 :1)-(4إيجاد صيغة مكافئة لمنظام -ب 

0det,0detأن   بفرض   CA،  من أجلt=0,1,2,3,……….T-1 :نستطيع أن نكتب 
y(0)=Cx(0)=Cx0 
y(1)=Cx(1)=C[Ax(0)+Bu(1)]=CAx0+CBu(1) 

y(2)=Cx(2)=C[Ax(1)+Bu(2)]=CA
2
x0+CABu(1)+CBu(2) 

. 

. 

. 

y(T)=CA
T
x0+CA

(T-1)
Bu(1)+CA

(T-2)
Bu(2)+………..+CBu(T) 
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 :بالتالي نحصل عمى جممة المعادلات الخطية الآتيةو 
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 عمى النحو التالي: (5)العلاقة  يمكننا كتابة

)6(DU 
 

 م أن :من أساسيات الجبر الخطي نعم
][]|[حل إذا كان  (6)لايوجد لجممة المعادلات  -0 DrankDrank . 
pDrankDrankيوجد حل وحيد إذا كان  -3  ]|[][ . 

pDrankDrankيوجد عدد لانيائي من الحمول إذا كان: -2  ]|[][ . 

 
أن يتحقق الشرط التالي: لمتحكم بالمخرجات ىو  قابلاً  1)-(4الشرط اللازم والكافي حتى يكون النظام :  0نظرية

pDrank ][. 
لزوم الشرط : إذا كان    -0 )(...),........2(),1()( TuuutU  فإن   (6)حل وحيد لجممة المعادلات

pDrank ][ . 
pDrankكفاية الشرط: إذا كان  -3 ][  فإنpDrankDrank  ]|[][  ،  لأن وذلك 

}1,min{][  ppDrank. 
 

],......,[كانت المصفوفة  إذا  :3 نظرية 21 BBABA TT  المرتبة  من n  قابل لمتحكم  1)-(4ن النظام إف
 :Pالرتبة تممك  Cذا كانت المصفوفة إبالمخرجات 
 

],........,[لدينا  :البرىان 21 BBABACD TT ،    وبالتالي  فإنrank[D]=min{p,n}=p ،  ن إإي
 لمتحكم بالمخرجات. قابل (4-1)النظام 
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 النظام معطى عمى النحو التالي:لدينا : ليكن 0مثال 
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 والمطموب دراسة قابمية التحكم بمخرجات النظام.
 : لديناالحل
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 .أن النظام غير قابل لمتحكم بالمخرجات ، وىذا يعنيrank[D]=1<2نلاحظ أن 

أما إذا أخذنا في المصفوفة 
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111
C ،  فتكون المصفوفة 











212325

111213
D 

 .ن النظام قابل لمتحكم بالمخرجاتإأي  ،rank[D]=2لاحظ أن ن
 :التحكم بمخرجات النظاموارزمية لمعرفة قابمية خ-ج
 .T=1نعطي  -0

 .Dنشكل المصفوفة  -3

فإذا كان محقق يكون  النظام قابل لمتحكم بالمخرجات ثم نذىب إلى   rank[D]=Pنتحقق من العلاقة   -2
 .5الخطوة 

 .3ثم  نعود إلى الخطوة  T=T+1نعطي  -4

 .النياية  -5

 ى متجية التحكم:قابمية التحكم بالمخرجات بوجود شروط عم -د
 :الشرط التاليبإضافة  (4-1)النظام  نعدل

)7(1|)(| tu  
 إذا تحقق مايمي:  )7(لمتحكم بالمخرجات بوجود الشرط  قابل 1)-(4ن النظام إنقول  :2 نظرية

0- nBBABArank TT  ],........,,[ 21. 

||1تحقق العلاقة: Aالقيم الذاتية لممصفوفة  -3 k. 

2- Rank[D]=P. 
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 :Hautos(  [1]) 4نظرية
حلا  QU=fنو يوجد لمنظام إعندئذ نقول  nxmو nxnأبعادىما عمى الترتيب B و  Aإذا كان لدينا مصفوفتان 

],........,[حيث  21 BBABAQ TT   أبعادىامصفوفة )( Tmn  وU  متجية تحويn  متغير  وf  عمود
 مركبة وذلك إذا تحقق الشرط التالي: nؤلف من الثوابت م

nBIArank k  ],[  
 .Aىي القيم المميزة لممصفوفة  kحيث 

ىو أن  (7)لمتحكم بالمخرجات مع وجود الشرط  قابلاً  (4-1)الشرط اللازم والكافي حتى يكون النظام نتيجة : 
 :ةيتحقق الشروط التالي

0-   nBIArank k  ],[ . 
3-   nkk ,...,1,1||    حيثk  ىي القيم المميزة لممصفوفةA . 
2-     rank[D]=P. 

 

 درس قابمية التحكم بالمخرجات لمنظام التالي:ن: 3مثال
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 :الحل

نشكل المصفوفة  -0الشرط 


















101112

00105.11

010101

],,[ 2 BABBA 

],,[3يمكننا أن نجد : Mathematicaباستخدام برنامج  2 BABBArank  محقق.الشرط ىذا ن إأي 
5.0,1:أن فنجد، Aنوجد القيم المميزة لممصفوفة  - 3الشرط  321   الشرط الثاني وىذا يحقق 

 أيضاً.

لمصفوفة : نشكل ا -2الشرط 









21335.36

11225.24
D ، ويكون[D]=2rank،  ن الشرط إإي

 خرجات.لموبالتالي فإن النظام قابل لمتحكم با. الثالث محقق
nBIArankيمكننا التحقق من الشرط : ملاحظة k  ],[   : 
121من أجل    : نجد ، 
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5.03من أجل و  ، : نجد 
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 rankBIArank  

  البرمجة الخطية مسألةتحويل النظام إلى  -ىـ
 ،minCUZإلى مسألة برمجة خطية وذلك بإضافة دالة اليدف  (7)مع الشرط  (4-1)نحول النظام 

 فيكتب عمى النحو التالي:

1||

)8(

min







U

DU

CUZ

 

 )الحد الأدنى لعدد الخطوات( n Tmiخوارزمية إيجاد  - و

 T=2نعطي  :0خطوة 

  Dنكون المصفوفة  -2خطوة 
ىي  Tفإذا كان ىنالك حل تكون  Mathباستخدام برنامج  (8)الحل الأمثل لمبرنامج الخطي  نجد -2خطوة 

 .(5)خطوة ثم نذىب إلى ال لمتجية التحكم، الحل الأمثل استنتاجوبالتالي يمكننا  ،الحد الأدنى لعدد الخطوات

 .  3ثم نذىب إلى الخطوة  ،T=T+1ي أ 0تزايد بمقدار   Tنعطي  -4خطوة 
 .النياية -5خطوة  

 :2مثال
 ليكن النظام 

)1(
1

0

)(

)(

10

11

)1(

)1(

2

1

2

1







































tu

tx

tx

tx

tx
, 




















4

4
,

0

0
0 Txx , 



























)(

)(

21

11

)(

)(

2

1

2

1

tx

tx

ty

ty
, 

1|)(| tu . 

 :المطموب
 ؟ ىل النظام قابل لمتحكم بالمخرجات -0
)0(0من الخطوات لنقل النظام من الخرج البدائي ممكن إيجاد أقل عدد - 3 Cxy      إلى الخرج النيائي

TCxTy )(  . 

 .متجية التحكم ثم استنتاج  متجية الحالة وكذلك متجية الخرج استنتاج -2
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 الحل:
 الطمب الأول:

لدينا : 
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 نجد: 2 النظريةاعتمادا عمى 
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 ن النظام قابل لمتحكم بالمخرجات.إأي 
 فنجد أن .…,T=2,3,4من أجل  Mathematicaبرنامج  باستخدام :نطبق الخوارزمية السابقةالطمب الثاني

  عمى متجية التحكم.، وبالتالي نحصل  T=7 الحد الأدنى لعدد الخطواتفيكون  ،T=7 ىنالك حل ممكن من أجل
LinearProgramming[{0,0,0,0,0,1,1}, 

 {{7,6,5,4,3,2,1},  

 {8,7,6,5,4,3,2} }, 

 {{8,0},{12,0}} ,{{-1,1},{-1,1},{-1,1},{-1,1},{-1,1},{-1,1},{-1,1}}] 

Output: 

{-1,0,1,1,1,1,1} 
  U={-1,0,1,1,1,1,1}ن متجية التحكم:إأي  

 متجية الحالة لمنظام: يمكننا استنتاج :الطمب الثالث
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 وتكون متجية الخرج لمنظام:
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 :تتضمن متجية التحكم والتي لا في الأنظمة الخطية المتقطعة الرصد قابمية   -ز

 x(0)الابتدائية  نو قابل لمرصد إذا وفقط إذا كان من الممكن تحديد الحالةإيقال عن نظام ما :[4,5,6] تعريف
 )الخرج( من أجل عدد محدد من الخطوات. t)yفقط عن طريق سجل محدد من القياسات )

 فإذا كان لدينا النظام التالي:
)1()(;)0(0غير معروفة xxtAxtx  

(9) 

)()( tCxty  
 npو  nnمصفوفتان أبعادىما عمى الترتيب  Cو  Aحيث 
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 قابل لمرصد إذا تحقق الشرط التالي: (9)ن النظام إنقول  :5نظرية
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 البرىان:

 نجد:  ، t=0,1,2,……..T-1من أجل 
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 وبالتالي يكون لدينا:
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 مى النحو التالي:ويمكننا كتابة ىذه العلاقات بالشكل المصفوفي ع
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 حل وحيد إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي: (10)نلاحظ أنو يوجد لجممة المعادلات 
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 ىي المصفوفة:  Oحيث  ، rank[O]=nنو قابل لمرصد إذا تحقق الشرط التالي: إ (9)نقول عن النظام  نتيجة:

nCACACO T   ])(,.........,[ )1(  
C ـملاحظة: نعني ب   منقول المصفوفةC. 



 عثمان                                                      بمية التحكم بالمخرجات وقابمية الرصد في الأنظمة الخطية المتقطعة زمنياقا

08 

 : ليكن النظام التالي:4مثال
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 ليذا النظام. دراسة قابمية الرصد :المطموب

لدينا  الحل:  
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,21 AC ، نشكل المصفوفةO : 
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 OrankCACO 

 .صدن النظام قابل لمر إأي 

أما إذا أخذنا: 
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 OrankO  ، أي أن النظام غير قابل

 لمرصد.
 X(0)البداية  متجيةقابمية الرصد بوجود شروط عمى  -ح

 :التالي بإضافة الشرط(9) نعدل النظام            
)11(1|)0(| x 

 مايمي:ىو أن يتحقق  1)1(لمرصد بوجود الشرط  قابلاً  (9)ي حتى يكون النظام الشرط اللازم والكاف :6نظرية
nCIArank    -أ k  ],[ . 

||1   -ب k   حيثk  ىي القيم المميزة لممصفوفةA . 
 درس قابمية الرصد لمنظام التالي:ن: 5مثال
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121فنجد  Aأولا: نحسب القيم المميزة لممصفوفة   . 

2ثانيا:نحسب  
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 rankCIArank k. 

 .ن النظام قابل لمرصدإأي 
 
 :(9)خوارزمية لإيجاد الحل الأمثل لمنظام  -ط
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 .قابل لمرصد( 9)نتأكد أن النظام  :0خطوة  
 . T=2نعطي  :3خطوة 

 .O: نكون المصفوفة 2خطوة 

 :نكون البرنامج الخطي التالي :4خطوة 
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لا نطبق الخطوة  ،7فإذا كان ىنالك حل نذىب إلى الخطوة  .يوجد لمنظام حل ممكننتحقق ىل : 5خطوة   6وا 
 .ثةثم نذىب إلى الخطوة الثال ،T=T+1ي أ ، 0تزايد بمقدار  T: نعطي 6خطوة 
 النياية. -7خطوة 

لممتجية  قيمبإعطاء  :6مثال 









4

4
y 0)(د إيجا ،المطموب tx  (4)لمنظام المعطى في المثال. 

 الحل:
 سابقا أن النظام قابل لمرصد اتأكدن. 
  نعطيT=2 . 

   ون المصفوفة نك  
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  باستخدام برنامجmathematika الشرط فنجد أن ، يوجد لمنظام حل ضمن الشروط السابقة  نتحقق من أنو
  :ونعود من جديد لنكون المصفوفة ،0تزايد بمقدار  Tنعطي غير محقق، لذلك 
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 :وىو نتيجة خرج البرنامج التالي فنجد أن ىنالك حلاً  ،حل نتأكد إذا كان يوجد لمنظام من جديد،
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LinearProgramming[{1,1,1}, 

 {{1,7,5},  

 {2,10,2} }, 

 {{4,0},{4,0}} ,{{-1,1},{-1,1},{-1,1}}] 

  

Output: 
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   :ن الحل الأمثل لمنظام ىو إأي 
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 تحكم:الابمية الرصد للأنظمة الخطية التي تتضمن متجية ق-ي
 ليكن النظام معطى عمى النحو التالي:       
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  قابل لمرصد إذا تحقق الشرط التالي: (12)ن النظام إ: نقول [3] نتيجة
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 :0درس قابمية الرصد لمنظام المعطى في المثال ن: 7مثال
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 : T=2من أجل  Oنشكل المصفوفة  الحل:
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 .ن النظام غير قابل لمرصدإأي 

 أما إذا أخذنا
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C : فيكون 
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 .ن النظام قابل لمرصدإإي 
 
 : اجات والتوصياتالاستنت

وكذلك تم إيجاد الحل الأمثل  ،وط عمى متجية التحكمر تم إيجاد الحل الأمثل لمخرجات النظام بوجود ش لقد
 صلاح النظام في حال كونو غير قابلا لمرصد إويمكننا مستقبلا دراسة أمكانية  .لرصد متجية الحالة الابتدائية
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