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 ممخّص  
 

في الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد إنيا محدبة إحداثياً إذا وفقط إذا كان تقاطع أيِّ مستقيم  Aيقال عن مجموعة 
oZoYoXالإحداثية موازٍ لأيٍّ من المحاور  Aمع المجموعة عبارة عن مجموعة محدبة.ويقال عن مجموعة  ,,

 عمى أنفي ىذه المجموعة  aفي الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد أيضاً إنيا مجموعة نجميّة إذا وفقط إذا وجدت نقطة 
تكون جميع القطع المستقيمة  xa,  كل من أجلx  منA واقعة فيA ن جميع نقاط المجموعة إ) أيA  تكون

 .aقطة وعندئذ يقال عن ىذه المجموعة إنيا نجميّة بالنسبة لمن(  Aضمن  aمرئية من النقطة 
 :ة الآتيةفي ىذا البحث سوف نبرىن النظري

 Aمجموعة متراصّة ومحدّبة إحداثياً في الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد عندئذ: تكون المجموعة A " إذا كانت 
A naaa نقطة من نقاط nت إذا وفقط إذا وجدمجموعة نجمية  nلـاجتماعاً  ,,........., تكون كلّ نقطة  عمى أن 21
 ."النقاط عمى الأقلّ  ىذه من إحدى Aمرئية ضمن  Aجبيية لـ

 
 

 .المجموعة المتراصة المجموعة النجمية, ,المجموعة المحدبة إحداثياً  ,عة المحدبةالمجمو  مفتاحية:الكممات ال
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  ABSTRACT    

 
Let A be a set in R

3
. A is called a coordinate convex set if, and only if, any parallel 

line to any coordinate axes oX ,oY ,oZ was intersected with A is a convex set . A is called 

a star-shaped set  if, and only if, a point existed in A as (a), so that, every line segment[a,x]  

for all xA lies in A (it means every point in A was visible via A from a). In this case, this 

set is star-shaped, with respect to (a).  

In this research we will prove the following theorem: 

"If the set A is a compact and coordinate convex set in R
3
  then: 

The set A is union of (n) star-shaped sets if, and only if, (n) points existed in the set 

A as   a1,a2,…….an   ,so that, each boundary point of A will be visible via A from one of the 

points  a1,a2,…….an   at least. 
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 :مقدمة
في  aفي الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد إنيا مجموعة نجمية إذا وفقط إذا وجدت نقطة  Aمجموعة يقال عن 

تكون جميع القطع المستقيمة  عمى أنىذه المجموعة  xa,  من أجل كلx  منA  واقعة فيA ن جميع إ) أي
وعندئذ يقال عن ىذه المجموعة إنيا نجمية بالنسبة لمنقطة (.aمن النقطة  Aمرئية ضمن تكون  Aنقاط المجموعة 

a.  ويقال عن مجموعةAا مجموعة محدبة إذا وفقط إذا كانفي الفضاء الإقميدي إني   Ayx ,  من أجل كل
yx, منA . 

تقيم موازٍ لأيٍّ في نفس الفضاء بأنيا مجموعة محدبة إحداثياً إذا وفقط إذا كان تقاطع أيِّ مس Aكما يقال عن
oZoYoXمن المحاور الإحداثية  عبارة عن مجموعة محدبة.  Aمع المجموعة ,,

ـ رؤية خطية ـ إذا وفقط إذا كانت  Aضمن   yترى النقطة  xويقال إن النقطة   Ayx ,. 
النقطة  لأن  , Nمثل  3Rفي  yإذا وجدت مجاورة لـ Aبوضوح ضمن   yترى النقطة  xويقال إن النقطة 

x  ترى ضمنA  المجموعةAN . 
nإن مسألة إيجاد الشروط اللازمة والكافية لكون مجموعة متراصة ما في الفضاء

R اجتماعاً منتيياً لمجموعات
من الباحثين ييتم بدراستيا ,فقد  اً كثير جعل  وىذا ما .ت النجميةنجمية, تمعب دوراً في غاية الأىمية في نظرية المجموعا

سواءً في حالة المفيوم ثلاثي البعد تمت دراسة ىذه المسألة في حالات كثيرة في المستوي الإقميدي والفضاء الإقميدي 
-[5]: تدور في فمك ىذه المسألةأو في حالة المفيوم المتري ليا ,وعمى سبيل المثال فالأعمال التالية  ,الخطي لمنجمية

[3]-.....................-[51]-[51] -[51]- [51]- [51]. 
لعدد المجموعات المشكمة للاجتماع  ففي المستوي الإقميدي بعد أن توقفت جميع الدراسات عند قيمة عظمى

 [.52أربع مجموعات نجمية في العمل ]  ثلاث ثم وىي ثلاث مجموعات نجمية , استطعنا إثباتيا من أجل اجتماع
حيث أثبتت من أجل اجتماع مجموعتين  ,[1ي الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد ,تمت مناقشتيا في العمل ] أما ف

يراد مثال يبين إولكن بإضافة شرط الرؤية بوضوح بدلًا من الرؤية العادية. أما في حالة الرؤية العادية فتم  ,نجميتين
 [ . 53مل ]وذلك في الع ,تحققيا من أجل اجتماع مجموعتين نجميتين عدم

ولكننا بعد أن تعاممنا مع صف خاص من المجموعات المتراصة ىي المجموعات المتراصة المحدبة إحداثياً 
في  وذلك في حال الرؤية الخطية ,تمكنّا من إثباتيا من أجل اجتماع مجموعتين نجميتين ثم ثلاث مجموعات نجمية

[ ثم خمس مجموعات 51] ربع مجموعات نجمية في العملوكذلك تمكنّا من إثباتيا من أجل اجتماع أ ,[17]العمل 
 . [51نجمية في العمل ] 

 وفي ىذا البحث نقوم بتعميم ىذه المسألة من أجل أيّ اجتماع منتيي لمجموعات نجمية.
 الرموز التي سنستخدميا في ىذا البحث:  -
    .Aيعني جبية  Abd)(الرمز  -5
 .Aيعني داخمية   int(A(الرمز -3
    .Aيعني خارجية   Aext)(الرمز -2
الرمز  - 4 ba,  يعني القطعة المستقيمة التي طرفاىاba, . 
الرمز  -1 ba,  المستقيمة باستثناء طرفييايعني القطعةba,. 
),(الرمز -1 bal   يعني المستقيم المار من النقطتينba, . 
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 .Aوىو أصغر مجموعة محدّبة تحوي  Aيعني الغلاف المحدّب لـ Aconv)(الرمز -1
ker)(الرمز -1 An عني نواة المجموعة يA وىي مجموعة جميع النقاط من :A ,  والتي تكونA  نجمية
 .كل منيابالنسبة ل

 
 أىمية البحث و أىدافو:

ىذا البحث يدرس كيفية كتابة مجموعة محدبة إحداثياً ومتراصة في الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد عمى شكل 
  مجموعات نجمية .منتو ل اجتماع

 
 البحث ومواده: طرائق

والمفيوم  ,ماتعتمد طريقة البحث عمى الاستفادة من مفيوم نجمة نقطة أو المجموعة النجميّة بالنسبة لنقطة 
 الخطي لمرؤية.

 
 :النتائج والمناقشة

   :نظرية
 مجموعة متراصّة ومحدّبة إحداثياً في الفضاء الإقميدي ثلاثي البعد عندئذ:A لتكن 

 نقطة من نقاط nإذا وفقط إذا وجدت مجموعة نجمية nاجتماعاً لـ Aتكون المجموعة 
A naaa ,.......,, naaaمن إحدى النقاط  Aمرئية ضمن  Aبحيث تكون كلّ نقطة جبيية لـ 21 ,.......,, عمى  21

 الأقلّ.
 : البرىان

 .  1nصحّتيا من أجل عمى ستقراء الرياضي. ومن أجل ذلك سنبرىن أوّلًا لمبرىان سنتّبع طريقة الا
 برىان لزوم الشرط:
 مجموعة نجمية عندئذ يكون:   Aلنفرض أنّ 

      )*(  AxAxaAa  ;,:  . 
AAbdوبما أنّ  )(  ّلأن(A فإنّ العلا )محقّقة من أجل كلّ نقطة مجموعة متراصّة فيي مغمقة )*( قة

 . Aجبيية لـ 
 برىان كفاية الشرط:

أنّ  عمى (.ولنبرىن◊منيا ) Aمرئية ضمن  Aتكون كلّ نقطة جبيية لـ عمى أن  Aمن  aلنفرض وجود نقطة 
A . مجموعة نجمية 

أنّ  عمى ولذلك يجب أن نبرىن  Axa ,  وذلك ميما تكنx  منA :في الواقع لدينا. 
)int()( AxorAbdxeitherAx  

فإنّ   Abdx)(إذا كان -  Axa , (محقّق من الفرض◊.) 
نفرض جدلًا أنّ  int(Ax(إذا كان  -  Axa , (● ). 
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Axaبما أن  ,  &  Axa ,  فإنو توجد  )\,( Axaz   21وىذا يحتم وجود نقطتين جبييتين, yy 
بحيث  Aلـ  xayy ,, 21  .          :وعندئذ يكون 

                      AyaAyaxaAbdyy  2121 ,&,:,)(,  
إن   Aya 2, لأن 2,& yazAz   لأن (  )\,( Axaz ) 

,بالتالي aمن النقطة Aنقطة جبيية وغير مرئية ضمن2yكون النقطة  (◊ىذا تناقض مع الفرض )و 
( خاطئ والصحيح ىو أنّ ●رضنا)ف  Axa ,  وذلك ميما تكن)int(Ax . 

 من الحالتين السابقتين نجد أنّ :
    AxAxa   .  aمجموعة نجمية بالنسبة لـ Aلذلك فإنّ      ,;

نقطة , ولنبرىن  n, ولنفرض الآن صحّتيا من أجل   1nة من أجلوىذا يعني أنّ القضية المطروحة محقّق
 نقطة .  1nصحّتيا من أجل

 برىان لزوم الشرط:
121تكتب بالشكل الآتي : Aلنفرض أنّ  ........  nAAAA    ن  إ إذ iA  وعة نجمية ميما تكن مجم

i   1,......,1( إذ(  ni. 
AAbdمتراصّة فيي مغمقة بالتالي  Aلأنّ ) Axعندئذ يكون  Aنقطة جبيية كيفية لـ xولتكن )(  )
121وبالتالي فإنّ  ........  nAAAx. 
nAAAxإمّا   niمجموعات نجمية )  iAحيث  21........ ,1  وبما أنّ النظرية محقّقة من .)

Aaiنقطة فيذا يعني أنّو توجد  nأجل   حيث(ni ,......,1(  بحيث يكون 
  niAxai ,.......,1;,  . 

1أو nAx   ّ1وبما أنnA مجموعة نجمية فإنّو توجد نقطةAan 1  يكون عمى أن  Axan  ,1  . 
121إذاً توجد النقاط  ,,.......,, nn aaaa  منA تكون النقطة عمى أنx ضمن  مرئيةA  من إحدى ىذه النقاط

 عمى الأقل . 
 برىان كفاية الشرط:

A 121نقطة من نقاط  1nلنفرض أنّو توجد  ,,.......,, nn aaaa بحيث تكون كلّ نقطة جبيية لـA  مرئية
 ( .من إحدى ىذه النقاط عمى الأقل ) Aضمن 

 ولنضع :
     

     .,::&,::&.......

......&,::&,::

11

2211

AxaAxAAxaAxA

AxaAxAAxaAxA

nnnn 





 

121إنّ كلاًّ من المجموعات  ,,.......,, nn AAAA 121نجمية بالنسبة لـ ,,.......,, nn aaaa  . عمى الترتيب
 [.51انظر العمل ]

 [ .51كما ورد في العمل ] 1aنجمية بالنسبة لـ 1Aسأذكر برىان أن )
 فإنّ  1Aمن xلأنّو أيّاً كانت 1aمجموعة نجمية بالنسبة لـ A1تكون   A1ريف المجموعة نلاحظ أنّو بحسب تع

  11, Axa ). 
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1,......,1من أجل كلّ  iAمن تعريف المجموعة   ni : ّنجد أن 
5                      AAAA n  121 ........ 

 ولنبرىن الاحتواء المعاكس :
 فإنّو: Aمن  xمن أجل كلّ 

)int()( AxorAbdxeither  
النقاط  من إحدى Aمرئية ضمن  xفبحسب الفرض تكون النقطة  :Abdx)(إذا كان  -

121 ,,.......,, nn aaaa  عمى الأقل . وىذا يعني وجود دليل 1,......,10  ni بحيث يكونAxai ],[
0

أي  

إنّ :        
1

1
0






n

i

ii AAx        : ّوبالتالي فإن
1

1






n

i

iAx          . 

 نجد أنّ : Abd)(من  xوبمراعاة الاختيار الكيفي لـ 
I        121 ........)(  nAAAAbd 

 : فإنّنا نميّز الحالات الخاصّة الآتية : int(Ax(أمّا إذا كان  -
121نقطة من النقاط  1nحالة تطابق -(5 ,,.......,, nn aaaa . 
121نقطة من النقاط nتطابق  -(3 ,,.......,, nn aaaa. 

121نقطة من النقاط  1nتطابق  -(2 ,,.......,, nn aaaa    . 
.......................... 

n)-  121تطابق نقطتين من النقاط ,,.......,, nn aaaa . 

1n )-   كون        121 ,,.......,,  nn aaaax  . 
نقطة ,لذلك    nبملاحظة أنّ جميع الحالات السابقة ىي حالات خاصّة من الفرض أنّ النظرية محقّقة من أجل

 نقطة. nفجميع الحالات السابقة تكون محقّقة بالاستفادة من حالة 
  والآن سنبرىن النظرية في الحالة العامّة وىي :

  niaaaaaax iinn ,......,1:&,,.......,, 1121   
,)(بنقطتين  Aفيتقاطع ىذا المستقيم مع المجموعة  oXوموازياً لـ xلنرسم مستقيماً مارّاً من 21 Abdyy  

 عمى الترتيب . xالنقطة  واقعتين أمام وخمف
 محدودة لأنّيا متراصّة (. Aو  Ax)int() وذلك لأنّ  

,43وىما  Aفنحصل عمى النقطتين الجبييتين لـ xومارّاً من  oYثم نرسم مستقيماً موازياً لـ yy  واقعتين عمى
 عمى الترتيب. xالنقطة يسار ويمين

,65وىما  Aفنحصل عمى النقطتين الجبييتين لـ xومارّاً من  oZمستقيماً موازياً لـ ثم نرسم yy  واقعتين تحت
 عمى الترتيب. xوفوق النقطة

654321وبما أنّ  ,,,,, yyyyyy  نقاط جبيية لـA طة من ىذه النقاط ستكون مرئية ضمن فكلّ نقA   من إحدى
121النقاط  ,,.......,, nn aaaa : ّعمى الأقل ولنفرض أن 
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 654321 ,,,,, aaaaaaconvx 

(       )       
    AyaAya

AyaAyaAyaAya





6655

44332211

,&,

&,&,&,&, 

654321من أيّ من النقاط   A غير مرئية ضمن xوالآن لمدراسة سنفرض جدلًا أنّ  ,,,,, aaaaaa  ّلذلك فإن :  
654321 AAAAAAx  () 

 وىذا يعني أنّ :
            AxaAxaAxaAxaAxaAxa  ,&,&,&,&,&, 654321 

 ( (4) تم إيضاح ذلك في الصفحة )وىذا يعني أيضاً : 
     
     
     
     
     
      AjaAjaxaAbdjj

AfaAfaxaAbdff

AeaAeaxaAbdee

AdaAdaxaAbddd

AcaAcaxaAbdcc

AbaAbaxaAbdbb













2616621

2515521

2414421

2313321

2212221

2111121

,&,:,)(,

,&,:,)(,

,&,:,)(,

,&,:,)(,

,&,:,)(,

,&,:,)(,

 

 نلاحظ أنّو لا يمكن أن يكون :
            654321 yaoryaoryaoryaoryaorya iiiiii  

ل القطعاطو أ(  وذلك لأنّ   6,5,4,3,2,1i)حيث iمن أجل كلّ  21, yy  و 43 , yy و 65, yy 
 .Aفي  اً أعظمي

 كما أنّو لا يمكن أن يكون :
12 yaoray ii  12عمى المستقيم المار من , yy 
  &34 yaoray ii 34عمى المستقيم المارّ من , yy  

 &56 yaoray ii 65عمى المستقيم المارّ من, yy   . 
 ( سوف تكونوذلك لأنّو لو تحقّق عكس الكلام السابق مع تحقّق الفرض )

     Ayy 65,    &, 43 Ayy    &, 21 Ayy    وىذا تناقض مع كونA . ًمحدّبة إحداثيا 
654321ولذلك سوف نناقش توضّع النقاط  ,,,,, aaaaaa  أثمان الجممة في"'LxLL . فقط 

 ولمدراسة سنناقش حالتين رئيسيتين :
 

          
       

وضمن كل حالة من ىذه الحالات وبمناقشة مشابية لما تم في  وضمن ىذه الحالة سنميّز عدة حالات فرعية
 نجد أنّ العلاقات الآتية محققة: [51الواردة في العمل ] (5)النظرية

),(&),(&),(&),(&),(

&),(&),(&),(&),(&),(

&),(&),(&),(&),(&),(

6564546353

4362524232

6151413121

aalxaalxaalxaalxaalx

aalxaalxaalxaalxaalx

aalxaalxaalxaalxaalx







 

),(سنورد برىان إحدى ىذه العلاقات ولتكن  21 aalx ( 5المتعمقة بالحالة ). 

)#( 
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 بينة في الحالةالمجموعة الميمثل  (1) الشكل
 

),(نلاحظ أن  21 aalx  لأنو لو فرضنا أن),( 21 aalx  2221فالنقاط ,,,, acxba  تقع عمى استقامة
واحدة عندئذ يكون    Acaxa  211 وبالتالي فإنّ  ((5)وذلك من فرضيات الحالة ),,  Axa ,1  وىذا تناقض

),( ( لذلك فإنّ :مع الفرض ) 21 aalx  . 
 ويتم برىان بقية العلاقات بشكل مشابو لذلك.

654321النقاط -5 ,,,,, aaaaaa  ستة أثمان من أثمان الجممةتتوزّع عمى"'LxLL مع مراعاة تحقق الشرطين
() .)#(  و 

 2aالأول والنقطة الثمنتقع في  1aنفرض دون المساس بعمومية المسألة أنّ : النقطةلدراسة ىذه الحالة سو 
 في الثامن.6aو في السابع 5aالسادس وفي  4aو  الرابعفي 3aالثاني و الثمنتقع في  

 حالات فرعية : وىنا نميّز خمس
 

 
 

    
 

 
 
  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222نقاط من النقاط  خمس ,,,,, jfedcb 
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 ولنفرض دون المساس بعمومية المسألة أنّ:
           
        .,&,&,&,

&,&,&,&,&,&,

26252423

222121212121

AfaAjaAfaAba

AeaAjaAfaAeaAdaAca



 

 (.                                              5انظر الشكل )
             أنّ : بما        AayAyxAxjAja  111221 ,&,&,&, 

),,,,(التي جبيتياBالمجموعة فإنّ محيط 1121 ayxja  محتوى فيA  ّوبما أنA  ّمحدّبة إحداثياً فإن
ABconv )( ولكن لدينا  Abb 21, بالرغم من كون  )(, 21 Bconvbb  اقض لذلك فإنّ : فيذا تن 

654321 AAAAAAx   . 
  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222أربع نقاط من النقاط ,,,,, jfedcb. 

باستثناء  يمكننا أن نأخذ نفس فرضيات الحالة   Aea 21,  وتتم دراسة ىذه الحالة بشكل 
 .مشابو لمحالة 
 654321لنقاط إحدى ا ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222ثلاث نقاط من النقاط ,,,,, jfedcb. 

باستثناء  يمكننا أن نأخذ نفس فرضيات الحالة     AcaAea  2121 وتتم دراستيا بشكل مشابو ,&,
 .لمحالة 

  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222نقطتين من النقاط ,,,,, jfedcb. 
باستثناء  أيضاً يمكننا أن نأخذ نفس فرضيات الحالة       AdaAcaAea  212121 ,&,&, 

 .وتتم دراستيا بشكل مشابو لمحالة 
 654321 كل نقطة من النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA نقطة واحدة من النقاط 

222222 ,,,,, jfedcb.  ( مع مراعاة تحقق الفرض.) 
 .بأخذ فرضيات مشابية لما في الحالة  لك تتم دراسة ىذه الحالة بشكل مشابو لمحالة وكذ
654321النقاط   -3 ,,,,, aaaaaa  من أثمان الجممة مختمفين  ثمنينتتوزّع عمى"'LxLL تقع خمس  عمى أن

 )#(.و   (نقاط منيا في أحد ىاذين الثمنين مع مراعاة تحقق الشرطين )
54321ون المساس بعمومية المسألة أنّ النقاط ولنفرض د ,,,, aaaaa  أثمان تقع معاً في الثمن السابع من

 فتقع في الثمن الأول. وبطريقة مشابية لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة.6aأما النقطة  LxLL'"الجممة
654321النقاط -2 ,,,,, aaaaaaثمنين مختمفين من أثمان الجممة عمى  تتوزّع"'LxLL تقع أربع نقاط  عمى أن

 و  )#(. (منيا في أحد ىاذين الثمنين مع مراعاة تحقق الشرطين )
مساس بعمومية المسألة وبشكل مشابو لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة ,وذلك بعد الفرض دون ال

4321أن:النقاط  ,,, aaaa أثمان الجممةتقع معاً في الثمن السابع من"'LxLL  65أما النقطتين , aa  فتقعان معاً في
 الثمن الأول .

654321النقاط -4 ,,,,, aaaaaa ة تتوزّع عمى ثمنين مختمفين من أثمان الجمم"'LxLL تقع كل  عمى أن
 و  )#(. (ثلاثة نقاط منيا في ثمن مختمف  مع مراعاة تحقق الشرطين )
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وبشكل مشابو لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة ,وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة 
321أن:النقاط  ,, aaa أثمان الجممةالسابع من تقع معاً في الثمن"'LxLL  654أما النقاط ,, aaa  فتقع معاً في الثمن

 الأول.
654321النقاط -1 ,,,,, aaaaaa  تتوزّع عمى ثلاثة أثمان مختمفة  من أثمان الجممة"'LxLL تقع  عمى أن

 و  )#(. (أربع نقاط منيا في أحد ىذه الأثمان مع مراعاة تحقق الشرطين )
وبشكل مشابو لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة ,وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة 

4321النقاط  أن ,,, aaaa  أثمان الجممةتقع معاً في الثمن السابع من"'LxLL   5 ةالنقطوa  أما تقع في الثمن الأول
 .فتقع في الثمن الخامس 6aالنقطة

654321النقاط -1 ,,,,, aaaaaa  تتوزّع عمى ثلاثة أثمان مختمفة  من أثمان الجممة"'LxLL تقع  عمى أن
أحد ىذه الأثمان والنقاط الثلاث الأخرى تتوزع عمى الثمنين المتبقيين مع مراعاة تحقق الشرطين  ثلاث نقاط منيا في

() .)#(  و 
وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة  ,الة الأولى تتم دراسة ىذه الحالةوبشكل مشابو لما تم في الح

321أن النقاط  ,, aaa الجممة أثمان سابع منتقع معاً في الثمن ال"'LxLL   54و النقطتان , aa  تقعان معاً في الثمن
 فتقع في الثمن الثاني. 6aالأول أما النقطة

654321النقاط -1 ,,,,, aaaaaa  تتوزّع عمى ثلاثة أثمان مختمفة  من أثمان الجممة"'LxLL  بحيث تقع كل
 و  )#(. (نقطتان في ثمن معاً مع مراعاة تحقق الشرطين )

وبشكل مشابو لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة ,وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة 
,21أن النقطتان  aaتقعان معاً في الثمن السابع من أثمان الجممة"'LxLL   43و النقطتان , aa تقعان معاً في الثمن

65الأول أما النقطتان , aa .فتقعان معاً في الثمن الثاني 
654321النقاط -1 ,,,,, aaaaaa  تتوزّع عمى أربعة أثمان مختمفة  من أثمان الجممة"'LxLL تقع  ن  عمى أ

 و  )#(. (ثلاث نقاط منيا في أحد ىذه الأثمان مع مراعاة تحقق الشرطين )
وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة  ,الة الأولى تتم دراسة ىذه الحالةوبشكل مشابو لما تم في الح

321أن النقاط  ,, aaa الجممةأثمان تقع معاً في الثمن السابع من "'LxLL  4النقطة وa  تقع في الثمن الأول
 .الخامس فتقع في الثمن  6aأما النقطةتقع في الثمن الثاني  5aوالنقطة

654321 النقاط -1 ,,,,, aaaaaa ة تتوزّع عمى أربعة أثمان مختمفة  من أثمان الجمم"'Lx L L  
تقع كل نقطتين معاً في ثمن مختمف مع مراعاة تحقق الشرطين  عمى أن  تتوزع أربع نقاط منيا عمى ثمنين مختمفين  إذ  
() .)#(  و 

وذلك بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة  ,الة الأولى تتم دراسة ىذه الحالةوبشكل مشابو لما تم في الح
,21 أن النقطتين aa  تقعان معاً في الثمن السابع من أثمان الجممة"'LxLL  43 ناتالنقط, و , aa في الثمن  ان معاً تقع

 . ادسسفتقع في الثمن ال 6aأما النقطة رابعتقع في الثمن ال 5aالأول والنقطة
654321النقاط -52 ,,,,, aaaaaa  تتوزّع عمى خمسة أثمان مختمفة  من أثمان الجممة"'LxLL   تقع عمى أن

 و  )#(. (مع مراعاة تحقق الشرطين ) نقطتين منيا معاً في أحد ىذه الأثمان 
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 654321 ,,,,, aaaaaaconvx 

بعد الفرض دون المساس بعمومية المسألة  وبشكل مشابو لما تم في الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة ,وذلك
,21أن النقطتين  aa تقعان معاً في الثمن السابع من أثمان الجممة"'LxLL  3ةالنقطوa  تقع في الثمن الأول

 .فتقع في الثمن الثامن6aأما النقطة تقع في الثمن السادس  5aالنقطة وتقع في الثمن الرابع  4aوالنقطة
 

')#(   حالة                                               
 

 وضمن ىذه الحالة سنميّز عدة حالات فرعية وضمن كل حالة من ىذه الحالات نجد أنّ العلاقات الآتية محققة:

),(&),(&),(&),(&),(

&),(&),(&),(&),(&),(

&),(&),(&),(&),(&),(

6564546353

4362524232

6151413121

aalxaalxaalxaalxaalx

aalxaalxaalxaalxaalx

aalxaalxaalxaalxaalx







 

654321النقاط -5 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى ستة أثمان من أثمان الجممة"'LxLL  مع مراعاة تحقق الشرطين
()   و'.)#( 

 ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أنّ : 
  5aو رابعفي ال 4aو  ثالثفي ال 3aتقع في الثمن الثاني و 2aل والنقطةتقع في الثمن الأو  1aالنقطة

 في الثامن. 6aو الخامسفي 
 وىنا نميّز خمس حالات فرعية :

  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa ترى ضمنA  222222خمس نقاط من النقاط ,,,,, jfedcb 
 ولنفرض دون المساس بعمومية المسألة أنّ:

          .,&,&,&,&, 2121212121 AjaAfaAeaAdaAca  
 (.                                              3انظر الشكل )
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 المجموعة المبينة في الحالةيمثل  (2الشكل)
 يمثل الشكل

 
 
 
 

بما أنّ :                     AayAyxAxfAfa  111221 ,&,&,&, 
),,,,(التي جبيتياBفإنّ محيط المجموعة 1121 ayxfa  محتوى فيA  ّوبما أنA  ّمحدّبة إحداثياً فإن

ABconv )( ولكن لدينا  Abb 21, بالرغم من كون  )(, 21 Bconvbb   : ّفيذا تناقض لذلك فإن 
654321 AAAAAAx   . 

  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222أربع نقاط من النقاط ,,,,, jfedcb. 
باستثناء بأخذ نفس فرضياتيا  تتم دراسة ىذه الحالة بشكل مشابو لمحالة   Ada 21,. 

  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222اط من النقاطثلاث نق ,,,,, jfedcb. 
باستثناء  يمكننا أن نأخذ نفس فرضيات الحالة     AdaAea  2121 وتتم دراستيا بشكل مشابو  ,&,

 .لمحالة 
  654321إحدى النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA 222222نقطتين من النقاط ,,,,, jfedcb.  تتم دراسة

 .مع مراعاة أن إحدى النقاط ترى نقطتين فقط  ضيات مشابية لمحالة بأخذ فر ىذه الحالة 
  654321كل نقطة من النقاط ,,,,, aaaaaa  ترى ضمنA النقاط نقطة واحدة من 

222222 ,,,,, jfedcb وكذلك تتم دراسة ىذه الحالة بشكل مشابو لمحالة . مع مراعاة فرضيات ىذه الحالة 
 ى نقطة واحدة(.)وىي أن كل نقطة تر 
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654321النقاط  -3 ,,,,, aaaaaa تتجمع معاً في أحد أثمان الجممة"'LxLL ( مع مراعاة تحقق الشرط). 
654321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,,,,, aaaaaa تتجمع معاً في الثمن

 اسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة .وبشكل مشابو لدر  ,الأول
654321النقاط  -2 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى ثمنين مختمفين أثمان الجممة"'LxLL    تقع خمس نقاط عمى أن

 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  منيا في ثمن معاً مع مراعاة
54321النقاط  ولمدراسة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن ,,,, aaaaa تقع معاً في الثمن الأول أما

 فتقع في الثمن الثاني,وبشكل مشابو لدراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة . 6aالنقطة
654321النقاط  -4 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى ثمنين مختمفين أثمان الجممة"'LxLL   تقع أربع نقاط عمى أن

 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  منيا معاً في أحد ىذين الثمنين مع مراعاة
4321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,,, aaaa  تقع معاً في الثمن الأول

65أما النقطتين , aa وبشكل مشابو لدراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة . لثمن الثاني,في ا ان معاً فتقع 
654321النقاط  -1 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى ثمنين مختمفين أثمان الجممة"'LxLL   تقع كل ثلاثة عمى أن

 #(.)'و   (تحقق الشرطين )  نقاط منيا معاً في ثمن من ىذين الثمنين مع مراعاة
321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,, aaa  تقع معاً في الثمن الأول أما

654 النقاط ,, aaa ,وبشكل مشابو لدراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة . فتقع معاً في الثمن الثاني 
654321النقاط  -1 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى ثلاثة أثمان مختمفة من أثمان الجممة"'LxLL  بحيث تقع أربع

 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  نقاط منيا معاً في أحد ىذه الأثمان, مع مراعاة
4321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,,, aaaa عاً في الثمن الأول تقع م

مشابو لدراسة الحالة الأولى تتم  وعمى نحوٍ  ,لثفتقع في الثمن الثا 6aالنقطة أما تقع في الثمن الثاني  5aوالنقطة
 دراسة ىذه الحالة .

654321النقاط  -1 ,,,,, aaaaaa مان الجممةتتوزّع عمى ثلاثة أثمان مختمفة من أث"'LxLL   تقع عمى أن
تحقق   أما النقاط الثلاث المتبقية فتتوزع عمى الثمنين الباقيين , مع مراعاة ,ثلاث نقاط منيا معاً في أحد ىذه الأثمان

 )#(.'و   (الشرطين )
321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,, aaa  تقع معاً في الثمن الأول

54ناوالنقطت , aa  6تقعان معاً في الثمن الثاني أما النقطةa ,وبشكل مشابو لدراسة الحالة الأولى  فتقع في الثمن الثالث
 تتم دراسة ىذه الحالة .

654321النقاط  -1 ,,,,, aaaaaa ة أثمان مختمفة من أثمان الجممةتتوزّع عمى ثلاث"'LxLL   تقع كل عمى أن
 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  نقطتين منيا في ثمن معاً من ىذه الأثمان , مع مراعاة

,21ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقطتين  aa لأول تقعان معاً في الثمن ا
43والنقطتين , aa 65 تينتقعان معاً في الثمن الثاني أما النقط , aa وبشكل مشابو لدراسة  في الثمن الثالث, ان معاً فتقع

 .الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة
654321النقاط  -1 ,,,,, aaaaaa ان الجممةتتوزّع عمى أربعة أثمان مختمفة من أثم"'LxLL   تقع عمى أن

 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  , مع مراعاةاط منيا في أحد ىذه الأثمان معاً ثلاث نق
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321ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقاط  ,, aaa  تقع معاً في الثمن الأول
فتقع في الثمن الرابع, وبشكل مشابو  6aتقع في الثمن الثالث أما النقطة  5aتقع في الثمن الثاني والنقطة  4aوالنقطة

 لدراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة.
654321النقاط  -52 ,,,,, aaaaaa  من أثمان الجممةتتوزّع عمى أربعة أثمان مختمفة"'LxLL   تتوزع عمى أن

و   (تحقق الشرطين )  , مع مراعاةالأثمان حيث كل نقطتين في ثمنأربع نقاط منيا عمى ثمنين مختمفين من ىذه 
'.)#( 

,21 تينولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقط aa اً في الثمن الأول مع انتقع
43 ناتوالنقط , aa 5في الثمن الثاني والنقطة  ان معاً تقعa  6تقع في الثمن الثالث أما النقطةa  ,فتقع في الثمن الرابع

 وبشكل مشابو لدراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة.
654321النقاط  -55 ,,,,, aaaaaa تتوزّع عمى خمسة أثمان مختمفة من أثمان الجممة"'LxLL   تقع عمى أن

 )#(.'و   (تحقق الشرطين )  , مع مراعاةن منيا معاً في أحد ىذه الأثمانانقطت
,21ولدراسة ىذه الحالة سنفرض دون المساس بعمومية المسألة أن النقطتين  aa تقعان معاً في الثمن الأول

فتقع  6aتقع في الثمن الرابع أما النقطة 5aتقع في الثمن الثالث والنقطة  4aتقع في الثمن الثاني والنقطة 3aوالنقطة
 دراسة الحالة الأولى تتم دراسة ىذه الحالة.في الثمن الخامس, وبشكل مشابو ل

بجميع حالاتيما الفرعية اقتضت تحقّق العلاقة:   و  كمّتا الحالتين الرئيسيتينمما سبق نلاحظ أنّ 
654321 AAAAAAx       :ّوىذا يعني أن 

14321654321 ........  nAAAAAAAAAAAx 
        

14321أي إنّ:                                   ........  nAAAAAx 
 نجد أنّ : int(A(من  xوبمراعاة الاختيار الكيفي لمنقطة 

II     14321 ........)int(  nAAAAAA 
 نستنتج أنّ :  IIو Iمن العلاقتين 

3      14321 ........  nAAAAAA 
 نجد أنّ :   3و    5ومن العلاقتين 

14321 ........  nAAAAAA                . 
1321مجموعة نجمية ىي  1nتكتب بشكل اجتماع لـ Aوىذا يعني أنّ  ,......,,, nAAAA    :بحيث يكون 

1,1:)(ker  niAna ii  . 
 . nوبذلك نجد أنّ النظرية محقّقة من أجل أيّ عدد طبيعي منتو 

 ملاحظة:
 بأسموب مختمف في الأعمال  4nلقد تمت مناقشة النظرية السابقة من أجل أي عدد طبيعي  

[51]- [51]-[51.] 
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 :لاستنتاجات والتوصياتا
, مجموعات نجميةمنتيياً ل اجتماعاً  3Rمجموعة محدبة إحداثياً ومتراصة في لقد توصمنا إلى إيجاد معيار لكون 

 دراسة بعض التطبيقات العممية لنظرية المجموعات النجمية.المستقبمي ىو وىدفنا 
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