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 Lنصف الخطيةتساوي الزمرة  ألتربيعيىذا البحث أن زمرة الأوتومورفيزم لمبيان التام الموجو الدوري  يسنجد ف

(n , p) الجزئية في الزمرة الخطية العامة GL(n , p) رية الزمر البدائية القابمة لمحل في زمرة وذلك بالاعتماد عمى نظ
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we will prove that the group of cyclotomic tournament is equal to 

semilinear subgroup of general linear group GL(n, p). However, we have used the theory 

of permutation groups and maximal solvable irreducible  subgroup of general linear group 

GL(n, p). 
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 :مقدمة
الأوتومورفيزم أبحث عن زمرة ومن ثم  ،سأدرس في ىذه المقالة بناء البيانات التامة الموجية الدورية بشكل عام

أي أنيا خوارزميات (تعقيد عالية تصنيف البيانات باستخدام الخوارزميات مسألة تممك درجة ن  إإذ  ،الموافقة ليذه البيانات
وكما ىو  (يزومورفيزمرىا )من وجية نظر الألبيانات من خلال تصنيف زملذلك ظيرت مسألة تصنيف ا (غير فعالة
وفق صفوف  التامة الموجية مساعدة في تصنيف البيانات نظرية تصنيف الزمر متقدمة وبالتالي ىي أداة نإمعروف ف
 :ات الآتيةخطو الوفق  ويتم ذلكمتماثمة 

 .ة من عقد البيانجزئي الدوري بواسطة مجموعة يتم بناء البيان التام الموجو (0

 .يتم بناء زمرة الأوتومورفيزم الموافقة ليذا البيان ثم (1

 فيما بينيا صفا واحدا . (ويزومورفيالأ)المتماثمة  نعتبر جميع البيانات التامة الموجية (2

زم وتومورفيأة التي تممك زمر المتعدية و  درست بناء البيانات التامة الموجية Annie Astieومما ىو جدير بالذكر أن 
 [1] بحيث إن عدد مداراتيا عمى مجموعة الأضلاع لمبيان أصغري

 [2] زمرة البيان التام الموجو فيالرتبة العظمى ل Dixon J.Dكما حدد 
 لذلك ىذه الزمرة. (rank) رتبةأن عدد مدارات الزمرة عمى مجموعة أضلاع البيان التام الموجو يعتمد عمى م واضح

من الفرعين  وتقدم أيالزمر ذوات مراتب صغرى  موضوع في ية الزمر ونظرية البيانبين نظر يوجد عمل عمى التوازي 
 .يساعد في تقدم الأخر

 
 أىمية البحث وأىدافو:

ومعموم أن  ورفيزمومالأوت تكمن في تصنيف البيانات التامة الموجية من خلال استخدام زمرة لبحثأىمية ا نإ
 دم أي من ا لموضوعين يغني الآخر .تقدمة عمى نظرية البيانات وتقم الزمر نظرية

 
 :البحث ومواده طرائق

 استخدمت المقالات ذات الصمة والمراجع الملائمة .

واحدة فقط ببيان تام موجو  ل عقدتين مختمفتين فيو وصمة موجيةيوجد بين ك ييسمى البيان الذ :[3]ريف عت
tournament)) . 

مجموعة وصلاتو  يفي U وأما T (vertex)مجموعة عقد  V يثح  T= (V, U)بيان التام الموجو بالرمز لمنرمز 
 (x,y)بالرمز y إلى العقدة x  الموجو من العقدة (arc) سنرمز لمضمع V عقدتين من y ،x إذا كانت (.(arcs الموجية

 :ونعبر عن ذلك بأن
U € (x ,y) 

 
 :تعريف

 يوالت sym (V)من الزمرة المتناظرة  fل يبادالتمجموعة  بأنيا Tوتومورفيزم لمبيان التام الموجو الأنعرف زمرة 
 .Tأضلاع البيان التام الموجو  (dominate)تحافظ عمى تجاور 
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 : الآتية وىى تحقق العلاقة Aut (T)بالرمز  T ـل وتومورفيزمونرمز لزمرة الأ
 f € Aut (T) ,  (x , y) € U ⇒ (f (x) , f (y)) € U 

 نإبحيث  Tبيان تام موجو  Hمجرده  زمرة يوجد من أجل لكيفي أن الشرط اللازم الكا [3]معموم من 
)T(Aut  ~  H  ىو أن تكون رتبةH اً فردياً عدد (أن  يأ|H| يفرد)  

ومعموم أيضاً  .[4] (Feit- Thompson) ةبحسب نظري (Solvable)زمرة قابمة لمحل  Aut (T)وعميو فإن 
p يفإن عدد عقده يساو  (primitive)دائية ب Tأنو إذا كانت زمرة البيان التام الموجو  [5]من

n  حيثp و  يأولn 
 .صحيح موجب

 : تعريف
GF* (Pلنأخذ الزمرة الجدائية

n
G F (P الحقلي ف  (

n
Pثم لنقسم العدد  (

n
عدداً من  2عمى العامل  1- 

v (p)المرات
n
 :عندئذٍ يكون فرديحتى نحصل عمى ناتج قسمة  1- 

p
n
-1 =2 

v(pn – 1)
h ( حيثh يعدد فرد) 

G F من H ولنأخذ الزمرة الجزئية
*
 (p

n
G F ثم نشكل زمرة القسمة ،hرتبتيا  يالت(

*
 (p

n
) / H 2 يتحو ي والت 

v(pn – 1) 
 .H لمزمرة اً مجاور  اً صف

GF(pالحقل  فيالدورية  ندعو بالتعريف ىذه الصفوف بالصفوف
n
). 

GF*(pيمكننا تجزئة الزمرة الجدائية 
n
k =      (2 حيث يدور  صف kإلى  (

v (pn – 1)
). 

 
x € GF(p لكل  xH ≠ -xH واضح أن

n
). 

                
 :من الشكل Hإذن تكون ي، أعظم يعدد فرد Hبما أن رتبة و 

 
<€ G F (P

n
)  a ≠ 0  : a

2v (pn - 1)
 a  = >H 

 أن:  يعنيوىذا 
GF*(p

n
) = x1H  (- x1) H  ……  xk H (-xk) H 

 k =2حيث 
v(Pn – 1)

 - 1  
 

 :[1] تعريف
 :ىو بيان معٌرف بواسطة الزمرة يالتام الموجو الدور  البيان

<0 ≠ a   € G F (p
n
) : a

2v (pn – 1) > H=  
 :يكما يم

T = (X , U): X = G F (p
n
) 

(x ,y) € U  y – x € S = 
 k

 i xi H 

 
 i = 1.2 ……, k لكل  i =  1 حيث إن
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GF*(p يصف دوري ف 2k صف دوري يتم اختيارىم من k جتماعا يى S نلاحظ أن
n
 xH ختيارابحيث إذا تمٌ  ،(

 .والعكس صحيح Sفي  H(x -) يالصف الدور  فلا يدخل S يف
 

 :[1] تعريف
مجموعة جزئية  S ولتكن GF (p) عمى الحقل n أبعادهفضاء متجيات عدد  V عدداً أولياً فردياً وليكن p كنيل

_ولنكتب، V يف
 S = {

 _ 
v ; v € S }  المجموعة نإعندئذ نقول S  تعٌرف البيان التام الموجوT  إذا تحققت الشروط

 :الثلاثة الآتية
(1) _

 S ∩ S =   
2)) V {o}= S  

_
 S 

  T فيضمعاً  (u , v)يكون  لكيفإن الشرط اللازم الكافي  u, v € Vلكل زوج  (3)
 .€ S v –u ىو أن يكون

 :بالشكل (3) ,(2) ,(1)تحقق  يالتو  S موعةالمعٌرف بالمج Tعندئذٍ نعٌبر عن البيان التام الموجو 
T = T (S) 

 F = { x → x + a : x, a € V }بالرمز  Vة عمى الفضاء يفإذا رمزنا لزمرة الانسحابات المتواز 
    SAut T ( :F(أن  فنجد بسيولة

ذا كان  Fعنصراً اختيارياً من  f : x → x + aإذا كان   .()بحسب التعريف v- u € S فإن T (S) فيضمعاً  (u , v)وا 
 :ومن جية ثانية نجد أن

f (v) – f (u) = (v + a) – (u + a) = v – u € S 

.T (S) يضمع ف  (f (u) , f (v)) أي أن 
 .f € Aut T (S)فإن  وبالتالي T (S) في الأضلاعيحافظ عمى تجاور  fأن  يعنيوىذا 
GF (pحقل جالوا  إلى الآن ننظر

n
بدائي  أنو يوجد عنصر  يعنيوىذا ، G F (p)لمحقل بوصفو توسيعاً يسيراً  (

(primitive) من G F (p) \ (G F (p
n ، بحيث إن 1رة الحدود يلكث جذر بدائي-x 

pn  ىعم المعرفة GF(p)، 
G F (p يمكن اعتبار يوبالتال

n
 :بحيث إنGF   (p)الحقل اً ففضاء متجيات معر   (

{ 1,  ,  
2
 , ….,  

pn-1
GF (pلمفضاء  قاعدة { 

n
 .GF (P) الحقل عمى (

dim GF (pأن  يعنيوىذا 
n
) = n. 

 
 :ألتربيعي يالبيان التام الموجو الدور 

GF (pالفضاء  فيلنأخذ 
n
  :الآتيةالمجموعة  (

.S = { 
2
, 

4
 ,  

6
 , …..

pn-1
 = 1 } 

GF فيجزئية  زمرة S أن فنجد
*
 (p

n
). 

> من الشكل
2= >  S حيث   فيىو احد الجذور البدائية GF (p

n
). 

 الشرط حققتول .الأنفة الذكر (3) , (2) ,(1)تحقق الشروط  نأ يجب T بيانياً تاماً موجيا S عٌرفت يلك
_
 S ∩ S =  نجد في الزمرة العاممة <

2> GF
*
 (p

n
 يكون: عندما خاليا يكون S, S– الصفين تقاطع أن / (

 من الشكل (1-)الممثل 
h  حيثh فردي 
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1-
n

P  

P
m

-1 

1- 
n

p 

2 

 
   =  أن يكون يجب يوبالتال

h  
mod 4 .p))صحيح موجب وعميو فإن  ℓ حيث         = 2ℓ + 1 وعميو فإن

n 
عدد  nوينتج من ذلك أن  3 ≡

  .يصحيح موجب فرد
G F (pنرمز الآن لزمرة جميع التباديل عمى 

n
 :ي عناصرىا من الشكل الآتيوالت (

 
{x → 

2
 σ (x) + b ; b, x € G F (p

n
) ,σ € Aut GF (p

n
) } 

.L (n, p) بالرمز 
 أن: يأ ،L0 (n, p)المثبتة لمصفر بالرمز  L (n, p) في ولنرمز لمزمرة الجزئية

Lo (n , p) = { x → 
2
 σ (x) ; x € GF (p

n
), σ € Aut G F (p

n
) } 

 :النظرية الآتية [6] يف D.s. Passmanلقد برىن الباحث 
 

  :(1نظرية )
  GL (n, p)رة الخطية العامة الزم في (solvable)زمرة جزئية قابمة لمحل  Gلتكن 

  m  n, nقاسم لمعدد  mكل عدد صحيح مل  G  نإبحيث 
 

 :الزمرة الآتية فيمحتواة  Gتكون  أن اما عندئذٍ 
. (n, p) = { x → b σ (x) ; b  o , x € G F (p

n
) , σ € Aut G F (p

n
) } 

ما أن تكون الثنائية   من الشكل:  (n, p)وا 
.(n, p) = (2, 3), (2, 5), (2, 7), (2, 11), (2, 23) (2, 47) , (4, 3), (6, 2)  

 
  :(2نظرية )
p (mod 4) إذا كان

n
GF (p) من مجموعة العناصر S وكانت 3 ≡ 

n  في ) ألتربيعيالقابمة لمجذرGF (p
n :فإن 

Aut T (S) = L (n, p) 
 

p (mod 4) بما أن :البرىان
n 

P إذن 3 ≡
n
-1 = 2 h   

 
 :وينتج من ذلك أن .يعدد فرد hحيث 

-S  S   (لأن  |S| = h) 
 .يتربيع يبيان تام موجو دور  T (Sن )أ يىو دوري أ S التام الموجو المعٌرف بالمجموعة فإن البيان وبالتالي
 :L (n, p)زمرة ال يتساو  ألتربيعين زمرة الأوتومورفيزم لمبيان التام الموجو الدوري أسأبرىن 
 :ST ( (t Au  ), pn(L( (  أن أولاً  واضح

g (x) =  فإذا كان
2
 σ(x) + b  ًمن  اختيارياً عنصرا(L (n, p ذا كان  ن:إف v - u € S وا 

g(v) - g(u) = g(v - u) = 
2
 σ (v - u) = 

= 
2
 (v - u) 

pt
 ; t € { 0, 1, ..., n-1 }    

1-
n
 p 

2 
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1-
n
 p 

2 

1-
n
 p 

p
m

-1 

 

>  أنو إذا كان يعنيوىذا 
2 > v – u €  فإن  g (v) - g (u) € S  ن جميع عناصر يبرىن أ وىذا ماL(n, p) 

 .Aut ( T (S) )إلى  يتنتم
 :(Primitive) ةبدائي L (n, P) ن أنلآسأبرىن ا

 :[5] متعدية الآتية الانسحابات المتوازية معموم أن زمرة
F = { x  x + b / x , b € Gf (p 

n
)} 

ة يدعتكون الزمرة المت يلكالكافي أن الشرط اللازم  [5]ومعموم من  F L(n, p))لأن ) متعدية L(n, p) فإن ي،وبالتال
L(n, p) الجزئية ىو أن تكون الزمرة بدائية Lo(n, p) يف (L (n, p وخزول غير (irreducible). 

G F (p  خاص جزئيأنو يوجد فضاء  يعنيفيذا زولو خ Lo (n, p) لنفرض جدلًا أن
m

G F(pالفضاء في  (
n
)  

GF (p) بحيث يكون
m  ًزئية بالنسبة لمزمرة الج مستقراLo (n, p) وبما أن (GF (p

m  يعنيفيذا خاص m | n  
G F (p) وبما أن . m n و

m  عناصرإلى مستقر بالنسبة Lo (n, p)  أن يعنيفيذا |Lo (n, p) | || G F (p
m

)  | 
 :فإن وبالتالي

|   ( p
m

 - 1 ) 
 
 

  t فرديوينتج من ذلك أنو يوجد عدد صحيح 
 
  :نأبحيث 

 t = p
m

 -1  
 

 صحيح ℓ 1, n = ℓ m نأي أ .m  n, m | nحيث 
 
 :وعميو فإن

  
1  =t  
 :أو 

      (p 
n - m

 + p
n - 2m 

+ …… + p
n -

 
ℓm

) t =  

      = (p 
n - m

 + p
n
 
- 2m

 + …… + 1) t = 2   (1) 

  (2يمكن أن يقسم العدد  المساواة الأخيرة لا في لان المضروب الأول)وىذا تناقض 
 بدائية وينتج من ذلك أن L (n, p)ن الزمرة إوعميو ف وولغير خز  Lo (n, p)أن عمى  وبذلك تٌم البرىان

 Aut ( T (S) ) لأن بدائية ( L(n, p)  Aut( T (S) 
 يعدد فرد Aut( T (S) )وبما أن رتبة 

 [4]( Feit - Thompson)قابمة لمحل بحسب نظرية  فييإذن 

 Aut ( T (S) ) = F Ao    [5]ل الشك بدائية وقابمة لمحل إذن تكون من Aut T (S)وبما أن 
 :وىي من الشكل  Aut T (S)فينظامية  F حيث

F = { x   x + b / x, b € F (p
n
) } 

1-
n

P  

2 
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1-
n
 p 

2 

 لمصفر المثبتة  Aut ( T (S) ) الزمرةي ف الجزئيةالزمرة  يفي Aoوأما 
 :GL (n, p  oA) ومن السيل البرىان أن

GF (pحقل ال إلى لننظر
n
GF (p عندئذٍ يمكن مطابقة ،GF (p)عمى  معرفاً  بوصفو فضاءً متجيي اً  (

n
 فضاء مع (

F.  الأعمدة
n

p = [ GF (p) ]
n 

Aut(Fp)  يف محتواة Aoمبرىان عمى أن ل
n
عندئذٍ لكل عنصرين ، Aoمن  يختيار اعنصر  go أن   نفرض + , 

F )اختيارين من الزمرة الجمعية 
n

p , +)  مثلa , b  لدينايكون: 
go (a) = go f a (0);    fa € F 

 أن: وينتج من ذلك fa (x) = x + a  لكمن الش faفإن  يوبالتال
            

go (a) = go fa (0) = go fa g
 
0 

-1
 (0) 

 go fa go                         إذن        Aut T (S) فينظامية  F وبما أن
-1

 € F . 
go fa goلمعنصر  الآن نرمز

 :لدينا فيكون fcبالرمز  Fمن  1-
go (a) = fc (0) = c 

 :وبشكل مماثل نبرىن أن
go (b) = go fb (0) = fd (0) = d ;        fd = go fa go

-1
 

 وبالحساب المباشر نجد أن
go (a + b) = go (fa fb (0) ) = 

= go fa fb go 
-1

 (0) = fc fd (0) = c + d =  

= go (a) + go (b)  go € Aut (F 
n

p , +)       

 go € GL (n, p)  Ao  GL (n, p) 

 | n, p oL)( | | | oA |إذن  n, oL) oA  )pبما أن و 
 :بحيث إن tي وبالتالي يوجد عدد صحيح فرد

 
| Ao | = t n     (p

n
-1)  | | Ao | 

 
 :يكون  m  n, m | nن إبحيث  mلكل عدد صحيح موجب نو إوعميو ف
  

| | Ao | 

 
 قابمة لمحلالزمرة العتبارىا زمرة جزئية من قابمة لمحل با oA لأن) p) (n,   oAنجد أن  (1)النظرية  وباستخدام

(Aut T (S لأن  وn يعدد فرد). 
G F (p في ألتربيعيلقابمة لمجذر عناصر العمى افقط  متعدية Ao وبما أن

n
عمى كل متعدية  فيي  (n, p) وأما (

G F (p في العناصر
n
   (n, p)  Ao إذن (

  (n ,p) : Ao = 2  نإف يوبالتال
  Aut T (S) = F Aoيبرىن أن  اوىذا م Lo (n, p) = Ao  إذن

 

1-
n

P  

P
m

-1 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   1100( 0) العدد( 22) العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

06 

 :مثال
GFفنجد أن  GF (7) الحقل نأخذ

*
GF فيالصفين الدوريين  فإن وبالتالي < 3 > = (7) 

*
 ىما  (7) 

 H = 3 H = { 3,5,6 } , H = < 3
2
 > = { 1,2,4 } 

وزمرة  يموجو تربيع ىو بيان تام T(S2) , T (S1) من بحيث إن كلاا  S2 = 3 H , S1 = H توجد المجموعتان يوبالتال
 :ىي (i = 1, 2 حيث) T(S i)لكل من  وتومورفيزمالأ

Aut T (Si) = { x  3
2

 x + b } = { x  2x + b }   

 x , b  GF (7) حيث
 

 البيان التام الموجو الدوري
 :(3نظرية )

GF (p) ليكن حقل جالوا
n  حيثp  3  و ((n , p)  (2, 1+2

s 
GF (pل عمى ينرمز لزمرة جميع التباد

n
 :المؤلفة من العناصر (

(x  a
2
 
v(pn-1)

 σ 
v(n)

 (x) + b ; a  o, b , x  GF (p
n
) ; σ  Aut GF (p

n
 

L (n, p) بالرمز 
 :المعٌرف بالمجموعة وريالد مورفيزم لمبيان التام الموجوعندئذ تكون زمرة الأوتو 

S = 
k 

i=1  i x i H  ; 

H = < a
2
 
v(pn-1)

 ˃ , 0  a GF (p
n
) ,  i = + 1 , i = 1,2,………, k 

 . L (n , p)الزمرة  يى
 

 :البرىان
 L (n, p)  Aut T (S)واضح أن 
 :فإن عميوبدائية و  Aut T (S) ذنإ  (2)بدائية بحسب النظرية L (n, p) وبما أن

Aut T (S) = F Ao. 
GF (p عمى زمرة الانسحابات المتوازية Fحيث 

n
 ,GL (n) يف لمصفر  ومثبتو وغير خزولجزئية زمرة  يفي Aoوأما  (

p 
 :(1) , (2)وعميو نميز حالتين  Lo (n, p)  Aoواضح أن 

 أن بعد مراعاة (2النظرية ) في كما Ao  Lo (n, p) فيجري البرىان عمى أن n  2 إذا كان (0
2 يصبح ( من النظرية المذكورة(1 الطرف الأيمن في المساواة

s ( تتحقق فقط 1وعميو فان المساواة )
p = 2 +1و  n = 2عندما يكون 

s
 ن:بالتالي فإو  في الفرض(مستثناة )وىذه الحالة   

(n, p)Aut T (S)  L  

 مبرىنة من نجدو  يفرد  Ao | |لأن  بينيماأوليان فيما  | n = 2 , | Aoفإن العددين  n =2 إذا كان (1
Huppert يف غير الخزولون الزمرة أ  [7]بحسب GL (n, p) والتي رتبتيا أولية مع العدد n 

 :من الشكل Ao تصبح n = 2فإنو عندما يكون  يوبالتال ،دوريةتكون 
Ao = { x  ax    a ≠ 0, x € GF (p

n
) } 

 :وىذا ما يبرىن أن مرة ثانية  Ao  Lo (n, p) فإنوعميو 
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(n, p)  Aut T (S)  L 
 :المساواة الآتية اذن في كمتا الحالتين تتحقق

Aut T (S) = L (n, p) 

 
 :النتائج والمناقشة

 اً عدد د البيان التام الموجو الدوري ىوعدد عقيكون فييا  التي حالةالفي  (3 ,2) نظريتينال عمى صحة برىنت
 :وأنجزت الخطوات الآتية .إلى قوة صحيحة اً مرفوع اً أولي

إلى  اً مرفوع اً والتي يكون عدد عقدىا أولي وجية الدوريةبناء جميع البيانات التامة الم الخطوة الأولى: (0
 .موجبةصحيحة   قوة

 .ريةوتومورفيزم لجميع البيانات التامة الموجية الدو الخطوة الثانية: قمت ببناء زمرة الأ (1
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
ورفية جميعيا بدائية قابمة برىنت أن زمرىا الأوتوم إذلقد توصمت إلى تصنيف البيانات التامة الموجية الدورية 

غير بدائية  تكون ىذه الزمر لمحل و تبنى بالاعتماد عمى الزمر غير الخزولة في الزمرة الخطية العامة، أما عندما
 .دوري غير التام ما يكون البيانغاية التعقيد، وأوصي بمتابعة البحث عند المسألة فيتصبح 
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