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 ممخّص  

 
وجبة التحديد، متماثمة الإيجابية متماثمة في ىذا البحث وصف لممصفوفات الموجبة، موجبة نصفية التحديد، م

 .المبدأ عند نقطة حصول عمى نياية صغرىالإيجابية بدقة، والشروط التي يجب أن يحققيا تابع لعدة متحولات لم
المصفوفة متماثمة الإيجابية، والتي شكميا التربيعي يصل نياية صغرى تساوي  و إذا كانتتم البرىان عمى أن

مة مصفوفة متماثقموب تكون أيضاً مصفوفة متماثمة الإيجابية، وم 1Aالصفر عند نقطة المبدأ، فإن مصفوفة المقموب
يممك نياية صغرى تساوي الصفر عند المبدأ، ليست بالضرورة مصفوفة متماثمة  الإيجابية، والتي شكميا التربيعي لا

 .الإيجابية
 
 

 .قيمة ذاتية، متجو ذاتي، متماثمة الإيجابية، متماثمة الإيجابية بدقة، متجو ذاتي غير سالب الكممات مفتاحية:

                                                 
 مممكة البحرين. –كمية تكنولوجيا المعمومات بدعم من جامعة دلمون  –MISقسم  -أستاذ مساعد  *
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  ABSTRACT    
 

This piece of research presents positive, positive semi-definite, copositive strictly 

copositive matrices, and conditions for achieving the minimum value function at origin 

point. 

It has been proved that the copositive matrix, which its quadratique form has 

minimum zero at the origin point then its inverse 
1A is a copositive matrix, and the 

copositive matrix which its quadratique don’t have minimum zero at the origin point then 

its inverse 
1A  is not a necessarily copositive matrix. 

 

 

Keywords: Eigenvalue, Eigenvector, Copositive, Strictly Copositive, Positive Semi-

definite, Non-negative Eigenvector. 
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 :مقدمة
nليكن

i Re  في الموضع9ي يحوي "المتجو الذ " i " وليكن " في بقية المواضع، 2والـ
n

n Rxxxx  ),...,,( niلكل  0ix، إذا كان0x سوف نستخدم المفيوم .21 ,...,2,1 0 وx إذا ،
niلكل  0ixكان  ,...,2,1. 

 تكون غير سالبة )غير موجبة( إذا كانت جميع عناصرىا غير سالبة )غير موجبة(. A المصفوفة
 :تكون A (Symmetric matrix )المصفوفة المتناظرة 

 موجبة نصفية التحديد (Positive Semi definite)  :0إذا كانxAxT  لكلnRx. 

 ة التحديدموجب (Positive definite) :0عندماxAxT  0من أجلx لكل  وnRx . 

  متماثمة الإيجابية( Copositive)  0إذا كانxAxT  0لكلx. 

  متماثمة الإيجابية بدقة(strictly copositive)  0عندماxAxT  0لكلx . 

 يالمصفوفة غير السالبة تكون متماثمة الإيجابية وموجبة نصفية التحديد، ويصنف الشكل التربيع 
(Quadratic form) xAxQ T حسب مصفوفتو بAبية ىي. من الواضح أن جمع مصفوفتين متماثمتي الإيجا 

 .مصفوفة متماثمة الإيجابية

المصفوفة:  
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 [1,2,3]متماثمة الإيجابية لكنيا غير سالبة )وغير موجبة( .
 

 :أىمية البحث وأىدافو
أشكال  مىع صولحالفي  ام  ىدور بالإيجابية  متماثمةالمصفوفات  ديد وحالمصفوفات الموجبة الت تنيض

من المسائل التطبيقية والرياضية،  اً ، والذي يدخل فيحل كثير nRv وديد من أجل أي متجحا موجبة التيتإشار  تربيعية
 الإيجابية أيضاً. مصفوفة متماثمة الإيجابية متماثلالبحث إلى تعيين الشروط الكافية ليكون مقموب  يرميو 

 
 :طرائق البحث ومواده

I .  التالية: 9 من خلال المبرىنة لمصفوفة متناظرة وقابمية تقطيرىا ت القيم الخاصة والمتجيات الخاصةرسد 
 .1مبرىنة 

 تتصف بالخواص التالية: nn من الشكل  Aالمصفوفة المتناظرة
a– ن إA   تممكn  .قيمة ذاتية حقيقية ، باحتساب رتبة التضعيف 
b– ب عد الفضاء الذاتي ((Eigenspace  ذاتيةلأي قيمة ((Eigenvalue   يساوي رتبة تضعيف
  ًلممعادلة المميزة. بوصفو جذرا 

c– تعمقان بقيمتين ذاتيتين مختمفتين الفضاءات الذاتية متبادلة التعامد، بمعنى المتجيان الذاتيان الم
 متعامدان.
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d– قابمة لمتقطير (Daiegnalzabe) .[2,3] المتعامد 

 
II  . التالية: 0 الشكل التربيعي لمصفوفة متناظرة من خلال المبرىنةد رس 

 .1 مبرىنة
pyx، فإنو يوجد تغيير متعامد لممتحول nnمصفوفة متناظرة من الشكل  A لتكن  والذي ،
Txالشكل التربيعييحول  Axل التربيعي، إلى الشكTy Dy[2,3].، والذي لا يحوي حدوداً مستطيمة 

 
III  .لتابع لـ  النيايات الصغرى د رستn التالية: 3من خلال المبرىنة  متغير 

 .3مبرىنة 
),...,(ع بالتا 1 nxxf 0يبمغ نياية صغرى عندM [4]لية إذا وفقط إذا حقق الشروط التا: 
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 1توطئة 
nnAلتكن    00مصفوفة متماثمة الإيجابية. إذا كان x  000و xAxT00، فإن xA. [2] 
 :النتائج والمناقشة

 :الخطوة الأولى
 .4رىنة مب

ذاتياً موافقاً  متجياً   vالقابمة لمقمب فإن   Aلممصفوفة  متجياً ذاتياً موافقاً لمقيمة الذاتية   vإذا كان  
 الذاتيةلمقيمة 


 .1A لممصفوفة 1

 البرىان:
 فإن: متجياً خاصاً مقابلًا لمقيمة  vالقابمة لمقمب و   Aذاتية لممصفوفة  قيمة  ذا كانت إ
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 :الخطوة الثانية
 :ليكن
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nmijaAالشكل التربيعي الذي مصفوفتو    يحقق: ( 0xمتماثمة الإيجابية ) حيث  ][
00)0,...,,...,0( 2  iiiiii axaxf 

 فإن: 0iiaإذا كان

)1(,...,1,0

)2(

2)0,...,,...,,...,0( 2
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 :1 نتيجة

 ياً مساو   iiaية ذا كان أحد العناصر القطر ا  متماثمة الإيجابية فإن عناصرىا القطرية تكون غير سالبة ، و   Aإذا كانت  
nijaلصفر فإن ا ji ,...,1,0 . 

 إن :
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فإذا تحقق الشرط  ،0x، ليا حل وحيد ىو الحل الصفري(9) المعادلاتقابمة لمقمب فإن جممة    Aإذا كانت 
),...,(، فإن (0) 1 nxxf  0,...,0(يبمغ نياية صغرى ىي الصفر في نقطة المبدأ(O.والعكس صحيح ، 

 مقموب ىو: A، مغاير لمصفر ، عندئذ يوجد لـ  A، معين المصفوفة   Aلنفرض أن 
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إذا  وبالتالي  ([1,3]متناظرة  1Aمتناظرة فإن  Aبما أن  منقول مصفوفة المتممات الجبرية ) A)(حيث 
niAiiمتماثمة الإيجابية فإن العناصر  1Aكانت  ,...,1,    0  غير سالبة إذا كانA . 

   لنرمز بـ : 
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 قابمة لمقمب فإن: Aإذا كانت 
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، 0Aيجب أن يكون  مة الإيجابية، وحتى تكون متماثليست متماثمة الإيجابية 1Aفإن  0Aإذا كان 
0&0وبالتالي  2211  aa وبالتالي ،),( yxf 0,0( يبمغ قيمة صغرى قي نقطة المبدأ(O:وعندئذ ، 
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X، ),( yxF 0,0( يبمغ قيمة صغرى في نقطة المبدأ(O 0 و),( yxF. 

       
 :1نتيجة 

إذا كانت 
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A  1متماثمة الإيجابية وكانت قابمة لمقمب، فإنA فقط إذا  الإيجابية تكون متماثمة

  .O)0,0( تساوي الصفر في نقطة المبدأ ليا يبمغ قيمة صغرىكان الشكل التربيعي الموافق 

b–   33لتكن
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وكانت ،A  :متماثمة الإيجابية فإن 
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)0,,(0,0,0 ن :وأ  zyzyf  011يستمزم A. 
    0,0,0),0,(  zxzxf  022يستمزم A. 

0,0,0)0,,(  yxyxf  033يستمزم A. 
3,2,1,0و 0Aمتماثمة الإيجابية فإن  1Aوبالتالي إذا كانت   ia ii كان )لأنو إذا 

0iia  0فإنiiA 0( وأيضاً يجب أن يكونiiA  لأن(A )متماثمة الإيجابية. 
    

 :3 نتيجة

0,0,0:متماثمة الإيجابية فإن 1Aإذا كانت 
3332

2322
1111  A

aa

aa
Aa و),,( zyxf  يبمغ

 .O)0,0,0( قيمة صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ
 في ىذه الشروط نجد أن :
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A
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),,(وبالتالي الشكل التربيعي zyxF 0,0,0( يبمغ قيمة صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ(O ومنو ،
0,0,0,0),,(  zyxzyxF1، وA يمكن صياغة المبرىنة التالية:وبالتالي  متماثمة الإيجابية 
 

 .5 مبرىنة
الصفر  نياية صغرى تساوي متماثمة الإيجابية وكان الشكل التربيعي الموافق ليا يبمغمصفوفة  33Aإذا كانت

)0,0,0(3عند نقطة المبدأ  RO 1، فإنA لتربيعي الموافق ليا يبمغ نياية تكون متماثمة الإيجابية والشكل ا
 تساوي الصفر في نقطة المبدأ.أيضاً صغرى 

   
 :الخطوة الثالثة

 .6 مبرىنة
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xAxxxf متماثمة الإيجابية وكان الشكل التربيعي الموافق ليا مصفوفةnAإذا كانت T

n ),...,( ، يبمغ نياية 1
nRO صغرى تساوي الصفر عند نقطة المبدأ )0,...,0( 1، فإنA  تكون متماثمة الإيجابية والشكل التربيعي

 في نقطة المبدأ.أيضاً نياية صغرى تساوي الصفر  الموافق ليا يبمغ
 :البرىان
 متماثمة الإيجابية وكان الشكل التربيعي الموافق ليامصفوفة  nAلتكن 
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nROيبمغ نياية صغرى تساوي الصفر عند نقطة المبدأ  )0,...,0(ولتكن ،n ,...,, القيم الذاتية 21
    (2 حسب المبرىنة) الموافقفإن الشكل التربيعي القطري المتعامد  ،Aلممصفوفة
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 ىو:1Aتربيعي القطري المتعامد الموافق لـالشكل ال المبدأ، أما فر في نقطةيبمغ نياية صغرى تساوي الص
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 Q*المعادلتين يظير أن ن يمثلانيوبالتالي بين السطحين المذ (3( و )0إن التماثل بين الشكمين التربيعيين )
)...,()وبالتالي  1 nxxF يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ )nRO )0,...,0( وبالتالي تتحقق ،
 المعادلات:

nixxxF in ,...,1,0,0),...,( 1   
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 :1 مثال
 المتماثمة الإيجابية: لتكن المصفوفة
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 والشكل التربيعي الموافق:
)2(2542),,,( 2222 tztyzytxzxtzyxtzyxf   

 ، كما أن : O)0,0,0,0(يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ 
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المثال التالي يبين أنو إذا  يبمغ قيمة صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ. 1Aوالشكل التربيعي الموافق لـ 
 ليست بالضرورة متماثمة الإيجابية. 1Aمتماثمة الإيجابية فإن  A كانت

 :1 لمثا

المتماثمة الإيجابية  تكن المصفوفة ل
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),,(2)(إن الشكل التربيعي الموافق ليا zyzxyxzyxf يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر في  لا

 المبدأ، وأننقطة 
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11A لأن العناصر القطرية سالبة، ليست متماثمة الإيجابية ،

 يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر في نقطة المبدأ. الموافق لاعي والشكل التربي
 

 :ملاحظة
لـ أن يكون الشكل التربيعي الموافق  دونمن متماثمة الإيجابية  1Aو Aيوجد حالات تكون فييا كل من 

1A التالي يوضح ذلك. يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر عند نقطة المبدأ، والمثال 
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 :3 مثال
 لتكن المصفوفة المتماثمة الإيجابية : 
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 ،يبمغ نياية صغرى تساوي الصفر عند نقطة المبدأ إن الشكل التربيعي الموافق ليا لا

 وأن
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1A أيضاً ، متماثمة الإيجابية. 

 
 :والتوصيات الاستنتاجات
يعي الموافق ليا يبمغ نياية صغرى تساوي متماثمة الإيجابية وكان الشكل الترب Aمصفوفة إذا كانت ال .9

أيضاً يبمغ التربيعي الموافق ليا  تكون متماثمة الإيجابية والشكل 1Aعند نقطة المبدأ، فإنالصفر 
 تساوي الصفر في نقطة المبدأ. نياية صغرى

يبمغ نياية صغرى  متماثمة الإيجابية، وكان الشكل التربيعي الموافق ليا لا Aا كانت المصفوفة إذ .0
 .متماثمة الإيجابية  مصفوفةبالضرورة ليس  1Aتساوي الصفر في نقطة المبدأ، فإن مقموبيا

أيضاً ن مقموب مصفوف متماثمة الإيجابية كافية ليكو يوصى بإجراء دراسة لإيجاد الشروط اللازمة وال .3
 .مصفوفة متماثمة الإيجابية
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