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   ممخّص 

 
 في فضاءات منتيية البعد [18] الرياضي روكافولار, عرفيا ودرسيا المشتقات فوق البيانيةإن مفيوم 

باناخ انعكاسية باستخدام مفيوم تقارب فضاءات في  [11] مستخدما مفيوم التقارب فوق البيان ثم درسيا كومنيتي
منظمة غير خطية إلى فضاءات وتعميميا النتائج ىذه  بعضاليدف من ىذا البحث ىو دراسة موسكو فوق البيان. 

الأمثمية شروط الىذه النتائج في تحديد  تسمح .منتيية البعد مستخدمين تقارباً جديداً يدعى تقارب سلايس فوق البيان
بالإضافة إلى أنَّيا تممك تطبيقات ىامة في العديد من النظريات المحدبة العامة الأمثميات اللازمة والكافية لمسائل 

 الرياضية.
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  ABSTRACT    

 
The epi-derivatives introduced and studied by Rockafellarin [18] finite-dimensional 

spaces in term to epi-convergence, are studied to convex functions in reflexive Banach 

spaces by cominite [11] in term to Mosco-epi-convergence. The purpose of this paper is to 

extend these results to general norm spaces, using a stronger convergence notion which is 

called Epigraphical Slice Convergence. Necessary and sufficient conditions are derived for 

general convex optimization. Moreover, this type of results has found application in 

numerous situations. 
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 مقدمة:
في  كان لمتحميل المحدب الذي يرتبط بالدرجة الأولى بأسماء كل من الرياضيين روكافولار ومورو الفضل الكبير

لدوال محدبة بطرق المتغيرات التي كان وتعميميا  ظيور نظريات متعددة لدراسة المشتقات من المرتبة الأولى والثانية
: نذكر منيا توجد أعمال كثيرة في ىذا المجال, و ل الأمثمياتفي توسيع دراسة مسائ أىميةالأكثر  ليا الدور

 1,2,13,14 كان من الناحية النظرية والتطبيقية وقد درست الحالة غير المحدبة من قبل العديد من الرياضيين سواء, 
نظر عمى سبيل المثال ا 1, الدور الأساسي في معظم الأعمال السابقة  لعبيط ونشير ىنا إلى أن التقارب البس. 8

استبدل إذ  حتى ظيرت حديثاً طريقة جديدة من قبل الرياضي روكافولار لدراسة المشتقات في فضاءات منتيية البعد
f: الذي يعتمد عمى دراسة الدالة التقارب البسيط بمفيوم جديد يدعى التقارب فوق البيان X R  خلال من

 :خواص فوق بيانيا
    , |epif x X R f x     

الذي أدى إلى خمق مفاىيم جديدة في التحميل المحدب مثل التقارب فوق البيان, التفاضل فوق البيان, المشتق فوق 
 عدد من الرياضيين لدراسة مسائل ىذه الطريقة مدالبيان, التكامل فوق البيان, المسافة فوق البيان .....الخ واعت

موسكو-كان لمفيوم تقارب دوق حتى أصبح يطمق عميو اسم التحميل فوق البياني . مثمياتالأ 16  الذي يتعمق
 .الانعكاسيةفي دراسة المشتقات في فضاءات باناخ  ميم  دور  ,بالتوبولوجيا القوية والضعيفة المعرفتين عمى الفضاء

يدعى مفيوم سلايس  ظير في بداية التسعينات من القرن الماضي مفيوم جديده الدراسة سنقوم باستخدام في ىذ
لمتقارب  5,6 وىو يتطابق مع , ت عامة منظمةالتعميم بعض النتائج المتعمقة بالمشتقات فوق البيانية في فضاء وذلك

 إذنعكاسية. الالمتقارب في فضاءات باناخ   مفيوم فوق البيان في فضاءات منتيية البعد ويتطابق مع مفيوم موسكو
في الفقرة الأولى المشتق فوق البياني من المرتبة الأولى وفق سلايس وندرس بعض خواصو.ونعرف في الفقرة  نعرف

وفق سلايس وندرس  الثانية المشتق فوق البياني من المرتبة الثانية والمشتق المكافئ فوق البياني من المرتبة الثانية
من  (composite problems) سندرس المشتقات وفق سلايس لممسالة المركبةف. أما في الفقرة الثالثة قة بينيماالعلا
g النوع F , حيثg دالة محدبة نصف مستمرة من الأدنى وF  2الصف  تطبيقاً منC  وىي من المسائل اليامة

والحديثة باعتبارىا المفتاح الأساسي لكثير من مسائل الأمثميات والبرمجة الخطية وكانت أولى الدراسات ليذه المسألة 
في أعمال كل من لوفين 15  ولومير 14 كل مناعتبار ب g وF  ونعطي في الفقرة الأخيرة الشرط  ة.تطبيقات مستمر

 .المحدبة مثمياتلأا ائلوالكافي لمس اللازم
 

 :ووأىداف البحث ةأىمي
يجاد العلاقة ال سلايس البحث إلى دراسة خواص المشتقات من المرتبة الأولى والثانية وفق مفيوميرمي  جديد وا 

وال محدبة في فضاءات خطية منظمة غير منتيية البعد المشتقات فوق البيانية والمشتقات فوق البيانية المكافئة لدبين 
gلة المركبة من النوع أثم مناقشة المشتقات لممس F  التي تممك تطبيقات ىامة في العديد من النظريات الرياضية

 يات.اللازم والكافي لمسألة الأمثمشرط ال خيراً يتم إعطاءأو 
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 طرائق البحث ومواده:
استخدمنا في دراستنا فقد  الأساسية في التحميل فوق البياني والتعارفىذه الدراسة عمى بعض المفاىيم  تعتمد

لنتائج أىمية وتطبيقات أوسع في مجالات مختمفة, ايعطي  الذي يدعى تقارب سلايس فوق البيان مفيوماً جديداً لمتقارب
ةوقد تبنى ىذا المفيوم العديد من الباحثين في أعمال مختمف 3,5,6. 

 
 تعاريف ومفاىيم أساسية:

ونظرية الأمثميات  عناصر مشتركة بين التحميل المحدببوصفيا التعاريف والمفاىيم التي تستخدم  ببعضنبدأ 
ة إلى ومن أجل تفاصيل أكثر يمكن العود 1,9,12. 

ليكن , .X اً منظماً وليكنفضاءً خطي , .X 


عناصر ة بين الخطي ةلثنائي  افضاءه الثنوي. نرمز لشكل  

X الفضائيين  وX  بالرمز. f:ولتكن  .., X R دالة معرفة عمىX  وتأخذ قيميا في


R. 
 بالعلاقة: fepi ويرمز لو بـ fلمدالة (epigraph) فوق البيان نعرِّف

 ( , ) | ( )epi f x X R f x     
RXمحدبة فيمجموعة  fepiمحدبة إذا كانتfنقول إن الدالة  ونقول إنf مقعرة إذا كانت )( f .محدبة 

ن مجموعة مغمقة. fepiدالة مغمقة إذا كانت fنقول إن مجموعة غير  fepiإذا كانت (proper)دالة خاصة  fوا 
 حيث: fdomخالية أو إذا كان المجال الفعمي

 | ( )dom f x X f x    

RXfنعرِّف الدالة المرافقة :*لمدالةf :بالعلاقة 

 * * *( ) sup , ( );f x x x f x x X       (1) 

 .ليست محدبة مأمحدبة  fكانتأمحدبة سواء  f*الدالة
subdifferentialلمدالة fنعرِّف تحت التفاضل f) f0( في نقطةx dom f التحميل المحدبوم وفق مفي 

 الآتي:ك
 0 0( ) | ( ) ( ) , ;of x x X f x f x x x x x X           

 | ( ) ( ) , ;x X f x f x x x x X            (2) 
  .)مغمقة( محدبة fإذا كانت الدالة)مغمقة( تكون ىذه المجموعة محدبة 

) ب نرمز )X  منالمعرفة نصف المستمرة من الأدنى والخاصة , المحدبةلمجموعة الدوالX  إلىR. 
) بنرمز و  )C X المحدبة والمغمقة في لكل المجموعات الجزئية غير الخاليةX. 
) ب نرمزو  )CB X في المحدبة والمغمقة المحدودة لكل المجموعات الجزئية غير الخاليةX. 

) (Gap functionدالة )نعرف ال , )D A C بين المجموعتين,A C  من( )C X : بالعلاقة 
   , inf :D A C a c a A and c C      (3) 

)عمى  (The Wijsman topologeيزمن )توبولوجيا وا تعرفو  )C X انظر( 20لمولدة بعائمة ( بأنيا التبولوجيا ا
الدوال   ,. :d x x X  : حيث   , inf :d x A x a a A   دالةإلى أن أيضاً . نشير 
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 :المسافة تكتب أيضاً بالشكل    ,. ,.d x D x. 
التبولوجيا المولدة بالعائمة  C(X) عمىنعرف  البحث في ىذا  , . : ( )D B B CB X  وتدعى تبولوجيا
 (.[5] )انظر sسلايس

 
  :وفق موسكو المجموعات تقارب ,وفق سلايس لمجموعاتتقارب ا

لتكن , ;nA A n Nمتتالية مجموعات من( )C X نقول أنnA تتقارب منA فقط إذا وفق سلايس 
 كان:   , lim ,n

n
D A B D A B 

 . Xومحدودة فيمحدبة مغمقة  B وذلك من أجل كل مجموعة
 فقط إذا كان:فق موسكو و  Aتتقارب من nAنإونقول 

   , lim ,n
n

D A K D A K  

 .Xمتراصة بضعف ومحدبة في Kمن أجل كل مجموعة وذلك
 

  [5] موسكو:الدوال وفق سلايس, تقارب الدوال وفق تقارب 
}لتكن , , }nf f n  من( )X, قول أنسن( )nf نحووفق سلايس فوق البيان  تتقاربf  إذا كانت

) متتالية المجموعات )n nepif 
limsويرمز ليذا بالرمز  epifتتقارب وفق سلايس نحو  n

n
f f  أو    

s

nf f


 . 
بيير وقد تم البرىان من قبل ,6Beer  لتعريف يكافئ تحقق الشرطين الآتيينىذا ابأن: 

(S1) من أجل كل*( , )y epif   مع*( )f y  ومن أجل كل متتالية محدودة( )n n Nx   0يوجدn , 
0nبحيث يكون من أجل كل  n فإن( ) ,n n nf x x y  . 

S2)) من أجل كلx X توجد متتالية( )n nx  تتقارب بقوة نحو x بحيث يكون( ) lim ( )n n
n

f x f x


. 
 متتاليةالف تقارب يعر يتم ت بطريقة مشابية *, ,nf f n N   من*( )X  ونقول إن*( )nf  تتقارب وفق سلايس

)*فوق البيان إذا كانت متتالية المجموعات )n nepif 
                              :ويرمز ليذا بالرمز epif*تتقارب وفق سلايس نحو 

* * *lims nf f  . 
 :[Beer, 6] مبرىنة

*لتكن *{ , , }nf f n متتالية الدوال من( )X   المرافقة لممتتالية{ , , }nf f n من( )X ٍعندئذ
*لدينا التكافؤ الآتي: *lim lims n s n

n n
f f f f      . 

متراصة بضعف والعكس  محدودة ىي مجموعةو فضاء منظم كل مجموعة مغمقة  نعمم أنو في (:1ملاحظة )
 .انعكاسيفضاء في فإن تقارب سلايس يتطابق مع تقارب موسكو  كان الفضاء انعكاسيا لذلك يكون صحيحاً إذا

)0عندما يتم العمل مع أسرة من الدوال :(2ملاحظة ) )t t  0التابعة لمدليلt  ,ن تقارب سلايس فوق إف
0tلما  نحو  tالبيان لمدوال    بالقول إن  طبيعية وذلكتعرف بطريقةs

nt

   من أجل كل

0ntمتتالية   أي أن:lim
ns t

n
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 :الشكل (S2) ,(S1)وتأخذ العلاقتين 
St1)) من أجل*( , )y epi  مع *( )y  ومن أجل كل متتالية محدودة

 
( )nx0يوجدn  , بحيث يكون

0n لكل n فإن ( ) ,
nt n nx x y  . 

St2)) من أجل كلx X توجد متتالية متقاربة بقوة نحوx ,بحيث يكون( ) lim ( )
nt n

n
x x 


. 

}إذا كانت :(3ملاحظة ) , , }nf f n متتالية من( )x بحيثs

n
f f


 فإن  

; 0s

n
f f

    . 
 

 النتائج والمناقشة:
 .وفق سلايس ات فوق البيانية من المرتبة الأولىالمشتق -1

تعريف المشتقات فوق البيانية من المرتبة الأولى والثانية في فوق البيان لسلايس تقارب سنقوم باستخدام مفيوم 
باستخدام التقارب فوق البيان في فضاءات منتيية  [18] يقة مشابية لما قام بو روكافولافضاءات خطية منظمة بطر 

 خطياً  فضاءً X  سنعتبرو  .انعكاسيةباستخدام تقارب موسكو فوق البيان في فضاءات  [11] ولما قام بو كومنيتي البعد
مندالة معطاة  fمنظماً و X ات قيمة محدودة في النقطةذx منX. 

 
 : 1.1تعريف

 التفاضمية دوالنسب الإذا كانت  وفق سلايس xقابمة للاشتقاق من المرتبة الأولى في fن الدالةإقول ن

          
1

; . 0t x
f f x t f x X t

t
         (4) 

 رب وفق سلايس عندماتتقا 0t   من دالة X.  تدعى الدالة من المرتبة  فوق البيان مشتق سلايس
'سنكتبو . xفي fالأولى لمدالة

xf من لاً بد. أي أن '

0
limx s tt x

f f


  . 
 :نكتب (2والملاحظة )بدلالة المتتاليات و 

 ' lim , 0
nx s t n

xn
f f t


         (5) 

 العلاقة الآتية صحيحة:       لدينا  :1.2ملاحظة 

 
     ,

t x

epi f x f x
epi f

t

     

لمجموعاتافقط إذا تقاربت متتالية  xوفق سلايس في للاشتقاق قابلاً  fيكونذلك ل t x
epi f من xepi f   

 مع:

       
1

lim ,x s
n

epi f epi f x f x
t

          (6) 

 :1.3 مبرىنة
}لتكن , , }nf f n متتالية من( )Xنفترض أنول( )nf متقارب وفق سلايس منf ,كل  عندئذ من أجل

)متتالية  )n  متقاربة من :فإن   liminf n n
n

f f . 
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 البرىان:
)لتكن  )n متتالية من نقاطX  منمتقاربة عندئذ فإن( )n:محدودة, ولتكن  *,y n epif 
 مع f y   : عندئذ بحسب تعريف الدالة المرافقة فإن  ,f x y x   وذلك من أجل كلx 
n. الآن و بحسب الشرط الأول من تقارب سلايس فإنو يوجدdomfمن N,  نو ميما يكنإبحيث 

0n n 
) فإن: ) ,n n nf y     

وبما أن f X  فإن𝑓 ىي الغلاف العموي لجميع الدوال الممساء المستمرة والتي تحد 𝑓 لذلك الأدنى من 
 فإن:

    n n nf f وذلك من أجل كل 
0n n, أن نومنتج الأمر الذي ي: 

     liminf liminfn n n
n n

f f f     عمى كون  اً اعتمادوذلك𝑓  ,نصف مستمر من الأدنى
 .■وىو المطموب 

 
 :1.4 مبرىنة

عندئذ إذا كانت ,Xمن xشتقاق وفق سلايس في نقطةللا ةبمقا 𝑓رض أن لنف z f x :فإن 
  , ;xf z X       

 :البرىان
بما أن

 
 z f x:فإن 

  
    ,f x t f x t z   ومنو: 

   
,

f x t f x
z

t




 
  

    (7)    أي أن
 
    ,t x

f z   
ونتيجة" لتقارب 

nt
x

f وفق سلايس من xf  يوجد من  فإنو بحسب الشرط الثاني من تقارب سلايس
)متتالية Xأجل كل )n من نقاطX متقاربة من  كونو ,.z ن:دالة مستمرة فإ 

     ' lim lim , ,
nx t n n

xn n
f f z z        (8) 

 عمى ومنو نحصل  ,xf z     وىو المطموب■. 
 

 .من المرتبة الثانية وفق سلايسفوق البيانية المشتقات  2-
الدوال باختيار نسب ن يأساسيين مرتبط مفيومينوفق سلايس لتبة الثانية قابمية الاشتقاق من المر سنناقش 

الذي يعود إلى روكافولار الأول ونبدأ بالمفيوم و العلاقة بينيما.  التفاضمية من المرتبة الثانية 18,17. 
 
 

 :2.1تعريف
)ولتكن  xفي للاشتقاق وفق سلايس مةقاب دالة fكنتل )z f x  نإنقولf المرتبة  قابل للاشتقاق من

 :التفاضمية من المرتبة الثانية الدوال إذا كانت نسب zبالنسبة إلى xفي وفق سلايس الثانية

2

2

,

2

( ) ( ) ,
( ) ( )t x z t

f x t f x t z
f

 


  
    (9) 
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 عندما تقارب وفق سلايست 0t  من دالة( )x .تدعى الدالة مشتق سلايس فوق البيان من المرتبة
ونكتب zىلإبالنسبة  xفي fالثانية لمدالة

,x zf   ًمن بدلا أي أن: 
2

, ,
0

lim( )x z s t x z
t

f f


     

بدلالة المتتاليات نكتب:              و  '' 2

,
,

lim , 0
nx z s t n

x zn
f f t


    . 

)من  fومن الواضح أنو إذا كانت )x  2فإن الدوال

,( )t x zf  من( )x  .ًأيضا 
  مدالةالمبرىنة الآتية تعطي بعض الخواص الأخرى ل

,x zf  . 
 

 تحت معطيات التعريف السابق لدينا::  2.2مبرىنة 
(a)  

,x zf   ًأي أن من المرتبة الثانية  متجانسة إيجابيا :  
2

, ,( ) ( ), 0 ;x z x zf f X         
          

 
(b)        

, (0) 0x zf  . 

(c)       , ( ) 0x zf    لكل  منX. 

(d)       صفر نقطة صغرى لمدالة نصرالع
,x zf  0, أي أن (0)x zf  . 

 
 البرىان:

من العلاقة    :(a) برىان
2

2

,

2

( ) ( ) ,
( ) ( ) ; 0t x z t

f x t f x t z
f t

 


  
    

 أن وبفرض  أن نجد: 

     
2

2 2 2

, 2 ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,t x z

X z
f f x f x z 


     


        

 :نجد أن (3)حسب الملاحظة بو 
       2 " 2 2 2 "

, , , ,lim ) ( ) lim ) ( )
n nx z s x z s x z x z

n n
f f f f                

بأخذ   1.3نطبق المبرىنة :(b)ل برىان من أج  0n  ونحصل: 

   " 2

, ,0 liminf ) (0) 0
nx z t x z

n
f f    

"أي أن 

,x zf .وبما أن محدودة من الأعمى وىي محدودة من الأدنى لأنيا دالة خاصة"

,x zf  متجانسة إيجابياً من
فإن  (aسب )لثانية حالمرتبة ا     " " 2 "

, , ,0 .0 0x z x z x zf f f    الأمر الذي يعني أن "

, 0 0x zf  . أما
2( فينتج من كون أن dالجزء )

,( ) 0t x zf   وبحسب الشرط الثاني من تقارب سلايس فإنو من أجل كل من X 
توجد متتالية  n من نقاطX بحيث يكون:    2

, ,lim( ) 0
nx z t x z n

n
f f       ومنو نحصل عمى

 , 0x zf  ( والجزء .d ينتج ) مباشرة( منb )ومن العلاقة , ,( ) (0) 0, 0x z x zf f     وبالتالي 
,0 (0)x zf  .  وىو المطموب■. 
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 :2.3مبرىنة 
فضاءً منظماً ما , وليكن Xليكن :f X R   حيث f X  َّولنفرض أنf  قابمة

ثحي zبالنسبة إلى xمن المرتبة الثانية وفق سلايس فيللاشتقاق  z f x ولنفرض أن ,x zf     من
Xالنقاط إحدىأجل   ٍ(      10)           :عندئذ                   ,xf z  . 

 
 البرىان:

 فإنَّ   zبالنسبة إلى xية وفق سلايس في من المرتبة الثانقابمة للاشتقاق  fبما أن 
,t x z

f متقاربة وفق
x, سلايس من zf   وبحسب الشرط الثاني 2s فإنَّو من أجل كلX   متتالية توجد  nمتقاربة من   بحيث

:إ  نَّ

 
   

,
2

,
lim

1

2

n n n n

x z
n

n

f x t f x t z
f

t

 




  
    

                          :  منو و    
lim , 0

n n

n
n

n

f x t f x
z

t




  
  

 
 

 بالتالي ينتج أنَّ    
lim ,

n n

n
n

f x t f x
z

t






  
 

 
 

وفق سلايس من المرتبة الأولى فإنَّو من أجل للاشتقاق مةقاب fوبما أنَّ  n ن المتتالية السابقة المتقاربة م 
 :نحصل عمى 1.3وبحسب المبرىنة 

         liminf lim ,
n nx t n t n

x xn n
f f f z          

      (11)    :أي أنَّ   ,xf z   
بما أن ,من جيةٍ أخرى z f x الآتية: ا العلاقة الأخرىيكون لدين  1.4حسب المبرىنةبو فإن 

  ,xf z               (12) 

 نحصل عمى (12( و )11من )  ,xf z   . 
 

 :2.4 نتيجة
كانإذا  ,x zf     أي نقطةمن أجلX  فإن   ,xf z  . 

 
 
 

 :2.5ملاحظة 
 إذا كان , xz f من أجل إحدى النقاط من X فإنَّو من أجل كل متتالية n من نقاط X 

سيكون  متقاربة من     liminf
nx t n

xn
f f   ذا بدوره يؤدي إلى أن. وى: 
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0

lim inf , 0

n

n

n
n

nt

f x t f x
z

t







  
  

 
 

:  الأمر الذي يعني أنَّ ,x zf    :وبالتالي يمكننا أن نكتب 

     
 

 

0 2
,

lim ,
1

2

,

x

s x
t

x z

x

f x t f x tf
if z f

f t

if z f

 
  

 



  
    

   
    

  
  

 

 
 :ويعرف بالطريقة الآتية [7] تان وزاوو-أما المفيوم الثاني المتعمق بالتفاضل من المرتبة الثانية يعود إلى بن

 
 :2.6تعريف 

)وليكن xمن المرتبة الأولى وفق سلايس فيقابمة للاشتقاق  fكنلت )xv dom f .  إذا كانت نسب الدوال
 :التفاضمية من المرتبة الثانية

 
2

2

1
( ) ( ) ( )

2( )

2

x
v

t x

f x tv t f x tf v

D f
t




   

   (13) 

 عندما تتقارب وفق سلايس 0t   من دالة( )X   فإن الدالة المرتبة  من المكافئ المشتق-تدعى سلايس
2 . ونكتبv ,(parabolic slice-derivative) بالاتجاه xفي fالثانية لمدالة ( ; ,.)d f x v  بدلًا من  أي

2أن:

0
( , ,.) lim( )v

s t x
t

d f x v D f


  
2 وبدلالة المتتاليات نكتب: ( , ,.) lim( ) ; 0

n

v

s t x n
n

d f x v D f t   . 
 

  :2.7مبرىنة 
) لتكنو  سيانعكا غير باناخ فضاء Xليكن )xv dom f  كل أجل من وأن ولنفرض 

   { : , ( )}xv
z f x z f x z v f v    يكون

,x zf   ًويحقق أن: موجودا 

,
0 2

( ) ( ) ,
( ) lim

1

2

x z
t

f x tv f x t z v
f v

t


  
     

2عندئذٍ  ( ; ,.)d f x v :يكون موجوداً ويعطى بالعلاقة 

 

2 "

,( , , ) sup { ( ) , }
v

x z
z f x

d f x v w f v z w


 
 

 ان:البرى
تكون  X*اعتبار أن كل كرة مغمقة فيب [11] كومنيتي فيشابو تماماً لمبرىان الذي أورده يتم البرىان بشكل م

 ■.X*شرطي تقارب موسكو في الفضاء نن شرطي تقارب سلايس يكافئاإمتراصة بضعف وبالتالي 
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 : 2.8مبرىنة
)فضاءً منتيي البعد ولتكن Xليكن )xv dom f  ولنفرض أنو من أجل z f x يكون

,x zf   ًموجودا 
)int,:ويتحقق الشرط ( ))x zv dom f  

2 عندئذٍ  ( ; ,.)d f x v ة:يكون موجوداً ويعطى بالعلاق 
2 "

,( ; , ) ( ) ,x zd f x v w f v z w 
 

 
 البرىان:

ن إبما أن مفيوم التقارب وفق سلايس يتطابق مع مفيوم التقارب وفق فوق البيان في فضاءات منتيية البعد ف
 .■  [18]روكافولار في يقة مشابية لما قام بوبرىان ىذه النتيجة يتم بطر 

 
 :بةلدوال محدبة مرك وفق سلايس فوق البيانيةالمشتقات  -3

fمن النوع  لدوال الخواص التفاضمية وفق مفيوم سلايسسندرس في ىذه الفقرة  g F  حيثg  دالة
روكافولارونقوم بتعميم النتائج التي حصل عمييا  2Cتطبيقاً من الصف  Fو يةز تمحدبة ليبش 18  في فضاءات
 .منتيية البعد

}min لنعتبر المسألة التالية: ( ) ; }g x x C dom g  
)}min :الشكلإن ىذه المسألة يمكن أن تأخذ  )( ) ; }Cg x x X  

 ]حيث C ان الدالة المميزة ليإمجموعة محدبة ف Cومن المعروف في التحميل المحدب, أنو إذا كانت 

  0C x إذا كانتx C و C x   إذا كانتx C]  تكون محدبة, وبالتالي فإنcg   دالة محدبة
 .أيضاً  يةز تو ليبش

min :خذ الشكلثر عمومية, المسألة السابقة تأأك {( )( ) ; }g F x x X 
gويكون لمدالة  F  من الآن وصاعداً  .خوارزميات العدديةوالمسائل الأمثميات من الدور الكبير في حل الكثير

,Xسنعتبر E ين منظمين.ءفضا 
 : 3.1مبرىنة

F:ليكن X E قابلا للاشتقاق وفق فريشة في نقطةx منX وليكن ( )g E و يوجدولنفرض أن 
) لمنقطة Uمجاورة )F x في واة محت( )dom g وأنg  يةبشتز يلدالة (l ال )عمىثابتة المتعمقة بوU.  أن لنفرض
)النقطةللاشتقاق وفق سلايس في بمة قا gالدالة )u F x  عندئذf g F في للاشتقاق وفق سلايس مةقابx 

  :مع    ( ) ( ( )( ))x ux
g F f g DF x     . 

 
 :البرىان

  :أنبداية نلاحظ 
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( ) ( ) { ( ) ( ) }/

{ ( ) ( )}/

( ) ( ) 14

t x

t

t u t

f g F x t g F x t

g u tw g u t

g w

    

  

 
 

)           حيث أن: ) ( )
( )t

F x t F x
w

t




 
 

X جل أيأمن الواضح انو من  يكون:   
0

( ) ( )( )t t
w DF x 


 

)لتكن )n متتالية محدودة منX  ٍعندئذ: 

0

( ) ( )
( ) ( )( )n

t n nt

F x t F x
w DF x

t


 



 
  

للاشتقاق وفق سلايس في gوبالتالي ونتيجة لقابمية  u F x فإن: 

( ( )( )) lim inf (( ) ( )) (( ) ( ), 0
m m

u n t u n t u n m
m

g DF x g w g w t


       
)عاة أنوذلك مع مرا )t ug 0متناقصة عندماt . 

z*ليكن الآن X  و أن  ما  يحققان ينحقيقي   ينعدد( ( )( )) ,u n ng DF x z     ,عندئذٍ فإن: 
( ) ( ) ( ) ( ) ,t u n t x n ng w f z        

 .الشرط الثاني تحقق ولنبرىن الآن .سلايس محقق والشرط الأول من تقارب
Xلتكن  نقطة كيفية ولتكن( )nمتتالية من نقاطX متقاربة من بما أن ,g  يس في للاشتقاق وفق سلا ةقابم

)النقطة )u F x  فإنو توجد متتالية( )nw  من نقاطE متقاربة من ( )w DF x   نإبحيث: 
 ( ) lim ( )

nx t n
un

g w g w    
} :لنفرض أن ( ) ( )}/n n n nw F x t F x t   

limعندئذ  lim ( )( ) ( )( )n n
n n

w DF x DF x   
)لمنقطة  Uمجاورة و توجدبأن حسب الفرضب )F x في واة محت( )dom g من أجلو يضمن بأنnt  صغيرة بشكل

) :فإن كاف ) , ( )n n n ng u t w g u t w      وبما أنg منقطةلفي مجاورة  يةز تبشيلu  فإنو من
n, من كلاا  صغيرة بشكل كاف فإن ntأجل n n nu t w u t w  يكون:جاورة وعميو ىذه الم تنتمي إلى 

( ) ( )n n n n n n ng u t w g u t w t w w             (15) 

 لدينا: (14) العلاقة حسبب ومنو
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n n n n

n

t x n t u n t u n t u n

n n n n
t u n

n n

f g w g w g w

g u t w g u g u t w g u
g w

t t

        

   
   

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

n

n

n n n n
t u n

n

n n t u n

g u t w g u t w
g w

t

w w g w

  
  

    

 

nعندماالآن بأخذ نياية طرفي المتراجحة   :نحصل عمى 
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lim sup( ) ( ) 0 lim( ) ( )

limsup( ) ( ) lim( ) ( ) ( ( ) ) (16)

n n

n n

t x n t u n
n n

t x n t u n x
n n

f g w

f g w g DF x



 

   

    
 

 :نإومن جية أخرى ف
( ( ) ) liminf( ) ( ) liminf( ) ( ) (17)

n nx t u n t u n
n n

g DF x g w f       

)يوجد  ( نجد أنو من أجل أي 17( و )16من ) )n من نقاطE متقاربة من  نإبحيث: 
( ( ) ) lim( ) ( )

nx t x n
n

g DF x f     
)وان  xقابل للاشتقاق وفق سلايس في fنالأمر الذي يعني أ ) ( ( )( ))x uf g DF x    وىو المطموب■. 

 
  :3.2مبرىنة 

F:ليكن  X E 2 تطبيقاً من الصفC  وليكن ( ) :E g E R     أنو يوجد  , ولنفرض
)لمنقطةU مجاورة )F xفيواة محت ( )dom g ولنفرض أنg مجاورةىذه ال عمىالثانية المتعمقة بو(  ) يةز يبشتل .

)للاشتقاق وفق سلايس في ةقابم gلنفترض أن )u F x مع( ( ) )ug DF x     د النقاطحأجل أمنE  ,
)في المكافئ وفق سلايسللاشتقاق  ةقابم gولنفترض أن )u F x بالاتجاه( )DF x  ٍعندئذf g F قابمة 

 مع: بالاتجاه  xفي المكافئ وفق سلايسللاشتقاق 
2 2 2( , , ) ( , ( ) , ( ) ( )( ) )d f x k d g u DF x DF x k D F x      

kوذلك ميما يكن  X 
 

 البرىان:
 لنضع  

 2 2

2

2

( ) ; ( ) ( )( ) ; ( , , )

1
( ) ( ) ( )

2( )
1

2

t

v DF x w DF x k D F x k d f x k

F x t t k F x tDF x

w k

t

    

 

   

   


 

   فإن 2Cتطبيق من الصف Fأنبما 
t t

w w  
)مع  xللاشتقاق وفق سلايس في ةقابم fفإن 3.1 حسب المبرىنةبمن جية أخرى و  )x uf g DF x  :ومنو 

2 2

2 2

1 1
( )( ) { ( ( ) ( ( )) ( ( ) )}/

2 2

1 1
{ ( ) ( ) ( ( ) )}/

2 2

( )( )

t u

t u

v

t t

D f k g F x t t k g F x tg DF x t

g u tv t w g u tg DF x t

D g w

  



    

    



 

)لنبرىن الآن أن  )( )tD F k تتقارب وفق سلايس من( )k. 
لنفترض أن    *,y epi   مع * y   حسب تعريف الدالة المرافقة نستطيع أن نكتب:بومنو 

   , ; 19y k k k X      
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الآن لتكن  nk متتالية محدودة من نقاطX دئذٍ ونتيجةً لكونعنg فإن:سلايس وفق  للاشتقاق المكافئ قابمة 
         liminf liminf (20)

m m m

v

n t t n t n
m m

k D g w k D f k    

( نجد أن: 19) العلاقة  من   ,
mt n nD f k y k   وذلك من أجلn .ٍكبيرة بشكل كاف 

 لنتحقق من الشرط الثاني:. و من تقارب سلايس محقق (S1) والشرط الأول
kلتكن X كيفية ولتكن( )nk متقاربة منk  ٍعندئذ: 

2

2

1
( ) ( ) ( )

2( )
1

2

n

n n n

t n n

n

F x t t k F x tDF x

w k w

t

 



   

   

)2ونتيجة لكون ( , ,.)d g u v وجد ت فإنو اً موجودnw   من نقاطمتتاليةE متقاربة منw  نإبحيث:  

'( ) lim( )( )
n

v

t n
n

w D g w  . 
 من جية أخرى لدينا:

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
n n n n n

v v v v

t n t n t n t n t nD f k D g w D g w D g w D g w       

             
2

2

1
.

2 ( )( )
1

2

n n n
v

t n

n

t w w

D g w

t

 
   

nوبجعل     :نحصل عمى 
limsup( )( ) ( ) (21)

nt n
n

D f k k   

العلاقةمن  20  :يمكننا أن نكتب 
( ) liminf ( )( ) (22)

nt n
n

k D f k   

)نحصل عمى: (22) ( و21)من العلاقتين و  ) lim( )( )
nt n

n
k D f k   

 .■ وىو المطموب (S2)وبيذا يتحقق الشرط
 

 :3.3 مبرىنة
F:ليكنو  ,منظماً كيفياً فضاءً  X,عدفضاءً منتيي الب Eليكن X E  2من الصفC و( )g E. 

وفق سلايس من المرتبتين الأولى والثانية في للاشتقاققابل  gبفرض F x بالنسبة إلى( ( ))y g F x .ولنفرض 
) لمنقطة Uمجاورةأنو يوجد  )F x فيمحتواة( )dom g وأنg  عمى يةليبسشتزU ,حيث: 

  ( )uDF x dom g  و   ,int( ( ))u yDF x dom g أجل كل منX . ٍعندئذf g F ةقابم 
إلى بالنسبة xوفق سلايس من المرتبتين الأولى والثانية في للاشتقاق z y DF x :مع 

 
      

 
2

,

,

, ; ,
23

;

u y x

x z

g DF x y D F x z f
f

otherwise
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 البرىان:
من الواضح بدايةً أن z f x  تكون 1.3حسب المبرىنة بوf للاشتقاق من المرتبة الأولى في ةقابمx 

 نحصل عمى:       1.4 حسب الفرض وتطبيق المبرىنةبو  , xz f . 
 حالتين: لنناقش 

 الحالة الأولى: نفرض أن( 1 , xz f يكون لدينا:  2.5حسب الملاحظة ب عندئذ 
     2

,
lim 24

ns t
x zn

f      
 ضر لنف: الحالة الثانية 2) , xz f   كلأنو من أجل   E:أن 

            

       
     

        

2 2

,

2

2

2

,

1
,

2

1
, ,

12

2

, 25

t x z

t t

t t tu y

f g F x t g F x t y DF x t

F x t F x tDF x
g u tw g u t y w t y

t

g w y

  

 
 

  

    

  
    

  

 

 حيث:

               
 

   
   

 
     

  
 

0

2

0
2

,

26

1

2

t t

t t

F x t F x
w DF x u F x

t

F x t F x tDF x
D F x

t


 

 
   





  
   


  

  



 

 
: لنضع       2

, ,u yg DF x y D F x      :ولنتحقق من شرطي تقارب سلايس 
S1)) : لنفترض أن   *,h epi   مع * h  0عندئذٍ فإنو يوجد   ن:إبحيث 

 ,h         
ومنو ومن أجل كل متتالية  n منX يكون لدينا: 

 , n nh            27
 
 

 والعلاقات  1.3الآن بحسب المبرىنة 25   و 26 نحصل من أجلn :كبيرة بقدر كافٍ عمى 

              2 2

,
, ,

liminf 28
4n n n nu y n t t t t

u y u y
g DF x g w g w


         

2Fلكونو أيضاً  C فيx  ومن أجلn  فإن:بشكل كافٍ ة كبير 

      2, , 29
4nt ny D F x y


      

 بجمع  28و 29  وبتعويض :بما تساويو نحصل عمى 

           2 2

, ,
30

2n nn t n t n
x z x z

f f


           

وبمقارنة العلاقتين  30 و 27 :نحصل عمى 
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          2 2

, ,
, ,

n n n nn t t n t n t n
u y x z

h g w y f            

 ((S2ولنبين تحقق   .((S1تحقق وبيذا ي

    2

,

1
,

2
t tx z
f tk D f k z k

 
    

 
    31  

فيوفق سلايس من المرتبتين الأولى والثانية  للاشتقاققابل  gبما أنو  F x بالنسبة إلى( ( ))y g F x ماوب 
أن , xz f  يكون 3.1حسب المبرىنة ب وفإن , ( ) ( )xy DF x g DF x  وبالتالي فإنg ةقابم 

)فيالمكافئ وفق سلايس  للاشتقاق )F x بالاتجاه ( )DF x  أن 3.2 وىذا يعني بحسب المبرىنةf للاشتقاق  ةقابم
kكلنو من أجل أ, أي سلايسوفق  المكافئ E يوجد nk من نقاطE متقاربة منk  نإبحيث: 

               32                                        2 , , lim
nt n

n
d f x k D f k  

1الآن لنأخذ المتتالية

2
n n nt k    إنn n

  العلاقةطرفي نياية بأخذ , و  31 والاستفادة من  32 

 :نجد
     

       

         

         

2 2

,

2 2

2

,

2

,

lim , , ,

, , ,

, , ,

, 33

t nx zn

u y

u y

f d f x k z k

d g u DF x DF x k D F x z k

g DF x y DF x k y D F x y DF x k

g DF x y D F x

 

  

  

    

  

  

   

  

 

ومع مراعاة أن 2.8 المبرىنةاعتماداً عمى لك ذو  z y DF xالأمر الذي يعني تحقق , (S2.)  بالنظر إلى الآن
العلاقتين  24 و 32  أن العلاقةنجد 23وىو المطموب محققة .■. 

 
 .ثمياتشروط الأم -4

مشتق سلايس فوق البيان بمسائل الأمثميات وذلك بإعطاء الشرط اللازم رتبط في ىذه الفقرة كيف يسنرى 
 فوق البيانية موجودة. سلايس سنعتبر أن كل مشتقات إذ, لوجود الحمول ليذه المسائلوالكافي 

 
 :4.1 مبرىنة
 وليكن منظماً كيفياً,فضاءً  Xليكن :f X R   ولتكنx X  نإبحيثf  فيمحدودx. 

(a إذا كان : الشرط اللازمx  نقطة صغرى لمدالةf:عندئذ 
1  ' 0xf v   لكلv X  أي أن 0 f x. 
2  "

,0 0xf    لكلX . 
3  إذا كانت ' 0xf    فإن 2 , , 0d f x k   لكلk X. 
(b : الفضاء  نفرض أن الشرط الكافيX : يحقق الخاصة التالية 
) إذا كانت)) )nx  متتالية من نقاطE  :تحقق أن( )nx  إنو يوجد فx E معx  بحيث 
nxأن x )) ( ) :عندئذ 
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0 إذا كان ( )f x مع ,0 0xf   0وذلك ميما يكن عندئذ فإنxنقطة صغرى لمدالةf. 
 

 البرىان:
(a إن كل من 1 و 2 تبرىن بسيولة ولنبرىن 3 : لتكنk إحدى نقاطX  ,بحسب الشرط الثاني لتقارب الكيفية

)سلايس فإنو يوجد متتالية )nkمتقاربة بقوة منk  ن:إبحيث 
    2 , , lim

nt n
n

d f x k D f k   

21فإن f نقطة صغرى لمدالة xمن جية أخرى ولكون
( ) ( ) 0

2
n n nf x t t k f x    وذلك من أجلn  كبيرة

الأمر الذي يعني مباشرةً أن بقدر كاف,   0
nt nD f k   :وبالتالي فإن 2 , , 0d f x k  .وىو المطموب 

(b لنفترض جدلًا أنو يوجد متتالية( )nx من نقاطX متقاربة منx  معnx x مع ( ) ( )nf x f x  لنضع و
( )n n nv x x x x    عندئذ فإن( ) 1nv   وبالتالي فإنو سيوجدv X  1نإبحيثv   معnv v 

nعندئذ بأخذ  nt x x  ( أن: 3.1فإننا سنجد بحسب )المبرىنة 

 
   

,0
2

liminf 0
1

2

n n

x n

n

f x t v f x
f v

t


 
  

 

الأمر الذي يناقض الشرط  ,0 0xf   0وذلك ميما يكن . 
 

)الشرط : 5.2ملاحظة  )  ًد.في فضاء منتيي البعفي المبرىنة السابقة ليس ضروريا 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
وكان ليا في فضاءات منتيية البعد مسائل الأمثميات تحديد حمول في  ىام دور لقد كان لممشتقات فوق البيانية

. وبما أن نيوأعمال آخر [19,18,17]  ن النظريات الرياضية كما ظير في أعمال روكافولارتطبيقات ىامة في العديد م
فضاءات غير منتيية في  أن تدرس تطبيقات ىذه النتائج لذلك نوصي روكافولار نتائجنا ىي أكثر شمولية من نتائج 

حدبة ليس بالضرورة مستمرة وذلك والتفاضلات الجزئية لدوال م البرمجيات الرياضية المحدبة مسائل البعد وخاصة في
 .تحديد شروط الأمثمياتفي الفقرة الأخيرة بعد أن بينا 
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