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 ممخّص  

 
 xالزمرة البوليانية المنتيية والتي تعرف بأنيا الزمرة التي فييا كل عنصر  إن اليدف من ىذا العمل ىو دراسة

    ، سنرمز لمزمرة البوليانية من الرتبة     عنصراً ىي n، وقد أثبتنا أن رتبة الزمرة البوليانية المولدة بـ  7رتبتو 

   )مع الزمرة ايزومورفية    ، كما أثبتنا أن كل زمرة بوليانية من الرتبة    بالرمز 
   ). 

مركبة   n يمكن التعبير عنو كمتتالية من    وفي ىذه الحالة فإن كل عنصر من عناصر الزمرة البوليانية
ا كذلك أن كل زمرة بوليانية ىي زمرة مرتبة بعممية ترتيب +   *عناصرىا من  ّّ    ثم إن كل زمرة بوليانية     ، وبينّ

و     ىي شبكة مع العمميتين    إثبات أنيا شبكة بوليانية . 
 
 

 الزمرة البوليانية ، الشبكة البوليانية   الكممات المفتاحية:
 

 
 
 
 
 
 

 
                                                           

                   سورية –اللاذقية -جامعة تشرين -كمية العموم  -قسم الرياضيات  مدرس في *
                                       سورية –اللاذقية -جامعة تشرين -كمية العموم  -قسم الرياضيات -طالب ماجستير **
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  ABSTRACT    

    

 

The purpose of this paper is to study the finite Boolean group which is known as the 

group in which every element x has order 2. We proved that the Boolean group order was 

generated by n elements is    . We  refer to the Boolean group from order    as     . 
In addition, we proved that every Boolean group from order    was an isomorphism 

with the group (   
   ). So, in this situation every element of the Boolean group    can be 

represented as a sequence of  n  projection whose elements are of *   +. We also showed 

that the Boolean group is an organized group by the order operation. Thus, every Boolean 

is a lattice with two operations         . This proves that it is a Boolean lattice. 
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 مقدمة:
امتداد د والمنطق الرياضي ) جبر بول ( و إن ىذا البحث ىو دراسة نظرية لمفيوم يقع ضمن عمم الجبر المجر    

 بدراسة  قامواحيث ،الزمرة البوليانية في مجالات مختمفة بحسب أىميتياعديد من الباحثين ال لقد درس ، لدراسات سابقة
 وقد قام بذلك أصغريو يجاد متطابقة وحيدةإ من خلال دراسة وذلك نية والحمقة البوليانيةلتعبير عن الزمرة البولياا

MENDELSOHN  وPADMANABHAN  [2]  ،[3] .                                                 
ودراسة العلاقة بين الزمرة  بتطبيقات الزمرة البوليانية في بعض الحالات الاجتماعية اىتم الباحثون أيضاً و 

 . SUTNER [4]وقد قام بذلك  عيبيالبوليانية والبيان التك
أي أن  7دراستنا تتركز عمى دراسة الزمرة البوليانية والتي ىي زمرة رتبة كل عنصر فييا 

من أجل كل       .[1]ىو العنصر الحيادي في تمك الزمرة   eحيث        
 

 أىمية البحث وأىدافو:
ضافة العديد من الخواص والمكونو متابعة لدراسات ساب من البحث تأتي أىمية برىنات البسيطة حيث قمنا قة وا 

 أن :عمى بالبرىان 
 .ىو عدد مولداتيا  n ،     ىي منتيية رتبة كل زمرة بوليانية  -

   )والزمرة      ايزومورفيزم بين كل زمرة بوليانية من الرتبة  يوجد -
   ) 

 أن الزمرة البوليانية ىي شبكة بوليانية وفق علاقة ترتيب معرفو عمييا . -

 
 ومواده:طرائق البحث 

طلاع عمى العديد من المراجع العممية والبحوث النظرية المنشورة وكذلك البحوث اعتمدت طرائق البحث عمى الا
بعض  وتطرقنا إلىىنات بعض التعاريف الأساسية التي سنستخدميا في البرىان عمى صحة المبر التطبيقية وقمنا بوضع 

   لمزمرة البوليانية الأمثمة والتطبيقيات
 تعاريف:

  Eأكبر في المجموعة  نو عنصرإ Eمن    نقول عن العنصر مجموعة مرتبة  (   )لتكن  :[6] 2تعريف 
 بالعلاقة :ترتبط بيذا العنصر  Eكانت جميع عناصر المجموعة  إذا

           
كان يرتبط مع جميع عناصر المجموعة  إذا Eنو عنصر أصغر في المجموعة إ  Eمن   pالعنصر  نقول عنو 

E  بالعلاقة: 
           

نو حد أعمى إ     نقول عن عنصر      مجموعة مرتبة ولتكن   (   )لتكن  :[6] 3تعريف
               إذا حقق الشرط :     لممجموعة 

ذا وجد مثل ىذا العنصر فإننا نسمي   مجموعة محدودة.  وا 
نو حد أعمى إ     نقول عن عنصر      مجموعة مرتبة ولتكن   (   )لتكن : [6] 4 تعريف

 إذا حقق الشرطين :    أصغري  لممجموعة 
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2) s   حد أعمى لممجموعة   

 ́   فإن     أعمى آخر لممجموعة  اً حد ́ إذا كان  (3

       بالرمز   لممجموعة   نرمز لمحد الأعمى الأصغري
 أدنى   حد نوإ     نقول عن عنصر      مجموعة مرتبة ولتكن   (   )لتكن  : [6] 5تعريف

                إذا حقق الشرط :    لممجموعة 
   أدنى  حد نوإ     نقول عن عنصر      مجموعة مرتبة ولتكن   (   )لتكن  :[6] 6 تعريف

 الشرطين :  إذا حقق    أعظمي  لممجموعة 
2) q   حد أدنى لممجموعة   

́ فإن     أعمى آخر لممجموعة  اً حد ́ إذا كان  (3    

       بالرمز   الأعظمي لممجموعة نرمز لمحد الأدنى 

 إذا كان  : نيا شبكةأ  (   )رتبة م غير خالية مجموعة نقول عن : [6] 7تعريف
   *   +            *   +              عندئذ     
 ونكتب      +   *         و  +   *                 

 (          ) بالبنية لشبكةونعبر عن ا
          من أجل كل إنيا توزيعية إذا كان   (          )نقول عن الشبكة  :[6] 7تعريف

 يتحقق أحد الشرطين الآتيين :

  (   )  (   )  (   ) 
  (   )  (   )  (   ) 

تممك عنصراً أصغر نرمز لو  (   ) نيا مغمقة إذا كانتإ (          )نقول عن الشبكة  :[6] 8تعريف 
  (              ) ونرمز ليذه الشبكة بالرمز 2مز ر وعنصراً أكبر نرمز لو بال 1بالرمز 

 yعنصر مثل  Tوجد في  إذا .     شبكة مغمقة وليكن   (              )لتكن  :[6] 9 تعريف
̅ ونرمز لو بالرمز  متمم العنصر   نسمي العنصر  فإننا          و       يحقق الشرطين :          

 .إذا كان وحيداً 
متمم  Tكل عنصر من لكان  إذانيا شبكة متممة إ (              )نقول عن الشبكة  :[6] 10 تعريف 

 . واحد عمى الأقل
 بالبنية رمز لشبكة بول نكل شبكة مغمقة ، متممة وتوزيعية  نسمي شبكة بول :[6] 21تعريف 

                                         (                  ) 

 . نعرف Gمن  عنصراً كيفياً   زمرة و   G لتكن: [6] 23تعريف
〈 〉  .    مولدة بـال  G منالزمرة الجزئية  〈 〉ندعو   {       } 

 
 النتائج والمناقشة:

І- الزمرة البوليانية  
فييا تساوي  e إذا كان رتبة كل عنصر مختمف عن  بوليانيةنسمييا زمرة  (    )المنتيية  الزمرة[:2] 2تعريف

    بالرمز     يرمز عادة لـ 7
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معرفة عمييا عممية   Xمجموعة أجزاء  P(X) و  غير خالية مجموعة X( حيث (∆,P(X) : الزمرة  2مثال
    : الفرق التناظري بالشكل التالي

     (    )  (     )         ( ) 

 ىي زمرة بوليانية
 بالجدول التالي : المعرفة الرباعية زمرة كمين  :2مثال 

c b a e   
c b a e e 
b c e a a 
a e c b b 
e a a c c 

 

         يحقق   +       *  في ىذه الزمرة نلاحظ أن كل عنصر ىي زمرة بوليانية و 
 . إبداليةزمرة  ىي كل زمرة بوليانية :2مبرىنة

    بدلًا من     سنكتب يمي فيما 
 :الإثبات

 لأنيا مغمقة وبالتالي يمكننا أن نكتب      فإن       ميما تكن 
(  )(  )        

 (  )(  )     (  ) (  )    
                                            (  )     (  )      (  )     

  (  )                   

 زمرة بوليانية منتيية عندئذ :  لتكن : 2مبرىنة  
| |:    7 ـىي قوة ل  رتبة  (1     

  7، رتبة كل منيا تساوي   في          زمرة جزئية دورية  n ىي الجداء المباشر ل    (7

| |     
3) n . ىو عدد مولدات الزمرة البوليانية 

 الإثبات :
إن رتبة             زمرة إبدالية فإن كل زمرة جزئية منيا ىي زمرة جزئية نظامية ، ليكن   بما أن  

   إذا كان 7و رتبتيا    زمرة جزئية نظامية في     نإ حيث 〈  〉     فإن بالتالي 7أي عنصر ىي 

| |فقد تم المطموب لآن     |  |    لتكن و       و     وليكن      لنفرض أن  .   

     فإن        إذا كان         و  7رتبتيا و   زمرة جزئية نظامية في    عندئذ  〈  〉

| | و        
منتيية فبعد عدد محدود من الخطوات المتشابية والمشابية لما سبق نحصل عمى الزمر الجزئية  Bبما أن 
        
|  |و   Bزمرة جزئية نظامية من    حيث   و       ،    

                
 و                                     

| |  |  | |  |         
  

 معاً  7و  1بالتالي تم إثبات 
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 .                                 مولد  nىو      المنتيية التي رتبتيا  سنبرىن الآن أن عدد مولدات الزمرة البوليانية
              +   *  أي أن   2تكون رتبة الزمرة البوليانية   n=1جل أياضي لدينا من بحسب مبدأ الاستقراء الر 

 .       العنصرمولدة بوىي 
 أي  وىي زمرة مولدة بعنصرين     +          *=Bلدينا n=2 أجل  من 

                        〈     〉  〈     〉  وىي زمرة كمين الرباعية    〈      〉 
  n=2محققة من أجل بالتالي فيي 

 ومنو  عنصر nزمرة بوليانية مولدة ب  〈          〉   أي أن  nبفرض أنيا محققة من أجل 

   {  
    
     

 . n+1ولنبرىن صحتيا من أجل {               
 .    〈                〉     أي لنبرىن أن الزمرة البوليانية  

    ذات الرتبة       الزمرة الجزئية تحوي            من الرتبة      الزمرة البوليانية 
 〈          〉     . ن رياضي فإال وبحسب مبدأ الاستقراء
                      حيث       عندئذ يوجد عنصر 

       وبما أنو
    
     

         
    
     

         
   فإن            أن  و

    
     

      
            

  فإن العنصر        أي         لنبرىن أنو عندما 
    
     

      
        

   ) إذا كان
    
     

                    
  فإنو يوجد  

    
     

      
   بحيث   

    
     

      =  
    
     

       
    بتشكيل 

 ون لديناكإلى طرفي  المساواة ي                  
           

    
     

                        
          وىذا تناقض أي أن

    
     

          .) 
  إن عدد العناصر من الشكل 

    
     

      
عندئذ سنحصل  اً عنصر     ىو       حيث      

 وتكون      اً في عنصر               عمى 
        {  

    
     

      
            }  

   ىو من الشكل       بالتالي كل عنصر من  
    
     

      
إما يساوي                

 الصفر أو الواحد وىذا يعني أن :
        〈   

    
     

      
    〉. 

   )نعمم أن  
 حيث   زمرة بالنسبة لمعممية   (   

  (          ) (           )     
   

  (          ) (           )  (            )  
    (     )              . 

   )الزمرة مع   يزومورفيةإ (     )إن الزمرة : 4مبرىنة 
   ) 

(    )  :  تطبيقاً معرفاً بالقاعدة f  ليكن :الإثبات    (   
    ) 

 (   
    
     

  )  (          )     
    
     

       
 معرف جيداً:  إن 
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   (          )  (           )

  (  
    
     

  )      
    
     

  )  
 ىومومرفيزم زمر     

              
    
     

        
    
     

   

     
    
     

    
    
     

     
    
     

    

;    (     )            

ن :بالتالي فإ  

 (  )   (   
    
     

  )  (            )     
 

  (          ) (           )   ( )   ( ) 

     f متباين 
 من المعموم أن :

       ={                    ( )  (       )}  
            {    

    
     

       ( )  (          )  (       )} 

            {    
    
     

                } 

       *   + 

  3المبرىنة بطريقة أخرى وذلك بالاعتماد عمى  4المبرىنة يمكن إثبات  ملاحظة:
 أن  7المبرىنة لقد وجدنا في 

                 
|  |حيث         ولذلك فإن        من أجل     
 ومنو 

           (   
   ) 

 بمتتالية   بالإمكان مقابمة كل عنصر من زمرة بوليانية  نجد أنوفي المبرىنة السابقة   fمن تعريف  : 2جةنتي
 (       )  ثم إن                                (          )

 (               )    يقابلمولد   n ـالمولدة ب   الزمرة البوليانية  مولدات من    أي مولد : 3نتيجة
 يمكن مقابمة عناصرىا بالعناصر الآتية : +       *  : زمرة كمين الرباعية    4 مثال

  (   )     (   )     (   )     (   ) 
              أو :

  (   )     (   )     (   )     (   ) 
 فإن عناصر ىذه الزمرة يمكن مقابمتيا بالمتتاليات:  〈        〉   لتكن لدينا الزمرة البوليانية  :  5مثال 

    (     )      (     )     (     )     (     ) 
        (     )       (     )       (     )         (     )  

П- : الزمرة البوليانية وعلاقة الترتيب 
 : كمايأتي     عمى الزمرة   زمرة بوليانية نعرف العلاقة 〈          〉     لتكن  

              
    
     

           
    
     

   

                           

 إن ىذه العلاقة ىي علاقة ترتيب 
    :لأنوانعكاسية    العلاقة   (1
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    بالتالي  

 :لأنو تخالفيو    العلاقة   (7
              

    
     

           
    
     

   

  
                      

 
                    

}                  

   
    
     

     
    
     

       

  :لأنو متعدية     العلاقة   (3
            

     
    
     

           
    
     

         
    
     

         
                    

                    
}                   . 

 .    مجموعة مرتبة بالعلاقة       الزمرة البوليانية و 
     : الآتيتين العمميتين (    )نعرف عمى المجموعة المرتبة 

           من أجل كل
    
     

           
    
     

      
       *   +    

    
     

           (      )          
            *   +    

    
     

           (      )         
 

 لأنو من أجل كل  شبكةىي   (           )البنية  عندئذ
    

    
     

           
    
     

      
 فإن                                

 : 2 نتيجة
        ىو العنصر الأصغر و العنصر  eمغمقة لأن العنصر  (           )الشبكة  

 ىو العنصر الأكبر .
 في الحقيقة :

          
    
     

    

      
   
    

     
    
     

   

  :و أيضاً                            لأن
          

    
     

    

      
    
     

                             
  2بالرمز          الأكبر ونرمز لمعنصر  1 بالرمز لأصغرنرمز لمعنصر ا

 
 : ىو      المتمم لعنصر إن 

          
    
     

     ̅    
  ́  
  ́    

  ́     ́  (    )     
 شبكة بوليانية .  (                 )البنية : مبرىنة

 ن كل عنصر فييا لو متمم إشبكة متممة حيث  (          )    الإثبات :
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   ̅             ̅            

 شبكة توزيعية     (          )  
                                   

                                                                      
      (   )     *  (   *   +)+    

    
     

    
    حيث

                          (       (        ))        

   كما أن
         (   )  (   )     *(   *   +) (   *   +)+         

                                          
    
     

   

   حيث
              (    (      )    (      ))        
  ولكن
         (       (        ))     (    (      )    (      ))  

     ولذلك فإن
    

 
         

    :وبالتالي
          (   )  (   )  (   )  

 +              *      حيث       (          )  : 2مثال 
 
 
 

 
(1) 

 
 
 

 〈        〉        :3 مثال
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 :الاستنتاجات والتوصيات

ىو عدد مولداتيا وعمى وجود   nحيث    من الرتبة  ىي زمرة المنتيية مرة البوليانية لقد تم البرىان عمى أن الز 
   )والزمرة      يزومورفيزم بين كل زمرة بوليانية من الرتبة إ

وأنيا شبكة بوليانية وفق علاقة الترتيب المعرفة (   
 عمييا .
 ىي شبكة بوليانية وبالتالي فيي جبر بول .منتيية  (   )إذن كل زمرة بوليانية  

⁄   بول  التوصيات استنتاج العمميات عمى جبر من خلال عممية ثنائية واحدة معرفة عمى الزمرة      
 البوليانية والحصول إن أمكن عمى أقصر متطابقة لتعريف جبر بول .

  
 
 
 
 
 
 :المراجع
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